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Eloszo az elso kiadashoz

Kutat6i palyam kezdetén, 1973-ban kezdtem foglalkozni dinamikus kozgazdasagi
modellekkel (ahol a rendszer dllapota a kordbbi dllapot fiiggvényében valtozik),
és kisebb-nagyobb kitérékkel azéta is ezen a teriileten dolgozom. Két évtized alatt
legalabb hdrom dinamikai témakdrt tanulményoztam: (i) 1973 és 1981 kozott az
drjelzés nélkiili szabdlyozds témakorét vizsgaltam, (ii) majd 1982 és 1991 kozott
a szocialista gazdasdg novekedési problémadit és ciklusait elemeztem. (iii) Jelen-
leg az egyiitt él6 nemzedékek és korosztdlyok elméletét kutatom, ahol tovébbra is
dinamikus (vagy azzal hatdros) kérdésekkel foglalkozom.

Amidta 1988 koriil megkezdtem a Budapesti (akkor még Marx Karoly) Koz-
gazdasdgtudoményi Egyetemen dinamikus kozgazdasigtani eléaddsaimat, szo-
mordan tapasztalom, hogy egyetemi tanulmdnyaik alatt a hallgaték milyen ke-
veset hallanak a dinamikus kézgazdasdgtanban sziikséges matematikai médsze-
rekrSl: differencidl- és kiilonosen a kozgazdasidgtanban az el6bbinél fontosabb
differenciaecgyenletekrdl, nem is beszélve a dinamikus optimumszamitdsrdl. Fo-
kozatosan megérlel6dott bennem az igény: j6 lenne megismertetni az érdekl6dé
didkokat azokkal az alapvetd matematikai médszerekkel, amelyekre a dinamikus
kozgazdasagtanban sziikség van. Vagy kiforditva a gondolatot: bemutatni azokat a
dinamikus kdzgazdasigi modelleket, ahol a legfontosabb matematikai médszerek
sikerrel alkalmazhatok.

1993-ban a Rajk Laszl6 Szakkollégium elfogadta palyazatomat, és Soros
Gyorgy anyagi timogatdsaval 6rommel vdgtam a feladatnak: nekil4ttam egy jegy-
zet megirdsanak, amelynek javitott (de tavolrdl sem végleges) valtozatait 1993—
1997-ben a BKE doktori program I. és II. évfolyama, illetve 1996-ban a BKE
otodéves hallgatéinak adtam eld.

Az izelit6 készitésénél szabadon kolcsondztem magamtdl €s mas szerzoktdl —
természetesen a forrdsok feltiintetésével és az anyagok atszabdsdval. A matema-
tikai és kozgazdasagi fejezetek kovetkezetes valtogatasaval Chiang (1984) beve-
zet$ jellegli (azéta tobb kiadast megért) konyvét, valamint Stokey—Lucas (1989)
,hagyon haladé” szintli konyvét kvettem, azonban igyekeztem kézépszinten ma-
radni. Egyrészt be akartam mutatni a nagyon hatékony mddszereket némi élta-
lanossdgban. Mdsrészt lemondtam a funkciondlanalizis, a mértékelmélet és mas
magasabb matematikai elméletek és kozgazdasdgi alkalmazdsaik bemutatdsarol.
Csak az olvas6 dontheti el, hogy mennyire sikeriilt e kisérlet.

Munkahelyemen és vendégkutatéi posztjaimon szdmos kolléga volt hatdssal
ram. Els6ként Kornai Janost emlitem meg, aki a szabilyozdselmélet és a szo-
cialista makrodinamika témakorébe vezetett be. Huszéves egyiittmiikodésiinkrol
szamos — részben a konyvben is targyalt — kdzos cikk tandskodik. Cars Hommes
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vi El6sz6 az elsé kiaddashoz

és Helena Nusse a szocialista gazdasag kaotikus modelljének kdzos kutatdsa koz-
ben szinte bevezettek a nemlinedris dinamika modern fejezetébe. Molndr Gyorgy
az egyiitt €16 korosztadlyok modellezésében volt tarsszerz6m.

Sokat koszonhetek Brody Andrasnak, Kapitany Zsuzsanak, Michael Lovell-
nek és Martos Béldnak az drjelzés nélkiili szabdlyozas, Bagdy Gabornak, Bauer
Tamasnak, John Burkettnek, Chikdn Attilinak, Halpern Laszlénak, Lacké Ma-
ridnak, Molnar Gyorgynek és Sods Kdroly Attildnak a szocialista ciklusok, végiil
Augusztinovics Mdrianak, Johann Brunnernek és Eduardo Siandranak az egyiitt
€16 korosztalyok kutatdsandl nyujtott segitségért.

Az optimalizal4dson alapulé dinamikus modellekre Ambrus-Lakatos Loradnd,
Kertesi Gabor és Leonard Mirman hivta fol a figyelmem. Kdszonetemet fejezem
ki Balla Katalinnak, Darvas Zsoltnak, Es6 Péternek, Kocsis Viktéridnak, Magyar-
kiti Gyuldnak, Romhdnyi Baldzsnak, Szab6é Imrének, Tallos Péternek és Vincze
Janosnak a kézirat kordbbi véltozatainak gondos atnézéséért, Zalai Ernének és
Michael Landesmannak timogatasukért, €s szamos tovabbi hallgatémnak a hibak
gyomlaldsaért. Természetesen az emlitett személyek a konyv tartalmaért és a ben-
ne maradé hibdkért sesmmiképpen sem felelsek. Utoljara, de nem utolsésorban itt
kdszonom meg Simonovits Miklésnak, hogy sajét készitésii programjaival lehet6-
vé tette, hogy csuf Word 5.0 dokumentumomat elegans TgX-anyagga formaljam.

Itt fejezem ki hildmat a kutatds anyagi és erkolcsi eldsegitéséért munkahe-
lyemnek (az MTA Kozgazdasidgtudomdanyi Intézetének), az OTKAnak (T 6919
és 019696), a Miivel6dési és Kulturalis Minisztérium MKM 242/1996-97 sz. ta-
mogatdsdnak, valamint a kdvetkez6 intézményeknek: a belga CORE, Louvain-la-
Neuve; az olasz Modenai Egyetem; az amerikai University of Illinois at Urbana-
Champaign és Wesleyan University, CT; a holland Groningeni Egyetem és a Til-
burgi Egyetem (CentER), végiil az osztrak Linzi Egyetem.

Koszonettel tartozom a Kozgazdasdgi és Jogi Konyvkiadd kollektivdjanak,
hogy mindent megtett a konyv sikeres megjelentetéséért.

Orommel veszek minden konstruktiv megjegyzést a kovetkezd e-mail-cimen:
simonov @econ.core.hu

Budapest, 1998. majus
A szerz6
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Elosz6 a masodik kiadashoz

A 23 évvel kordbban minimélis példdnyszdmban kiadott konyvem hamar elfo-
gyott, de eddig meg sem prébalkoztam egy masodik kiaddssal. Az6ta megjelent
néhany hasonld targyd magyar nyelvii konyv (példaul Hatvani—Krisztin—-Makay,
2001; Kannai—-Szabo6-Tallos, 2013; Kovacs, 2021; valamint Téth—Simon, 2020),
€s szamos angol nyelvii konyv (példaul Ljungqvist—Sargent, 2000 és Hommes,
2013), de eltérd témavdalasztasuk és targyaldasmodjuk miatt remélhetSleg nem tet-
ték feleslegessé konyvemet. Péld4ul a mar eltemetett szocialista beruhazasi ciklu-
sok modellje mintha djra életre kelne hazdnkban.

Az MTA Konyvtamogatasi programja lehet6vé tette, hogy megjelenjen egy
madsodik kiadds, amelynek gépiratit Szab6 Judit és Radcz Andrds gondosan javi-
totta. Lényegében megtartottam a klasszikusnak gondolt 1. és II. részt. Részben
4j a III. rész, ahol a kordbbi B. és C. fiiggeléket most 11. és 12. fejezetként sze-
repeltetem (egyiitt €16 nemzedékek és korosztdlyok), s hdrom Uj fejezetet tettem
hozzajuk: 13-15. fejezet, amelyek a szokasostdl eltérd, de érdekes kozgazdasa-
gi kérdésekkel foglalkoznak. Kiilon koszonet illeti Es6 Pétert (és T6th Janost)
az optimalis jaradékfiiggvény tervezése (13. fejezet), Somogyi Rébertet a szeg-
regicids dinamika (15.1. alfejezet), valamint Kirdly Baldzst az 6nkéntes nyug-
dijmegtakaritds dgensalapti modelljének (15.2. alfejezet) tarsszerzéként nyujtott
segitségért. (Itt mondok kdszonetet Vincze Jdnosnak, hogy megtanitott az dgens-
alapu modellezésre.) Az egykori linedris algebrai fiiggelék mellé beillesztettem
egy szélsdérték-szamitasi részt is, amelyet egykor Kertesi Gabor hatdsara frtam.

A legtobb helyen megtartottam az eredeti szoveget, alaposabban csupdn a 2.3.,
a4.3.,a7.1., a8.2. alfejezetet és a 12. fejezetet (régi C. fliggeléket) egyszer(isi-
tettem, az eredeti 4.5., a 8.3. és a 10.3. alfejezetet hagytam el — f6leg didaktikai
okokbdl. Ezenkiviil igyekeztem az elirdsokat kikiiszobolni.

Koszonetet mondok a CEU Ko6zgazdasdgi Tanszékének és a BME Matema-
tikai Intézetének, hogy 2000 és 2018 kozott lehetdvé tették e targy oktatasat; a
Budapesti Corvinus Egyetemnek, hogy két évtizedes sziinet utdn 2021-ben uj-
ra elindithattam e targyat, valamint mindharom egyetem hallgatéinak, akik meg-
jegyzéseikkel a jegyzet javitdsahoz hozzdjdrultak. Osszegezve: azoknak érdemes
tanulmédnyozni a konyvet, akiket mélyebben érdekelnek a dinamikus kozgazda-
sdgtan elméleti kérdései, és kivancsiak a f6aramon kiviili modellekre is.

A nemrég megjelent Kozgazdasdgi modellek (nem csak kozépiskoldsoknak) c.
konyvem tobb fejezete elemibb szinten tirgyal egyes dinamikus kérdéseket.

Budapest, 2022. augusztus
A szerz6

vii
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Bevezetés

Ebben a konyvben viszonylag egyszer(i dinamikus kézgazdasdgi modelleket mu-
tatok be, az egyes modellek tanulmanyozasa el6tt azonban ismertetem a sziiksé-
ges matematikai modszereket. Az 1. és a II. részben egymadst kovetd matematikai
és kozgazdasagi fejezetek parokat alkotnak: minden matematikai (paratlan sor-
szdmu) fejezet elokésziti a kovetkez6 (pdros sorszdmu) fejezet(ek)ben szerepld
kozgazdasagi modellek targyaldsiat. Mind a matematikai, mind a kdzgazdasigi
fejezetek egymadsra épiilnek. Ez a felépités megdvja az olvasét attdl, hogy a koz-
gazdasagi modellek tanulmanyozasa kozben kelljen megismerkednie j matema-
tikai fogalmakkal és tételekkel. Ugyanakkor az olvasénak a kdzgazdasagi részek
olvasdsa el6tt biznia kell abban, hogy a bemutatott matematikai eszkdzokre sziik-
sége lesz. A III. részben (Kiegészitések) viszont ot kozgazdasagi fejezet és egy
matematikai fiiggelék szerepel. A konyvben nem torekszem teljességre, inkdbb
izelit6t adok az altalam alapvetének tartott dinamikus kérdésekrdl. Ugyanakkor
igyekszem megjelolni az eredeti forrdsokat. A konyv tartalmdrdl a tartalomjegy-
7€k eligazit, ebben a bevezetd fejezetben inkdbb a legfontosabb sajatossagokra
prébaltam Osszpontositani. A Bevezetésben csak verbdlis dsszefoglaldst adok, a
szabatos kidolgozast késébbre halasztom.

Kérdéskorok

A Bevezetésben el6szor attekintjiik a legfontosabb kérdéskoroket: statika vagy
dinamika, diszkrét vagy folytonos id6, optimalizdljunk vagy sem, szabdlyozis-
elméleti keret, stabilitds és miikod6képesség, linearitds vagy nemlinearitds, de-
terminisztikus vagy sztochasztikus modellek, varakozdsok, véges vagy végtelen
életli fogyasztd, Osszevont vagy részletezett modellek, elegancia vagy relevancia,
kritikai szemlélet.

Statika vagy dinamika

A hagyomanyos matematikai k6zgazdasagtan bevallottan statikus: kiillonboz6 id6-
pontokra vagy iddszakokra vonatkoz6 valtozdk nem szerepelnek benne. Péld4ul
az 4ltalanos egyenstilyelmélet alapmodelljében (Arrow—Debreu, 1954) a kereslet,
a kindlat és az arvektor egy kozos id6pontra vonatkozik. Vannak olyan kvdzidi-
namikus modellek, amelyekben kiilonb6zé id6pontokra vagy idészakokra vonat-
kozé véltozok szerepelnek, de vagy csak trividlisan vannak, vagy egyéltaldn nin-
csenek oOsszekapcsolva (példaul a Neumann-modell egyensilyi volumen- és ar-
palydja; Neumann, 1938). A valdsdgos gazdasdg azonban dinamikus: kiillonboz6
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2 Bevezetés

id6pontokra vagy id6szakokra vonatkozé véltozok kapcsolatban dllnak egymaéssal
(Frisch, 1933). Ebben a konyvben dinamikus kérdéseket vizsgdlunk.

Diszkrét vagy folytonos ido

Mind a matematikat, mind a kozgazdasigtant végigkiséri a diszkrét és folytonos
idofelfogas kett6ssége. (Ebben a konyvben az allapottér folytonos; diszkrét alla-
pottérrel csak ritkdn, példaul a Markov-lancokndl taldlkozunk.) A koznapi és a
fizikai id6felfogds a folytonosnak kedvez, a mérs- és szdmitéeszkozok a diszk-
rétnek. Az id6beli folyamatok matematikai elméletei dltaldban folytonos id6vel
dolgoznak. Alapeszkoziik a (kozonséges) differencidlegyenlet; amelyben az id6
a fliggetlen véltozo, s a fiiggd valtozok és id6 szerinti derivaltjaik egy egyenlet-
rendszerben szerepelnek. Példdul a matematikai inga egyenletében a gyorsulds (a
helyzet masodik derivaltja) kozelit6leg a kitérés ellentettjével ardnyos. A nume-
rikus analizis viszont sziikségszertien diszkrét idével (Iépésszammal) dolgozik, s
differenciaegyenletekre tdmaszkodik: itt is az idd a fliggetlen valtozd, s a fiiggd
valtozok €s id6 szerinti kiillonbségi hanyadosaik vagy késleltetett értékeik szere-
pelnek egy egyenlet(rendszer)ben. Példdul éves kamatozds esetén a tke és no-
vekménye (a kamat) kozott az éves kamatldb teremt kapcsolatot. Erdekes médon
a differenciaegyenletek elmélete kaleidoszkdpszeriibb (kaotikusabb), mint a dif-
ferencidlegyenleteké (lasd kés6bb). Kezd6 szamara viszont jobban hozzaférheto,
hiszen a differencidlegyenletekkel ellentétben, a differenciaegyenletek megoldé-
sdnak 1étezése és egyértelmiisége magatol értet6dd.

Az els6 dinamikus kdzgazdasagi modellekben egyarant follelhetd a diszkrét
és folytonos idejli megkozelités (példaul Samuelson, 1939a és 1941). S6t, az tizleti
ciklusok elsé modelljei a két megkozelitést egyesitve, kevert (diszkrét és folytonos
idejii) egyenleteket alkalmaztak (Frisch, 1933).

Az6ta mar mindkét megkozelitésnek kiterjedt irodalma van. Ennek megfe-
lel6en a konyv is mindkét megkozelitést tartalmazza. Célszer(itlen lenne azonban
teljes mértékben kifejteni e parhuzamot, ezért a kozgazdasagi tartalomtol fiiggden
hol ezt, hol azt a médszert mutatjuk be. (Ha azonban vélasztani kellene a két méd-
szer kozott, akkor a kozgazdasidgtanban a diszkrét mddszert vdlasztandm, mert a
legfontosabb kozgazdasagi folyamatokra jobb kozelitést nyujt, mint a folytonos.)

Optimalizalas nélkiil vagy optimalizalassal

A dinamikus kdzgazdasiagtani modellek sokdig nem tdmaszkodtak optimalizalds-
ra. Az elso korszerd dinamikus optimalizalasi modellek 1960 koriil jelentek meg
(Tinbergen, 1960), és sokdig békésen egyiitt éltek optimalizalas nélkiili tarsaikkal.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras
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Bevezetés 3

Az optimalizalas nélkiili modellek 1980 6ta egyre népszeriitlenebbekké valtak,
mert a dontéshozdk viselkedését nem ,,raciondlis dontésként” magyardzzak.

Szadmos ,,mérsékelten modern” konyv (példdul Blanchard-Fischer, 1989,
28. 0.) kiegyensilyozott allaspontot foglal el az optimalizalas kérdésében. ,,Neo-
klasszikus irdnyultsdgunk nem jelenti azt, hogy csak azokat a makromodelleket te-
kintenénk érvényesnek, amelyek maximalizaldson alapulnak. .. Azt hissziik, hogy
ha egy alapelveken (optimalizdldson) alapulé modellre varndnk, miel6tt hajlandok
lennénk a foly6 eseményeket elemezni és gazdasagpolitikai tandcsokat adni, ve-
szélyes utdpidt kovetnénk, amely a vald vildgot a sarlatdnokra hagyja azok helyett,
akik felismerik mindenkori tuddsunk bizonytalansagait.”

Az ,igazdn modern” konyvek viszont egyszerlien kizdrjdk a kozgazdasig-
tan birodalmabdl az optimalizdlds nélkiili modelleket. Jellemzd példaul Azariadis
(1993, 4. 0.) értékelése Solow novekedési modelljérdl, ahol Solow a megtakarita-
si hdnyadot (a tapasztalattal 6sszhangban) id6ben 4llandénak feltételezte: ,,Solow
egy ad hoc feltevéssel €lt, s kevés ilyen stlyos biin 1étezhet egy magara ad6 koz-
gazdész szdmdra.”

Jémagam kozelebb allok a ,,mérsékelten modern”, mint az ,,igazan modern”
irdnyzathoz, de még a mérsékelt irdnyzatndl is joval kisebb jelentdséget tulajdo-
nitok az optimalizdldsdnak. Szamomra k6zombos, hogy a szerepl6k magatartési
egyenletei az életbdl vannak ellesve, vagy pedig fennkolt célfiiggvények és kolt-
ségvetési feltételek ndszanak gyiimolcsei. ,,Védelmiil” harom dolgot hozok fel:

a) A fent emlitett Gttor6k irdnti tisztelet.

b) A legtobb dinamikus optimalizédldsi modellben csupdn egy dontéshozd van,
marpedig jol ismert, hogy ez milyen félrevezetd feltevés (Kirman, 1992). Egyéb-
ként az optimalizalési feltevés mindenhatésdgat birdlé érvek még mindig rele-
vansak (Kornai, 1971; Nelson—Winter, 1982; Anderson—Arrow—Pines, 1988). SGt,
Hildenbrand (1983) hat4sosan érvel, hogy az egyénileg nem optimaliz4l6 szerep-
16k megfeleld eloszldsa esetén a tarsadalmi viselkedés lehet optimalis.

¢) Az optimalizalds nélkiili modelleket egyszer{ibb elmagyardzni, mint opti-
maliz4cids tarsaikat.

Ennek megfeleléen a konyv torzsanyaga két részre oszlik: az 1. részben nincs,
a II. részben van dinamikus optimalizalds. Péld4ul a szocialista gazdasag ciklusait
(2.3. és 4.3. alfejezet) nehéz volna egyetlen dontéshozé optimalis dontéseként le-
irni. Ugyanakkor egy személy vagy egy tarsadalom fogyasztasi palydnak idSbeli
optimalizalasa (10. fejezet) értékes hozzajarulas lehet az életciklus megértéséhez.
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Szabalyozaselméleti keret

A konyv gyakran alkalmazza a matematikai szabalyozaselmélet (mds széval iré-
nyitaselmélet) kereteit. Szabdlyozdsi rendszerrdl beszéliink, ha a rendszert dlla-
pot- és szabdlyozdsi vektorral jellemezziik, s feltessziik, hogy az allapotvektor az
dllapotegyenlet-rendszeren keresztiil fiigg a kordbbi allapotvektortdl és a szabé-
lyozési vektortdl. Taldn a leggyakoribb szabdlyozasi mechanizmus a visszacsato-
lds, amikor a szabdlyozasi vektor a pillanatnyi dllapotvektortdl fiigg.

Maisok mellett Kornai-Martos (1981) meggy6z6en érvel e megkozelités eld-
nyei mellett. Szemléltetésiil is az altaluk szerkesztett konyvbdl valasztunk egy
jellemzd példat: egy termék készletvaltozasa egyenld a termelés és az eladas (els-
jeles) kiilonbségével; a legegyszer(ibb készletjelzéses szabalyozdsndl a termelés
csokkend fiiggvénye a készletnek (Chikdn—Fabri—Nagy, 1978). A kozgazdasagi
alkalmazdsok jelentds részében nagy hangsilyt kap a szabdlyozas decentralizdlt
jellege. E16bbi példankat dltalanositva: ha egy egész gazdasag miikodik készletjel-
zésekkel, akkor az egyes vallalat adott termékének készletvaltozdsdban az 6sszes
tobbi vallalat altal t6le beszerzett termékosszege jelenik meg, mig az adott termék
termelése tovdbbra is csak sajat készletétl fiigg (2.4. alfejezet). Ugyanakkor a
szocialista gazdasdg makromodelljének magatartasi szabdlyai nem decentralizal-
tak (2.3. alfejezet).

A szabdlyozaselméleti megkozelités azonban a kozgazdasagtani dinamikaban
nem kizdrélagos. Példdul a stabil(is) népesség modelljében (2.5. alfejezet) csak
allapotvaltozok szerepelnek, ezért ott a szabdlyozaselmélet alkalmazhatatlan.

Allandésult allapot, stabilitas és miikodoképesség

Nagyon gyakori, hogy egy dinamikus rendszer palyéjat nem lehet vagy nem cél-
szer( explicit médon leirni. Kivancsiak vagyunk viszont a palya kvalitativ viselke-
désére. Kiindulasképp a rendszer fixpontja szolgél, amelybdl inditva a rendszert,
a rendszer ott is marad. A fixpontot a természettudomanyokban gyakran neve-
zik egyensiilyi pontnak. A kozgazdasagi alkalmazdsokban az egyenstily fogalmat
gyakran leszikitik az ugynevezett walrasi egyensilyra (14sd 6.3. alfejezet), ahol
a tokéletesen rugalmas drmechanizmus minden piacon eltiinteti a tdlkeresletet.
Keynes (1936) 6ta a kozgazdasagban beszélnek munkanélkiili egyensilyrol (1asd
példdul a 2.2. alfejezetben), és az 1970-es évek 6ta nemwalrasi egyensulyrdl is.
(Mind a disequilibrium, mind az anti-equilibrium kifejezés a szlikebb értelm fel-
fogdsbol szarmazott!) Kornai (1980) és Kornai—-Martos (szerk.) (1981) a semle-
gesebb normdldllapot kifejezést hasznéljdk. Amiéta megjelentek id6ben valtozé
egyensulyi palydk, a staciondrius egyenstlyra az dllandosult dllapot kifejezést is
alkalmazzdk (11. és 12. fejezet).
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Felvetddik a kérdés: 1étezik-e egyensily, és ha igen, akkor egyértelmii-e az
egyenstly? Latni fogjuk, hogy éltaldban hdrom eset lehetséges: nincs egyensuly,
egy egyensuly 1étezik, vagy tobb egyensuly 1étezik. Tovabbi kérdés az egyensily
stabilitdsa: ha a rendszer nem az egyenstulybdl indul, akkor az id6 haladtaval el-
jut-e oda? Finomitva a kérdést: mekkora az induldsi dllapotoknak az a (képletes
szoval élve: vonzasi) tartomdnya, amelybdl a rendszer az egyensilyhoz tart? Né-
mileg pontatlanul: ha kicsi a vonzdsi tartomdny, akkor lokdlis, ha nagy (ti. az egész
megengedett tartomany), akkor globdlis stabilitasrél beszéliink (3. fejezet). Za-
vard, hogy a kdzgazdasigtani stabilitdst a matematikdban aszimptotikus jelzdvel
latjak el, mig a matematikai stabilitds a kozgazdasdgtanban Ljapunov-stabilnak
nevezik.

Mind a természetben, mind a tarsadalomban gyakoriak a ciklikus folyama-
tok. Felsoroldsszertien: a Fold kering a Nap koriil, az évszakok véltakoznak, az
emberi sziv percenként tobb tucatszor dobog, a gazdasdg novekedési iiteme tobb-
kevesebb szabalyossaggal hullimszeri mozgést végez.

Determinisztikus rendszereken beliil maradva, a stabil dllanddsult dllapot és
a ciklus mellett azonban még bonyolultabb viselkedési formdk is lehetségesek,
amelyeket némi leegyszer(sitéssel kaotikusnak nevezhetiink. Ilyenkor a palya ér-
zékenyen fligg a kezd6értékektdl, ezért a pdlya mar elvileg is el6rejelezhetetlen.
Legismertebb példa a kdoszra az id6jarés, de elképzelhetS, hogy az arfolyam-
ingadozdsok is kaotikusak.

A fenti esetekben folvetddik a kérdés: mitkoddképes-e a rendszer? Példaul
a Naprendszer koriilbeliil 10 millidrd évig miikodhet, egy ember koriilbeliil 100
évig élhet, egy tarsadalmi rendszer pedig évtizedektdl évezredekig fenndllhat. Ha
azonban egy specidlis gazdasdgi modellt vizsgalunk, akkor miikod6képességen
azt értjiilk, hogy a mozgésegyenleteken kiviil a rendszer kielégit bizonyos alapvetd
feltételeket. A kozgazdasagtanban a leggyakoribb miikodési feltételek a nemne-
gativitési feltételek: példdul a termelés nem lehet negativ. Konkrétabban: a kész-
letjelzéses modellben nem fogyhat ki a készlet, vagy nem telnek meg a raktarak
stb.

Jelenleg keveset tudunk a gazdasagi modellek miikodéképességérol, és gyak-
ran be kell érniink a stabilitds keresésével.

Linearis és nemlinearis modellek

Szamos matematikai természet( vizsgalatndl alapkérdés a linearitds. Némi leegy-
szer(sitéssel, linedris egy modell, ha a bemend véltozok megdupldzdsa megketts-
zi a kimend valtozok értékét is. Példaul a készletvaltozasi egyenlet linedris: két-
szeres termelés és vétel kétszeres készletvaltozast okoz. Els6 latdsra a kovetkezd
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készletjelzéses termelésszabdlyozas is linedris: minden nap legfeljebb 100 egysé-
get termeliink, de ezt a maximumot csokkentjiik az el6z6 nap végén megmaradt
termékegység kétszeresével. De mi torténik, ha az el6z6 nap végén 51 egység ma-
radt? —2 egységet termeliink? S ekkor belép egy természetes alsé korlat: a nulla, s
elvész a linearitds. Az adott példat tovabbgondolva: lehetséges, hogy ahogy fogy
a készlet, ugy er6sodik a visszacsatolas.

A véges dimenzids linedris dinamikus rendszerek elmélete teljesen kidolgo-
zottnak tekinthet6 (1. fejezet). Zart alakban folirhatjuk a rendszer megoldédsat,
amelynek segitségével szamos kvantitativ és kvalitativ eredményt nyerhetiink. Ek-
kor az egyenstily koriili lokdlis viselkedés meghatarozza a globdlis viselkedést is.
Specialisan: ciklikus viselkedés csak kivételes paraméterértékeknél valésul meg (s
az is késélen tancol), az instabil viselkedés egyre nagyobb kilengéseken keresztiil
elébb-utébb mikodésképtelenséghez vezet.

Mais a helyzet a nemlinedris dinamikus rendszereknél (3. fejezet). Mér az
egyvaltozds esetnél is minden elképzelhet6 kimenet lehetséges. Példaul a loka-
lis stabilitds Osszefér a globdlis stabilitds hidnydval, stabil ciklikus viselkedés (az
ugynevezett hatarciklus) a paraméterértékek széles tartomdnydban is megvaldsul-
hat, az instabil viselkedés 6sszefér hosszu tavi mikodésképességgel. A szabalyos
ciklikus palydk mellett megjelenhetnek szabdlytalan, kaotikus pélyak is. Analiti-
kusan viszonylag keveset tudunk, mar a kétdimenzios esetben is sziikségiink van
szamitogépes szimuldciora.

Mind a matematikusok, mind a kozgazdaszok sokdig megelégedtek a linea-
ris vagy linearizdlhat6 dinamikus rendszerek vizsgalataval. Csak 1970 6ta kapott
nagyobb lendiiletet a nemlinedris €s instabil rendszerek globdlis elemzése. Ter-
mészetesen ezeknél a bonyolult viselkedésti rendszereknél is a linedris rendszer a
kiindul6pont. A konyv egyardnt foglalkozik linedris és nemlinedris rendszerekkel.

Determinisztikus vagy sztochasztikus rendszerek

A mai kor tudomdnyédnak nyilvanvald, hogy a determinisztikus és a sztochaszti-
kus szemléletre egyarant sziikség van a folyamatok modellezésénél. Elegendd, ha
a klasszikus newtoni mechanika mellett utalunk a heisenbergi—schrodingeri kvan-
tummechanikara.

A dinamikus kozgazdasdgtanban a sztochasztikus mddszerek elterjedése leg-
inkdbb az 6konometria térhdditdsdhoz kapcsolddik. A statisztikai médszertannak
megfelel6en az egyenletek becslésénél célszert foltenni, hogy sztochasztikus hi-
bataggal terheltek. Nem lehet meglepetés, hogy az 6konometriai egyenleteken ala-
pulé szabdlyozasi modellekben nagy szerepet jatszik a sztochasztikus optimaliza-
14s. Ezzel a kérdéskorrel a 7. fejezetben foglalkozunk.
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Erdekes, hogy a modern dinamikus kdzgazdasagtan domindns dga szerint a
gazdasdg determinisztikus része linedris és stabil, a gazdasdgot csak a sztochasz-
tikus zavarok terelik el az egyensilyi palyarél (példaul a 2.6. alfejezet). En nem
osztom ezt a nézetet. Egy joval kisebb, de kordntsem jelentéktelen kutatasi irdny-
zat hiveként inkdbb a determinisztikus rendszerek nemlinearitdsaiban keresem a
ciklus és a kdosz forrasat. Ezért a sztochasztikus jelenségek nemcsak a szoka-
sosndl, de a megérdemeltnél kisebb hangsilyt kapnak a konyvben, a nemlinedris
determinisztikus modellek viszont nagyobbat (a 3—10. fejezet és a 11-14. fejezet).

Csak réviden utalok a sztochasztikus mddszerek egyszeriibb alkalmazésaira:
az emberi élettartam kockdzatabodl fakado életbiztositdsra (10.1. alfejezet) vagy
az dgensalapii modellekre (15. fejezet).

Varakozasok

A kozgazdasigi modellek egyik megkiilonboztetd vondsa, hogy egyes valtozok
fligghetnek sajat maguk vagy mds valtozdk jovére vonatkozd értékétdl, a vdra-
kozdsoktol. Példaul a konyvkereskedd e heti beszerzése fiigg a jovo hétre vart

7 7z

eladdsoktdl, vagy az idei megtakaritdsom fligg a jov6 évre vart kamatldbtol.

Az 1950-60-as évek modelljeiben a naiv (vagy altaldnosabban: adaptiv) véra-
kozésok szerepeltek, ahol a varakozds a kordbbi tényleges allapottdl (és a kordbbi
véarakozastdl) fiiggott. Példaul a kereskedd folteszi, hogy a jové héten is ugyan-
annyi konyvet akarnak vdsdrolni, mint ezen a héten. Masik példa: a jelzdlogot
nyujté bankok minden évben tigy hatarozzak meg a torlesztést, hogy folteszik, a
kamatlab a hétralévé id6re véltozatlan.

Ez a feltevés sok kritikat kapott (Lucas, 1976, 1987), s egyre inkdbb a racio-
ndlis vdarakozdsok feltevése 1€p a helyére (2.6. alfejezet). Ekkor adott informéacids
halmaz esetén a dontéshozé varakozasa megegyezik a modellbdl levezethetd var-
hat6 értékkel. Specidlisan, determinisztikus esetben a raciondlis vdrakozds meg-
egyezik magdval a tényleges értékkel: tokéletes eldreldtds.

Mi mindkét feltevést megvizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy esetenként tényleg
jobb a raciondlis, mint a naiv vdrakozds. Mds esetekben azonban forditott a hely-
zet (11. fejezet). S6t az is el6fordul, hogy az dllandésult dllapotokon kiviil szinte
értelmezhetetlen a raciondlis varakozds (12.2. alfejezet).

Szeretnék hozzajarulni ahhoz, hogy tjra teret nyerjen az adaptiv vdrakozdsok
hipotézise, amely mind empirikusan (Lovell, 1986; Chow, 1989), mind elméleti-
leg (Grandmont-Laroque, 1990, Brock—-Hommes, 1997, Grandmont, 1998) vonz6
lehet a raciondlis varakozdsokkal szemben.
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Véges vagy végtelen hosszu életii fogyaszto

Az optimalizdldssal foglalkozé modellekben gyakran folteszik, hogy egy tgyne-
vezett reprezentativ fogyaszto helyettesiti a gazdasagi szereplék sokasagat. (Kir-
man (1992) hangsulyozta, hogy mennyire megszorité lehet a reprezentativ fo-
gyaszté feltevése.) Mdsik egyszeriisit feltevés: a fogyasztd végtelen sokdig él,
és ezzel a triikkel el lehet keriilni a véges id6szaki optimalizalasnal felvet6do kér-
dést: mit hagyunk az utédoknak?

A végtelenségi feltevés nyilvanvaldan ellentétes az emberi €let végességével,
s feloldasa valtoztat az eddigi optimumfeltételeken. A Samuelson (1958)-t6l szar-
maz0, ugynevezett egyiitt él6 nemzedékek modellcsaladjaban (11. fejezet) a sze-
repldk élettartama rovidebb, mint a vizsgdlati id6szak; mindenki két id6szakig é1:
el6szor fiatal, késébb oreg. Minden id6szakban egyiitt élnek fiatalok és oregek: a
fiatalok sokat, az 6regek keveset (vagy semmit sem) dolgoznak, és a fiatalkorban
felhalmozott megtakaritdsaikbdl élnek. Ebb6l mindenféle furcsasdg adddik:

a) Egy feloszt6—kirové nyugdijrendszer bevezetése mindegyik nemzedék jolé-
tét javitja, ha a novekedési titem nagyobb, mint a redlkamatlab (Samuelson, 1958),
altalanositdsa Aaron (1966)-elvként ismert.

b) Az egyiitt €16 nemzedékek zart gazdasagdban optimalizélas ellenére cikli-
kus vagy akar kaotikus dinamika johet 1étre (Gale, 1973 és Grandmont, 1985).

Az egyiitt é16 nemzedékek modelljét dltalanositja a finomabb felbontasu egyiitt
€l korosztdalyok modellje (12. fejezet): kiilonboz6 életkort korosztalyok tagjai él-
nek egyiitt, korspecifikus tilélési valoszinliséggel, keresettel és fogyasztasi egysé-
gekkel. Ez az dltaldnositds gyengiti az egyiitt €16 nemzedékekrdl sz616 tételeket:

a) Az Aaron-elv csak akkor igaz, ha eltekintiink att6l, hogy nemcsak a fiata-
lok tdmogatjak az iddseket (nyugdij), de az id6sebbek is tdmogatjdk a fiatalokat
(gyereknevelés).

b) Eves bontdsi modellben raciondlis vdrakozds mellett dltaldban nincs is de-
finidlva a dinamika minden kezd&értékre, a redlis 2-ciklusok (ahol a palya két
kiilonb6z6 allapot kozott ugrdl) 1étezését mar sikeriilt kizarni. Naiv varakozdsok
mellett azonban az allandésult dllapot kornyezetében elég sokdig képes miikodni
arendszer. Simonovits (2002) a nyugdijrendszer tényeit és modelljeit tartalmazza.

Osszevont vagy részletezett modellek

Az 1950-60-as években nagyon fontosnak tartottdk, hogy a modellek részlete-
zettek, sokszerepl&sek legyenek. A linedris rendszerek keretében a matrixok is
nagy figyelmet kaptak. Ahogyan Samuelson irta egyik cikke cimében, ez volt a
Leontief-modellek kora (Leontief, 1941). Manapsag ez a megkozelités hattérbe
szorult, és az elméleti kozgazdaszok gyakran megelégednek az egy-kétszektoros
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modellekkel. Ez a konyv ebben a tekintetben is visszatér a hagyomdnyokhoz.
Tobb helyen is foglalkozunk sokszektoros modellekkel: a 2.4. és a 4.4. alfejezet-
ben az n-szektoros Leontief-gazdasag szabdlyozasat vizsgaljuk, mig a 12. fejezet-
ben sokvaltozés modelleket tanulmanyozunk. Ennek megfeleléen a Fiiggelékben
Osszefoglaljuk a linedris algebrai tudnivaldkat.

Elegancia vagy relevancia

Koényvem egyardnt alkalmaz analitikus és numerikus médszereket. Egyrészt egy-
szerliségre torekszem. Mindig Oriilok annak, ha valamit analitikusan is vizsgalha-
tunk. Mdsrészt nagyra tartom a realizmust is. Nem vagyok hajlandé a relevanciat
foldldozni az egyszeriiség oltaran.

Néhany példat emlitenék. a) Az inditds—beruhdzds nemlinedris modelljében
(4.3. alfejezet) lemondok a legegyszertibb eset vizsgalatardl. El akarom ugyanis
keriilni a természetellenes bang—bang szabdlyozast, ahol a szabdlyozasi valtozok
kizar6lag a minimalis és maximalis értékiiket veszik fol.

b) Gale (1973)-at és masokat kovetve, a konyv 12. fejezetében tetszbleges
szamu egyiitt €16 korosztalyt vezetek be, mert kar lenne megallni az egyiitt €16
nemzedékek elméleténél. S a valésdghoz val6 kozeledés 1ij megvildgitasba helyez
szamos kordbban megfogalmazott allitast.

Nem teszek ugy, mintha alkalmazott kézgazdasz volnék, aki hatalmas empiri-
kus modellekkel dolgozik a szamitégépén. Mégis azt tandcsolom, hogy az olvasé
haszndlja a szamit6gépét, hogy némileg beleldsson a dinamikus modellek kvanti-
tativ alkalmazéséba.

Mondanivalom aldtdmasztisira idézem Arrow—Honkapohja (1985a, 26. o.)
ma is id6szerli megdllapitasat: ,,Két dltalanos kozgazdasdgtani javaslat vetddott
fol [a szimpdziumon, S.A.]: 1. Figyelembe véve azoknak az eseteknek a nagy sza-
madt, amikor nincsenek elméleti eredmények vagy csak nagyon nehezen elérhetdk,
jobban kell tdimaszkodni a numerikus szimuldcidra, mégpedig kiillonféle paramé-
terértékeknél. A szimuldcid segit eligazodni abban, hogy menynyire fliggnek az
eredmények a sajatos numerikus feltevésektl. 2. Ehhez szorosan kapcsolédott az
az ajinlds, hogy ha egy elméleti kutat6 egy specidlis teriiletet modellez, jelezze,
hogy a paraméterértékek milyen tartomdnyat tartja a modell alkalmazhat6sdgaval
Osszeférhetonek.”

Kritikai szemlélet

Meglepdnek tlinhet, milyen sok kritikai megjegyzés taldlhaté egy tankdnyvben.
Nem lenne jobb megkimélni az olvasét a bonyodalmaktdl, és kizarélag a helyes
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10 Bevezetés

megolddst bemutatni? Ugy vélem, nem. Egyrészt a matematikai kozgazdasdgtan-
ban nem annyira a matematikai tévedések, mint a kzgazdaségilag hibds vagy ér-
dektelen feltevések okozzak az igazi bajokat. Masrészt még a fizika legnagyobbjai
is elkovettek kisebb-nagyobb tévedéseket, s ezek feltardsa (Simonyi, 1981) csak
izgalmasabba teszi a torténetet.

Formai jegyek
Nehézségi fok

Eredetileg kozépfokiinak neveztem a konyvet, de tobb olvasdém meggy6zott ar-
r6l, hogy azért annal nehezebb. Mindenesetre foltételezem, hogy az olvasé mar
alaposan ismeri a differencidl- és integrdlszdmitdst (a matematikai analizist), a
linedris algebrat é€s a mikro- és makrookonémiat. Fontos kdvetelmény, hogy érde-
keljék a bizonyitdsok elvei, ha nem is a részletei. A bizonyitdsokban azonban nem
torekszem teljességre. Példaul a differencidlegyenletek megoldésa 1étezésének és
egyértelmiiségének a bizonyitdsanil elkeriilom a funkciondlanalizis mély médsze-
reit. Az alapvetd szerepet jatszé kontrakcids elvet csak véges dimenzids terekre
mondom ki. Csupén utalok arra, hogy az elv sziikséges altaldnositdsa magasabb
dimenzios terekre szintén érvényes. Ez a megkozelités joval tobb erdfeszitést ko-
vetel az olvas6tol, mint Chiang (1984), de joval kevesebbet, mint Stokey—Lucas
(1989) vagy Ljungqvist—Sargent (2000). A targyalds szintje Takayama (1974) és
Sargent (1987) konyvéhez 4ll kozel.

Maodszerek és modellek

A konyvben szerepld kozgazdasdgi modellek fontos szerepet jatszanak a dina-
mikus kozgazdasagi bevezetésben. Ebbol a szempontb6l Baumol (1954/1970),
Gandolfo (1971), Kamien—Schwartz (1981), Chiang (1984), valamint Stokey—
Lucas (1989) példdjat kovetem, hogy csak néhany miivet emlitsek. Konyvem
kozgazdasagilag nem Osszefiiggd, és alkalmatlan arra, hogy atfogé ismereteket
nytjtson a kozgazdasigi dinamikarol. (Azok az olvasok, akik nem szeretik ezt a
mddszert, szdmos hasonld, de kozgazdasdgilag Osszefiiggd konyvet taldlhatnak:
Kornai—Martos (szerk.) (1981b), Blatt (1983), Blanchard—Fischer (1989), Martos
(1990) és Azariadis (1993).)

Sokféle médszer

Nem korlatozom a konyvet egy vagy két matematikai médszer bemutatisara. Cé-
lom inkdbb Lancaster (1968), Takayama (1974), Chiang (1984), Sargent (1987),
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valamint Stokey—Lucas (1989) célkitiizéséhez hasonl6: minél tobb fontos méd-
szerbdl szeretnék izelit6t adni. Azoknak, akik inkdbb az egyes moddszerekre ki-
vancsiak, mas konyveket ajanlhatok. Példdul Gandolfo (1971) f6szdvege a line-
aris szabdalyozasi rendszerek optimalizalas nélkiili elemzéseit taglalta. Kamien—
Schwartz (1981) a varidcidszamitds és az optimdlis folyamatok szamos fejezetét
és alkalmazasat ismertette. Hommes (1991), Medio (1991, 1992) és Day (1982,
1994) a kdoszelméletet alkalmaztak a kozgazdasagtanban.

Példak és feladatok

A konyv szamos példat és feladatot tartalmaz, amelyek a kérdés el6fordulési he-
lyén vannak elhelyezve. Célszert a példakat végiggondolni, a feladatokat azonnal
megoldani, vagy ha nem sikeriil, akkor belenézni a konyv végén elhelyezett Fel-
adatmegolddsokba. A csillaggal jelolt feladatok (és megjegyzések) nehezek, ezért
csak az elszantabb olvasoknak ajanljuk.

Oktatasi kovetelmények

Két évtizedes tapasztalataim alapjan a kovetkez6ket gondolom az anyag egyetemi
oktatdsarol.

1. Fontos, hogy az olvas6 a megfeleld el6ismeretek birtokdban legyen.

2. Elengedhetetlen, hogy az olvasé megoldja a feladatokat, de legaldbbis pro-
balkozzon a megoldassal.

3. Az irodalomjegyzék sok olyan forrast tartalmaz, mellyel az olvasé bévitheti
és elmélyitheti a kdnyvben szerzett tuddsat. Kiilon szélok az anyagfeldolgozis
iddigényérdl. Heti kétoras elbadast és tobboras otthoni munkat szamitva, a feljes
anyag egy év alatt vehetd 4t.

Rovidebb (féléves) id6 vagy kozos feladatmegoldds esetén a tananyagbdl tobb-
féleképpen is lehet vdlogatni. Példaul:

— Matematikai ismeretek (az I-II. rész paratlan fejezetei és a Fiiggelék).

— Kozgazdasigi ismeretek (az I-11. rész paros fejezetei és a 11. fejezet).

— Optimalizéls nélkiili dinamika (I. rész).

— Dinamika optimalizaldssal (II. rész): megfeleld el6készités esetén.

— Diszkrét idejii dinamikus modellek (1-4. és 7-8. fejezet, valamint a 11-13.
és 15. fejezet).

— Kdoszelméleti modellek a kozgazdasdgtanban (3. és 4. fejezet, valamint a
11. fejezet) az 1. fejezettel egyiitt.

— Minimélis anyag (1-5., 9. és 10. fejezet).
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Irodalmi hivatkozasok

Az irodalmi hivatkozasok kozott kizardlag olyan forrdsok szerepelnek, amelyekre
a f6szovegben hivatkozunk. Kivételként megemlitek harom magyar forrast, amely
elérhet6bb a kdzgazdasz (hallgatd) olvasdknak, mint az dltalam hivatkozott forra-
sok: Dancs (1992) analizis tankdnyve, Puskds (1993) linedris algebra tankonyve
és Tallos (1999) dinamikai rendszerekkel foglalkozé konyve. Mint a cimbdl is
lathato, Tallos konyve részben atfedi, de sokkal inkabb kiegésziti konyvemet. Ha
egy hivatkozott forrdsnak van magyar forditdsa, akkor az angol publikaci6 évsza-
maval, de magyar adatokkal hivatkozunk ra: példaul Keynes (1936), és csak az
irodalomjegyzékben tiintetjiik fol a magyar kiadds évszamdt, 1965. Tobb forras-
ban is megtaldlhaté kozismert allitasokra forrasmegjelolés nélkiil hivatkozom.

Jelolések

Jelolési elveink a szokdsosak, egészen addig, ameddig a kiilonb6z6 eredeti szoka-
sok nem {itk6znek: példaul az u egyardnt jelolt hasznossdgot és szabalyozdsi val-
toz6t. Tételeket, példakat, feladatokat és képleteket minden fejezetben egymastol
fiiggetleniil, kettés szdmozdssal jeloliink: az els6 szdm a fejezet, a masodik az
illet6 kategoéria fejezeten beliili sorszama.

Matematikai jelolések

A matrixokat latin nagybetiivel jeloljiik. A vektorokat, a matrix, illetve a vektor
elemeit a megfelel latin kisbettivel jeloljik: A = (a;;), b = (b;). Az egység-
matrix jele I. A nullamétrix, a nullavektor és a kdozonséges skaldr nulla egyardnt
0. Egy komplex szam konjugéltjat feliilvonds, a vektor és matrix transzpondla-
sat T jeloli. Az M matrix sajatértékét ), sajatvektordt s, spektralsugardt p(M)
jeloli. Diagondlis matrix jele (). Az i a képzetes egységgyok, m = 3,14...,
az e = 2,718... a természetes logaritmus alapszdma. A vektorok és métrixok
Osszehasonlitdsat elemenként végezziik: a > b azt jelenti, hogy a; > b; minden
i =1,...,n-re; A > B azt jelenti, hogy a;; > b; ;j mindeni,j = 1,...,n-re. A
> hasonldan definialhato.

A diszkrét és a folytonos idd jele egyarant ¢, de mig csak az el6bbinél sorozatra
utald alsé index, az utébbindl a fiiggvényre utald valtozo: x4, illetve x(t). A & vagy
x’ pedig x derivaltjat jeloli, mig az m x n F), matrix az F' : R™ — R" fiiggvény
x szerinti derivaltmétrixdt jeloli. Takarékossagbdl ugyanazzal a szimbdélummal
(t-vel) jeloljik a diszkrét és a folytonos ideji mennyiségeket, bar ez nagyobb
figyelmet igényel. Zardid6szak (-pont) jele: T, periédusé P.
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Szabdlyozaselméletben szokdsos mddon az allapotvektor az n-dimenzids x
vektor, a szabdlyozdsi vektor pedig az m-dimenzids u vektor.

Allandésult (egyensiilyi, staciondrius, normél) vagy optimalis értéket © (ejtsd:
kor) fels6 indexszel vagy g alsé indexszel kiillonboztetiink meg kozonséges tarsa-
tol, a * jel mas kiilonlegességre utal. A vessz3 (x') vagy a pont (2) a differenciélds
jele. Az iires négyzet a bizonyitas végére utal.

Ha vektorsorozat koordinatdirdl van sz6, akkor az x; ; kettOs indexet alkalmaz-
zuk, ahol az els6 index az i-edik koordindta, a masodik index a t-edik id6szak.
Figyeljiik meg a kiilonbséget xr és xp kozott: az els6ben F' egy matematikai
mennyiség, a masodikban egy név (példaul az angol feasible roviditése.)

Kozgazdasagi jelolések

A makrotkonémidban megszokott médon Y, C, I dltaldban a makrotermelésre
(GDP), fogyasztasra €s beruhazasra utal. Fajlagos (egy fére, GDP-re stb. vetitett)
értékiik rendre y, c és ¢. I' a GDP novekedési tényezdje (vagy iiteme), a leszdmi-
tolasi tényezd (vagy -réta), r a kamattényezd (vagy -1ab). U(-) és u(-) a hasznos-
sagfiiggvény.

A kiilonb6z6 modellekben ugyanaz a jel mast-mast jelenthet, de lehetdség sze-
rint nem {itkézik a matematikai fejezetek jeloléseivel. A hagyomédnyok azonban
megakadalyoztak abban, hogy eltér§ jelolést keressek a hasznossagfiiggvénynek
(8. fejezet) és a szabdlyozdsi véltozonak (7. fejezet) (u), illetve az alapegyenlet-
ben szerepld fiiggvénynek (1. fejezet), a termelési fliggvénynek (8. fejezet) és az
alapfuggvénynek (7. fejezet) (f).
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I. rész
Dinamika optimalizalas nélkiil

Ebben a részben olyan matematikai mddszerekkel és dinamikus kdzgazdasagi mo-
dellekkel foglalkozunk, amelyekben a szerepl6k magatartdsi szabdlyait egysze-
riien foltételezziik, és nem optimalizalasbdl szdrmaztatjuk. A Bevezetésben mar
indokoltuk e megkozelités jogosultsdgat.

Az 1. fejezetben a diszkrét idejii (szakaszos miikodésti) rendszereket a linedris
differenciaegyenletek segitségével tanulmanyozzuk, ahol a linedris egyenletek bal
és jobb oldalan eltérd id6indext valtozok szerepelnek.

A 2. fejezetben harom olyan linedris gazdasdgi modell stabilitdsét és oszcil-
lacigjat tanulmédnyozzuk, amelyeknél az 1. fejezetben bevezetett kiilonféle mod-
szerek jol hasznélhatok.

A 3. fejezetben nemlinedris differenciaegyenleteket vizsgalunk, ahol az insta-
bilitas Osszefér a megoldas korlatossagaval, a ciklus nem véletlen, és kis kezdeti
hibdk nagy késébbi hibahoz vezethetnek.

A 4. fejezetben fololdjuk a 2. fejezet modelljeinek linearitasat, és egy tovabbi
modellre is kiterjesztjilk az elemzést. Nemlinedris gazdasdgi modelljeink tanul-
manyozdsdndl a 3. fejezetben bevezetett kiilonb6zé mddszerek jol hasznalhatok.

Az 5. fejezetben folytonos idejii dinamikus rendszerek viselkedését differen-
cidlegyenletek segitségével vizsgaljuk, ahol a k6zonséges valtozék mellett azok
id6 szerinti derivaltjai is szerepelnek.

A 6. fejezetben hdrom folytonos ideji gazdasdgi modell stabilitdsat elemezziik
az 5. fejezetben bevezetett elmélet segitségével.

15
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1. fejezet

Linearis differenciaegyenletek

A differenciaegyenletek egy fontos csalddja dinamikus rendszerek diszkrét id6beli
fejlédését irja le, ahogyan a mult és a jelen meghatarozza a jovot. A legegysze-
r(ibb differenciaegyenlet-rendszerek linedrisak, azon beliil dllandé6 egyiitthatdjiak.
A linearitds azt jelenti, hogy ha a rendszer allapotpalyajat két részpdlya 6sszegére
bontjuk, kozds mozgistorvény szerint haladhatunk tovabb; az dllandé egyiitthatok
azt jelentik, hogy a rendszer paraméterei idében dllanddak. Az 1.1. alfejezetben
az altaldnos linedris egyenleteket targyaljuk. Az 1.2. alfejezet a sikbeli linedris
rendszerekre szoritkozva gazdagitja altaldnos eredményeinket. Az 1.3. alfejezet-
ben a linedris szabdlyozdsi rendszereket tirgyaljuk, ahol a mindenkori dllapotvek-
tor nemcsak az el6z6 id6szak allapotvektoratdl, hanem szabélyozasi vektoratol is
fiigg. A témdban hasznos tudnivaldkat tartalmaz Samuelson (1947, 1983, B. fiig-
gelék), Varga (1962), Ralston (1965), Andorka—Danyi—Martos (1967), Lancaster
(1969), Young (1979), Kovics (2020) és a jelen konyv Fiiggeléke.

1.1. Altalanos linearis rendszerek

Mint altaldban a matematikai analizisben, a differenciaegyenletek elméletében is
kiemelkedd fontossaguak a linedris rendszerek. Ezért ebben és a 2. fejezetben ki-
zérblag veliik foglalkozunk, s csak a 3. fejezetben tériink rd a nemlinedris egyen-
letekre.

Bevezeto példa

Bevezetd példankban az dlland6 egyiitthatés egyvaltozds linedris rendszert vizs-
galjuk, amely a kozépiskolai tanulméanyainkb6l ismert szdmtani és a mértani so-
rozat kozos éltaldnositdsa.

17
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18 1. Linedris differenciaegyenletek

1.1. példa. Legyent = 0,1, ... az id6szak indexe, és x; skalar valtozo a t-edik
id6szak eleji dllapota, w az id6szak kiils6é hatdsa. A legegyszerlibb dinamikus
rendszer képlete

Ti41 = pxy +w, t=20,1,2,...,

ahol p # 1 és w val6s dllandok. (A kizart = 1 eset a j6l ismert szdmtani sorozat,
a w = 0 eset pedig a mértani sorozat.)

Két mddszert is mutatunk a nevezett egyenlet megoldaséra.

a) Indukcidval. Behelyettesitjiik a x;-et x2-be:

T = pxro +w = To = pxy +w = p(pxe + w) +w = plrg + (p+ Dw.
Indukciéval belathatd, hogy
ot t—1
Ty =g+ (w4 p+ 1w

A mértani sorozat 0sszegképletét alkalmazva

t

Ty = utxo + a w
pnw—1

b) Visszavezetve a feladatot a mértani sorozatra. Legyen z° a helyben maradé
allapot, mds néven fixpont:

xozu:v°+w:>x°:L.
1—p
Vonjuk ki ezt az egyenletet az eredeti egyenletbdl, és helyettesitsiik be 2° képletét:
¢

——w
pw—1
Konnyi beldtni, hogy ha || < 1 teljesiil, akkor az dllapot aszimptotikusan
tart a fixponthoz: lim;_,~, ; = z°: a rendszer aszimptotikusan stabil.

i1 — 2° = p(ry — 2°) = 2y — 2° = pt(wo — 2°) = 2 = plog +

Inhomogén egyenletrendszer

A diszkrét idejii dinamikdban alapfogalom az iddszak, amely lehet 6ra, nap, hét
stb. Jelet = 0,1,2.... Masik alapfogalom a ¢-edik iddszak eleji dllapot, jele: xy,
itt egy n-dimenzids valés elemi vektor. A lineéris (id6ben invaridns, autoném)
dinamika az allapot id6beli valtozasat irja le:

Tiy1 = f(z) = Mz + w, t=0,1,2,..., (1.1)

ahol M 4ltaldban egy n X n-dimenzids métrix, és w egy n-dimenzids vektor.
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1.1. Altaldnos linedris rendszerek 19

Nem foglalkozunk nemautoném elsérendd differenciaegyenlettel, ahol
xt-t,-l:Mt-Tt‘f‘U)t, t:0,1,2,....
Ezt az 4ltaldnositdst részletesen tirgyalja Hatvani—Krisztin—-Makay (2001) és Ko-
vacs (2020).

A tomor (1.1) feliras koordindtamentes. Gyakran el6fordul azonban, hogy ko-
ordindtdkban van adva a feladat:

n
Tjit+1 = Zmijxj,t—kwi, 1=1,....,n, (11/)
j=1
ahol M = (m;;) az M transzformécié matrixa rogzitett koordindta-rendszerben.
Altaldban félreértés nélkiil beszélhetiink felvaltva transzformdaciorol és matrixrol,
mint ahogyan a koordindtamentes, illetve a koordinataival megadott vektor kdzott
sem tesziink kiilonbséget.
Dinamikus rendszerek elemzésében nagyon fontos a fixpont, amelybdl inditva
a rendszert, az helyben marad. (1.1)-bdl a kdvetkez6 implicit egyenlet adédik a
fixpontra:
x° = Mz° + w. (1.1°)
(1.1°) megoldhatdsdgdval kapcsolatban a linedris algebrabdl felidézziik az M
matrix \ sajdtértékét, az s sajdtvektordt és a P(\) karakterisztikus polinomjdt
[(A.2) és (AI)]:

Ms=As, s#0, (1.2)

P(X\) = det(A — M). (1.3)

A karakterisztikus egyenlet gyokei azonosak a sajatértékekkel. A fixpont 1étezését
és egyértelmiségét biztositja az

1.1. segédtétel. Az (1.1) linedris rendszernek pontosan egy fixpontja van, ha M-
nek az 1 nem sajdtértéke. Képlete:

2° = (I - M) w. (1.4)

Megjegyzés. Az 1.7. tételben még visszatériink a kizart 1 sajatérték egy fontos
specidlis esetére.

A kovetkezd feladat a legegyszertibb 2-dimenzids esetben szemlélteti a tételt.
1.1. feladat. (V6. A.1. példa.) Legyen « és (5 negativ skalar, a8 # 1. Hatarozzuk

meg az
0 « , 1
M_[ﬁol és w—[ll

rendszer fixpontjét és ellendrizziik az 1.1. segédtételt!
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20 1. Linedris differenciaegyenletek

Az algebrai linedris egyenletrendszerek megolddsabdl ismert az inhomogén
és a homogén egyenlet megolddsdnak kapcsolata. Most ezt a fajta kapcsolatot
akndzzuk ki a differenciaegyenlet-rendszer esetén.

Vezessiik be az

Ty =x¢ — x° (1.5)

eltérésvektort, és vonjuk ki (1.1)-b61 (1.1°)-t:
£t+1 == Mft (16)

Szoéban: az eltérésvektorok kielégitik azt a homogén rendszert, amely az inhomo-
gén (1.1) rendszerbdl az additiv dlland6 elhagyédsaval keletkezik. (1.6) sorozatos
behelyettesitésével adddik

Ty = MTy = M?%_y = --- = M7, (1.7)

Visszairva az eredeti véltozokat, ad6dik az
1.1. tétel. Az (1.1) inhomogén differencia-egyenlet zdrt alakii megolddsa

zy = 2° + M (zo — 2°).

Homogén egyenletrendszer

A tovédbbiakban a homogén rendszerrel foglalkozunk, és rovidség kedvéért el-

hagyjuk a kalapot (azt is mondhatjuk, hogy w = 0). A hivatkozasok kedvéért 4j
alakjaban tjra folirjuk az (1.6)—(1.7) egyenletpart:

Tt4+1 = Mﬂ’jt, (16)

xr = Mz. (1.7)

Altaldban célszerttlen minden zg kezdballapotra a hozza tartozé x;-t (1.7)-tel,
matrixhatvanyozassal kiszamitani. Még akkor is igaz ez a megéllapitas, ha a taka-
rékos M'xg = M (M 1xg) iterdci6t alkalmazzuk. Linedris algebrdbél azonban
ismert, hogy M sajatértékei (\) és sajatvektorai (s # 0) segitségével M hatdsa
egyszerlen folirhato:

Mts = Ns, t=0,1,2,.... (1.8)

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fol, hogy 1étezik n darab linedrisan fiiggetlen
sajatvektor, igy barmely x( kezdeti vektor felirhat6 a sajitvektorok segitségével:

z0 =Y _&s;. (1.9)
j=1
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Ekkor a sajatértékek az (1.3) karakterisztikus egyenlet gyokei:
P(\j) =0, j=12,...,n (1.10)

Az (1.9) feltevés tipikusan érvényes (ez azt jelenti, hogy ha véletleniil vélasztjuk
az M elemeit, akkor feltevésparunk 1 valdszintséggel igaz), és csak *-gal jelzett
részben foglalkozunk azzal a bonyolultabb esettel, amikor nem 1étezik sajatbazis.

Ekkor
MSj:)\ij, jZl,Q,...,TL. (1.11)

Folhasznélva az (1.7)—(1.8) part, (1.9) és (1.11) a t-edik id6szak allapotvekto-
rét a sajatvektorok olyan linedris kombindcidjaként fejezi ki, amelyben a sajatér-
tékek t-edik hatvéanyai a sulyok:

n
ze =Y &Abs;, t=1,2,.... (1.12)
j=1

Igaz az

1.2. tétel. Ha létezik egy sajdtbdzis, akkor a sajdtvektorok segitségével a kezdeti
dllapotot folirhatjuk (1.9) alakban, és a sajdtértékeket is igénybe véve a t-edik
dllapot folirhato (1.12) alakban.

Megjegyzések. 1. Gyakorlati szdmitdsokban elegend6 a §; = 0 vagy 1 esetre
szoritkozni.

2. A tovabbiakban kitériink azokra a bonyodalmakra, amelyeket az okoz, hogy
nincs sajatbazis (atipikus), vagy komplex sajatértékek adédnak (tipikus) vagy tobb
domindns valds sajatérték 1étezik (atipikus).

A kovetkez6 példa és két feladat a legegyszer(ibb esetekben mutatja be az
dltaldnos médszer mikodését.

1.2. példa. Diagonalis matrix. Tegyiik f6l, hogy az M matrix diagondlis: M =
(m). Ekkor a sajatértékek \; = m;, és a sajatvektorok s; = e; (a j-edik egy-
ségvektorok). Végiil §; = x; a kezdeti dllapot j-edik koordinétdja, azaz x; =
2T j70)\§- ej, tehdt a sajatbazisra valo attérés diagonalizdlja az eredeti transzfor-
maciot.

1.2. feladat. Szamolds. Irjuk ol az 1.1. feladat dltaldnos homogén megolddsit a
most lefrt médszerrel!

1.3. feladat. Alséharomszog-matrix. Hogyan egyszertisodik a megoldas egy 2 X
2-es alséharomszog-métrixndl, ahol mo; = 0?

Erdemes 4ltaldnositani az 1.3. feladatban megjelend matrixosztilyt. Egy n x
n-es matrixot reducibilisnak (felbonthaténak) neveziink, ha felirhaté a kovetkez6
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alakud 2 x 2-es blokkmatrixként:

My 0
M = ,
[ My, Moy ]

ahol p természetes szam kisebb, mint n, és a négy blokk dimenzi6ja a kdvetkezd:
Mi1-é pxp, Mia = 0-é pXx (n—p), Ma1-é (n—p) X p, és Maa-é (n—p) X (n—p).
Egy n x n matrixot irreducibilisnak (felbonthatatlannak) neveziink, ha nem
reducibilis.
Ha az x = (x1,x2) vektort is megfelelden particiondljuk, akkor a homogén
differenciaegyenlet a kovetkezd alakban irhaté fel:

X141 = Muixyy  €s Xopp1 = MoiXy s + Mooxoy.

Megoldasa két kisebb részfeladatra bonthatd, ahol a méasodik egyenlet inhomogén
linedris:

t A t
X1t = M11X1,0 €s X411 = —|—M22X27t + M21M11X1’0.

Nem létezik sajatbazis*

Mi torténik, ha egy s sajatvektorhoz egy A sajatérték r > 1-szeres algebrai multip-
licitassal tartozik? Itt segit a blokkdiagondlis szerkezet (A.5. tétel). A Jordan-féle
blokkdiagonalizdlds miatt elegendd csupén egyetlen blokkra szoritkozni, amelyik-
nek egyetlen sajatvektora és egyetlen sajatértéke van, r-szeres algebrai multi-
plicitdssal. Elhagyva a blokkindexet, M felirhat6 a kovetkezd alakban: M =
M + N, ahol N” = 0. M?-re felirva a binomidlis tételt (és felhaszndlva, hogy
I barmely matrixszal felcserélhetd), csak az elsd r tag nem tlinik el: (A + N)! =
MIHNTIN 4 4 Cp g XTTTENTTL ahol Cy - a megfeleld binomidlis egyiitt-
hat6. Kiemelve \'~"*1-t, M* elemei t-nek legfeljebb (r — 1)-edfokii polinomjai.
Végiil s;-vel jeldljiik az dgynevezett j-edik févektort: s;_1 = (A — M)s;, ahol

j=mrr—1,...,1, ahol s1 az egyetlen sajatvektor, és sy = 0. Ekkor
r . .
ze =Y AT s;. (1.12%)
j=0

Szadmos matematikus-kdzgazddsz dgy oldja meg ezt problémat, hogy folte-
szi: minden sajatérték kiillonbozd. Ezzel azonban kizdrja a nulla és az azonossag
matrixot, ahol a geometriai és az algebrai multiplicitds egybeesik, tehit van sa-
jatbazis. Arnold (1984, 26. 4.) szellemesen jegyzi meg: amikor a 18. szdzadban
Euler és Lagrange a differencia- (pontosabban: differencidl-) egyenlet-rendszerek
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megolddsandl tobbszoros sajatértékekkel taldlkoztak, még nem ismerték a matri-
xok Jordan-alakjat. Heurisztikus gondolatmenetiik a kétszeres sajatérték (r = 2)
esetében a kovetkezdképpen szemléltethetd: kozelitsiik meg az M matrixot olyan
{M};} matrixsorozattal, amelyre M}, minden sajétértéke kiilonbozd. Ekkor Aj
és \g i, konvergal a kétszeres multiplicitdsi A sajatértékhez, az sq j €s so ), sajat-
vektor pedig az s févektorhoz. De a £;\] és &0 linedris kombindcidja helyett
vehetjilk a £ A8 és Eo(AL — A]) /(A2 — A1) fiiggetlen kombinécidt, s akkor hatér-
értékben & \! mellé a &t A1 alapmegolddst kapjuk.

Komplex sajatértékek

Az (1.12) egyenlet kozvetleniil hasznosithat6, ha M 0sszes sajatértéke valés. Mi
torténik azonban, ha vannak komplex sajatértékek? Mivel az M matrix elemei va-
16sak, a P(\) polinom egyiitthatdi is valésak. JOl ismert elemi algebrai tétel sze-
rint ekkor a karakterisztikus polinom gyokei kozétt minden komplex sajitérték
komplex konjugidltjdval egyiitt fordul eld. Belathatd, hogy ekkor az s; sajatvek-
torok és a {; koordindtdk is konjugalt parjukkal egyiitt vannak jelen, s végiil is
a komplex szdmok eltiintethet6k. Valéban, a megolddsok 6sszeadhatésdga (szu-
perponélhat6sdga) miatt n fiiggetlen sajatvektor 1étezése esetén feltehets, hogy

§ =0,j =3...,n:legyen rendre az elss sajatérték, sajatvektor és koordindta A,
s és &, a masodik harmas pedig a konjugdltjuk, \, 5 és &:
Ms=X\s é M5=M\s. (1.10)

Mivel & és € nem nulla, s ¢és s normaldsdval (megfelel6 skaldrszorost véve)
foltehetjiik, hogy mind &, mind £ egységnyi hosszisagi. Irjuk fol zo indulé 4lla-
potot a sajatvektorok segitségével:

xo =S+ S5, (1.11")

és alkalmazzuk az M operétort t-szer:
xy = M'zg = As 4+ A3, (1.12")
Legyen s = Rs + iZs (koordindtanként), ahol i = /—1; s frjuk fol a Moivre-

képletet:
A = |\ (cos @ + isin ) = A = |\|*(costp + isinty).
E képletet behelyettesitve, (1.12") a kovetkezd alakot 6lti:
zy = |A\|*[(costy + isintp)(Rs + iZs) + (costy — isintp)(Rs — iLs)).

Rendezziik a kifejezést. Kiesnek a képzetes tagok, azaz csak valés tagok ma-
radnak, cos t¢p és sin ty szorzokkal. Igaz az
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1.3. tétel. Ha az M mdtrixnak van egy egyszeres komplex \ sajdtértéke és s sa-
Jjdtvektora, akkor a megfeleld (1.11") konjugdlt pdr blokkmegoldds alakja

ry = 2|\ [Rs cos ot — Tssin pt]. (1.13)

Magasabb rendi egyenletek

Vannak magasabb rend{ differenciaegyenletek is, de ezek visszavezethetdk elsé-
rend( rendszerekre. Példaul az

Tpp1 = oy + fri—q

masodrendd skalar differenciaegyenlet (rekurzid) visszavezethetd egy elsdrendi
2-valtozés rendszerre. Valdban, bevezetve az y; = 41 jelolést, az

Tip1 = axy + By €S Yy =1y

rendszert kapjuk. (Simonovits, 2020, 4.2. alfejezete a szogfiiggvényekre tdmasz-
kodva, komplex szdmok nélkiil mutatja be ennek az egyenletnek a megoldasat, ha

a két gyok komplex.)
Most bemutatunk egy ilyen visszavezetést az dltaldnos n-edrendd skaléris ho-
mogén linedris esetben. Legyen ~;, valds egyiitthatd, k = 0,...,n — 1, és

n—1
Yt+1 = nykytfka t:071727"'7
k=0

ahol adottak az yq, . .., y—_n+1 a kezdeti dllapotok.

Bevezetve az xy ; = Y41 jelolést, alkalmas n x n-es M mdtrixra felirhatd
az x¢y1 = Mz egyenletrendszer. Egyszerilibb azonban feltételezni, hogy a meg-
old4sok mértani sorozat alakiak: n\!, s rogton felirni a rendszer karakterisztikus
egyenletét: P(\) = A" —37_; A" % = 0. Legyen az n gyok Ay, . .., A, ekkor
alkalmas &1, ..., &, dllandok segitségével a megoldds y; = > 1 5;6)\}; alakban
felirhato.

Az imént elmondottak klasszikus alkalmazdsa a kdvetkezd példa.

1.3. példa. Fibonacci-szamok (1202). ,,Egy gazdanak van egy par nyula. Tegyiik
ol, hogy ez a par nydl minden hénapban egy djabb par nyulat fiadzik, amelyek
mindegyike kéthénapos koratdl szintén havonta egy par nyudlnak ad életet. A kér-
dés az, hogy az egymads utdn kovetkez6 hénapokban hany par nyula lesz a gaz-
danak?” (Simonyi, 1981, 122. o.). Konnyd belatni, hogy a valaszt a kovetkez6
rekurzié adja: Fyy1 = Fy+Fy_1, Fy = 1 és F_1 = 1. A rendszer karakterisztikus
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egyenlete: P(\) = A2 — \ — 1, a sajatértékek: A1 o = (1 £ /5)/2. A megol-
dis F; = &) + &5 alakd. A kezdeti feltételekbdl & és & meghatdrozhaté:
Foy =86+ & =18 F1 = 01 + &M = 1. 5172 = (5 + \/5)/10. Elméleti
érdekesség, hogy bar végig egész szdmokrdl van szd, a megolddshoz irracionalis
szdmokra van sziikség — ez numerikus szdmitdsokban akdr kerekitési hibdkat is
okozhat.

Megjegyzés.* Fontos hangsilyozni, hogy a magasabb rendd rendszerekben a
tobbszords gyokokhoz csak egyetlenegy sajdtvektor tartozik, tehdt itt a Jordan-
alak megkeriilhetetlen. Mds esetekben azonban tobbszords sajatérték esetén is 1é-
tezhet sajatb4zis.

Stabilitas

Linedris rendszer esetén nagyon egyszer a stabilitds definidldsa, mert nincs sziik-
ség a nemlinedris rendszernél jelentkez6 lokalis és globdlis stabilitds megkiilon-
boztetésére. Egyeldre elhagyva a matematikdban szokasos aszimptotikus jelzét,
stabilnak neveziink egy fixpontot, ha barmely kezd6allapotbdl indulé palya hosszi
tdvon egyre jobban kozeledik hozza: lim;—, o x; = x°.

Most sziikségiink lesz a spektralsugér fogalmara. A négyzetes M matrix spekt-
rdlsugara a legnagyobb abszoltt értékli (domindns) sajatérték abszolut értéke, je-
le: p(M). Linedris rendszerek esetén viszonylag egyszertien bizonyithat6 a kvet-
kez{ stabilitési tétel.

1.4. tétel. A diszkrét idejii (1.6) linedris rendszer akkor és csak akkor stabil, ha
(M) < 1. (1.14)

Bizonyitas. a) Tegyiik fol, hogy M -nek létezik sajitbdzisa. (1.12) az allapot
idofliggését a sajatértékek idofiiggésére vezeti vissza. Kivételes dllapotoktdl el-
tekintve, x; akkor és csak akkor tart nulldhoz, ha minden sajatérték-hatvany nul-
ldhoz tart, azaz minden sajitérték abszolit értékben kisebb, mint 1, azaz (1.14)
teljesiil.

b*) Az altalanos esetben (1.12%) ugyanehhez az eredményhez vezet. O

Megjegyzések. 1. Az 1.4. tétel alapjan egy, az (1.14) feltételt kielégité matrixot
diszkrét id6ben stabilnak nevezik.

2. Ha p(M) = 1, akkor egyszeres domindns gyok esetén Ljapunov-stabilitds
(amikor a kozelség megmarad, de nincs aszimptotikus kozelités az egyensilyhoz),
tobbszoros domindns gyok esetén instabilitds igazolhat6. Ha p(M) > 1, akkor
a rendszer nemcsak instabil, hanem idénként a végtelenbe tavolodik, legaldbbis
majdnem minden kezd&éllapotra az (14sd az 1.5. példét kés6bb).
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3. A skaldrokra ismert végtelen mértani sor 6sszegképletét trividlisan dltaldno-
sithatjuk a diszkrét id6ben stabil métrixokra: (I — M)~! = 322, M* (Neumann-
SOr).

1.4. feladat. Multiplicitas €s stabilitas. Hasonlitsuk dssze az

0 1 3 |11
Mlllol és Mg[o 11

matrixd feladatok megolddsainak stabilitdsit! Figyeljik meg, hogy Mi-nek két
egyszeres domindns sajatértéke van, Msy-nek egyetlen domindns sajatértéke van,
kétszeres multiplicitdssal!

Stabilitdsndl az aszimptotikus konvergenciasebességet a csillapitdsi tényezd-
vel mérjiik, amelyet két egymast kovetd allapoteltérés vektor hossza (normaja)
hanyadosdnak hatarértékeként kapunk, ha a hatarérték 1étezik. Képlete:

& — tim 7l
t= ||@sq1]|

Konnyen belathat6 az
1.5. tétel. Ha az M mdtrix domindns sajdtértéke valds és egyszeres, akkor az
(1.6) iterdcio csillapitdsi tényezdje majdnem minden kezdddllapotra létezik és

azonos, értéke
1

(M)
Bizonyitas. Sajatbazis 1étezése esetén (1.12)-bdl kovetkezik az allitas, feltéve,
hogy a kezd&allapotnak van domindns sajitvektor (mondjuk, s1) irdnyd Osszete-

véje: &1 # 0. (Az dltaldnos bizonyitasndl az (1.12*)-ot alkalmazzuk.) Valéban,
osszuk el \! -nel mindkét oldalt:

ix =15 +zn:£~()\j>ts-
VR j:2]/\1 -

Mivel |A;| < |A1], a hdnyadosok hatvanyai 0-hoz tartanak, s aszimptotikusan

1

)\Txt =~ 6181. U
1

Ugyesen kell normalizélni a végtelenbe vagy nullahoz tarté vektorokat, és ak-
kor a domindns sajdtvektor mellett a sajitértéket is kiszdmithatjuk. Mindenekel6tt
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bevezetjiik az n-dimenzids vektor hosszisdgot dltalanosité normdjdt (vo. Figge-

16k): ||z||, s azon beliil is a legegyszertibbet: ||z|| = |x1| + - - - + |z, |. Foltessziik,
hogy a domindns sajatvektort normaljuk: |[s1|| = 1 és A\; > 0.

Kovetkezmény. (Mises, 1929.) Az

My, /
Y41 = T 10 (1.6")
[[M ]
normalizdlt iterdcio aszimptotikusan a normalizdlt sajdtvektorhoz (és sajatérték-
hez) tart:
M
lim v = s1 és lim 1My = |A1].
t—o0 t—o0 ’ ‘yt‘ ’

Megjegyzések. 1. Konnyii beldtni, hogy az (1.6) leképezés egyetlen fixpontja a
normalizilt domindns sajatvektor: s;.

2. Komplex domindns sajatértékek esetén nincs konvergencia, de 1/p(M)
még ekkor is jo tdjékoztatdst ad arrdl, hogy a rendszer dtlagosan milyen gyorsan
kozeledik a fixponthoz (vagy tavolodik att6l) (vo. 1.3. alfejezet).

3. Erdekes, hogy mas normaldsnal, gépi szamitdsnal a kerekitési hibak miatt
még akkor is igaz lehet a tétel, ha az x¢ kezd6allapotnak kivételesen nincs s;
irdnyu Osszetevoje: £ = 0 (Ralston, 1965, 10.2. példa).

Nemnegativ elemii irreducibilis matrixok

A valészinliségszadmitdsban és a kdzgazdasdgtanban fontos szerepet jitszanak a
nemnegativ elemii mdtrixok: M > 0, azaz m;; > 0,1 < 4,5 < n; a tovdbbiakban
a félreértés veszélye nélkiil elhagyjuk az elemii jelz6t. Hozzavéve az 1.3. feladat
utan bevezetett irreducibilitdst, a korabbi tételek élesithetSk. Példaul az A.7. tétel
szerint igaz az 1.1. segédtétel élesitése.

1.6. tétel. Ha M > 0 irreducibilis és stabil: p(M) < 1, valamint w > 0 (w # 0),
akkor az (1.1) linedris rendszernek pontosan egy fixpontja van, s ez pozitiv.
Megjegyzés. A kovetkezd reducibilis matrix megmutatja, hogy mi sziikség van
az 1.6. tételben az irreducibilitdsra.

efs3] o woli]

_ 1 « , o _ 1
(I—M)lzlo 1] és  2°= (I — M) 1w:[0].

Valéban,
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A Fiiggelékben bevezetett aciklikus matrixoknal, ahol M™ > 0, az A.8. b.
tételt alkalmazva €lesithet6 az 1.5. tétel:

Kovetkezmény. Ha M > 0 és M™ > 0 (aciklikus mdtrix), akkor az M mdtrix-
nak egyetlen egyszeres pozitiv domindns sajdtértéke van, s a csillapitdsi tényezé

2 2

minden pozitiv kezdddllapotra létezik és azonos.

Kiilon figyelmet érdemel a w = 0 és p(M) = 1 eset, egyszeres valos sajatér-
tékekkel. Ha a domindns gyok pozitiv, azaz 1, akkor a bal és jobb oldali domindns
sajdtvektor, p; és s1 fixpont. Megfelels norméldssal, példdul pTs; = 1, egyértel-
mii megoldést kapunk.

1.7. tétel. Tegyiik fol, hogy w = 0 és az M mdtrix domindns sajdtértéke 1, bal ol-
dali domindns sajdtvektora p¥ = pT M, és szoritkozzunk a pLzo = 1 hipersikra.
Ekkor az (1.1) iterdcio tagjai is a hipersikon maradnak:

pray =1, t=1,2,...; (1.15)
és az (1.15) normdlads mellett az iterdcio si-hez tart.

Bizonyitas. Beszorozva (1.12)-t p;-gyel és figyelembe véve a Fiiggelék A.3. téte-
1ét, adodik play = 3= ; EMipT s; = &1p s1. Normdlasunk folytan £, =1. 0
Kovetkezmény. Az [.7. tétel feltételei mellett, ha M > 0 és M™ > 0, akkor py és

s1 > 0, és minden x¢ > 0 kezdddllapotnak van domindns sajdtvektor (s1) irdnyi
osszetevdje: &1 > 0, tehdt limy ¢y = &151.

Bizonyitas. M"™ > 0 esetén a domindns sajatérték algebrai multiplicitdsa 1 (a
Frobeniustdl szarmazé A.8. b. tétel), s; > 0, p; > 0. O

Megjegyzés. Erdemes valészintiség-szamitasi nyelvre is leforditani az 1.7. tételt.
Legyen M = (my;;) egy dtmenet-valoszintiségi matrix, ahol m;; > 0 annak a va-
16szintisége, hogy egy 1épés alatt a rendszer a j-edik allapotbdl az i-edikbe keriil:
Yoimimi; = 1,7 =1,...,n: Markov-ldnc. Legyen x; > 0 egy valosziniiségi el-
oszldsvektor, ahol x; ; annak a valdsziniisége, hogy a t-edik id6szakban a rendszer
az i-edik dllapotban van: > ; z; s = 1. Ekkor a teljes valészintiség tétele szerint
Tit+1 = Y51 MijTjt. Matrixjeloléssel 1TM =17 2y = M, 6s 1T, = 1.
Az dtmenetmaétrixrol foltessziik, hogy aciklikus: M™ > 0. Ekkor a hatdreloszlds
1étezik, azaz a lanc ergodikus: lim; oo 71 = :U;?, 7 =1,...,n (Rényi, 1966,
403-409. 0.): 2° = Mz°, a jobb oldali dominéns sajatvektor. Ha negativ is léte-
zik (A = —1), akkor nagyon egyszer( ciklusmodellt kapunk: s; = —M s miatt
Ty &~ —Ty_1, aZaz x; &~ X492, €Z a 2-hatdrciklus: a rendszer allapota aszimpto-
tikusan két allapot kozott ugrdl. ,,Minddssze” az a nehézség, hogy — ellentétben
a A1 = 1 > || esettel —, nincs okunk azt feltételezni, hogy \; = —X2 = 1
tipikusan teljestl.
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1.4. példa. 2 x 2-es Markov-lanc.

0,6 04 ) fo
M= l 04 06 ] € o= l 1 ]'

Kézi szamoldassal is belathat6, hogy néhany 1épésben elériink az egyensulyba:
(1/2,1/2)T.

Stabilitas és miikodoképesség

Mair a konyv Bevezetésében szdltunk arrdl, hogy a stabilitds csak aszimptotikus
mindsités, és gyakran sziikségiink van az dtmeneti folyamatok elemzésére is. Erre
vonatkozik a mitkodoképesség fogalma, amely legegyszeriibb esetben azt jelenti,
hogy az x; 4llapot minden ¢-re eleme egy adott R™-beli X tartomdnynak. Vektor-
és matrixnorma segitségével (1asd az A.11. tétel kornyéke) gyakran egyszerd becs-
1ést tudunk adni azokra a kezdeti dllapotokra, amelyekbdl miikod6képes pélya in-
dul. Itt csak azt kell tudnunk a normdkrél, hogy a transzformalt vektor normadja
legfeljebb akkora, mint a métrixnorma és a vektornorma szorzata:

1Mz || < [[MI] ]]2:]]-

Foltessziik, hogy az z° fixpont az X’ tartomany bels6 pontja, azaz van olyan r >
0 szam, amelyre az ||x — 2°|| < r feltételnek eleget tevs édllapotok, halmazuk
B(z°,r), mind benne vannak X-ben. A vektor- és a matrixnorma j6 szolgdlatot
tesz a stabilitds elemzésénél is.

1.8. tétel. (V6. Martos, 1990, 7. fejezet.) a) Ha létezik dllanddsult (staciondrius)

dllapot és alkalmas normdban
|M|| <1, illetve ||M]| <1, (1.16)

akkor az (1.1) iterdcio Ljapunov (aszimptotikusan) stabil.

b) Az a) pont feltételei mellett tegyiik fol, hogy alkalmas r > 0 szdmra B(x°,r)
C X. Ekkor a B(x°,r) tartomdny minden pontjabdl mitkoddképes pdlya indul.
Bizonyitas. a) Visszatériink az eltérésrendszer jeloléseihez: (1.15) szerint Z;41 =
M7z, (A.17) és (1.16) szerint

1Z ]| = [[MZe]| < [|MI[[[Z]| <[],

azaz minden € > 0-hoz lehetséges § = e-t vdlasztani, hogy ||Zo|| < d-bdl kovet-
kezzék ||Z¢|| < € minden t-re.

b) ||Z¢]| < ||Zo]| értelmében xy € B(x°,r)-bdl kivetkezik x; € B(x°,r).
Hasonl6 a bizonyitds az aszimptotikus stabilitdsnal. O
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1.5. feladat. Tekintsiik at a fenti tételeket n = 1 esetén.

2

Azn =1 eseten az 1.1. dbra az elGjelvaltd (késdbbi elnevezéssel: oszcillald)
M = —-1,1;-1,-0,9; az 1.2. dbra az el§jeltarté (késébbi elnevezéssel: oszcil-
lalémentes) 0,9, 1 és 1,1 esetet dbrdzolja. Lathatd, hogy mindkét esetben rendre

instabil, oszcillalé és stabil dllandosult allapot alakul ki.

M=1,1 M=1 M=09
instabil ciklikus stabil
Tr
5 -
3 -

AA A A /\ /\

R
S
g _\/ A \/ \/
©
(<)
(=1
=
= 3
2P
r
=7 1 1 1 1 1 | 1 | 1 | 1 | 1 1 i 1 1 | ! |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1d6szak
1.1. dbra. Oszcillal6 palyak
Zarasként definidljuk a ciklust, amely a fixpontndl némileg bonyolultabb, de
viszonylag még egyszerli fogalom. Linedris helyett dltaldnos rendszert tekintiink:
Tt41 :f($t>, t:1,2,3,....

Legyen P egy természetes szdm. Egy n-dimenziés x1, x2, ...,z p vektorso-
rozatot az f : R™ — R leképezés P-periodusii ciklusdnak nevezziik, ha az
21-bdl induld palya xo, ..., xp-n keresztiil visszatér x-be. Altaldban folteszik,
hogy a ciklus nem allandésult allapot (P > 1) és pontjai kiilonbozdk. Egyszer(
kovetkezményként adédik x;p1q = vg,ahol @ =0,1,..., P—-1,k=1,2,....

1.2. Sikbeli linearis rendszerek

A differenciaegyenletek elméletében kiemelked6en fontosak a kétvaltozds rend-
szerek. Ebben az alfejezetben az dllandéegyiitthatds kétvaltozés (sikbeli) linedris
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——M=11 ----- M= ——-M=09
instabil k6z6mbos stabil

Fiigg6 véltozé

1.2. dbra. Oszcillaciémentes palyak

rendszereket kiillon megvizsgiljuk: n = 2, kiilonds tekintettel az oszcilldcidkra
(ciklusra). Kordbban mar szemléltetésképp taldlkoztunk veliik az 1.4. példaban,
valamint 1.1., 1.3. és az 1.4. feladatban:

a) T1+1 = M11T1¢ + M12T2 ¢, b) T2 ¢+1 = M21T1 ¢ + M22X2 - (1.17)

Sziikségiink lesz a rendszer masodfokud karakterisztikus polinomjara, amelynek
gyokei (a sajatértékek) meghatdrozzak a rendszer kvalitativ viselkedését:

P(\) =\ —wh+ 9, (1.18)
ahol
w=1trM =mq1 +m9s €és ¥ =detM = mi1maog — miamai. (1.19)

Oszcilldciorol beszElunk, ha az eltérésvaltozok akarmilyen hosszu id6n tul is
eldjelet véltanak. Két alesete van:

a) Elfajult oszcilldcio all fonn, amikor egy atmeneti idészak utan mindkét el-
térésvaltozé minden id6szakban elGjelet valt: 2; ;112 < 0,7 = 1,2.

b) Szabdlyos oszcilldcio nem elfajult, azaz az elGjelvaltasok nem azonos ide-
jtiek.
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32 1. Linedris differenciaegyenletek

A jelz8k arra a tényre utalnak, hogy aszimptotikusan az a) esetben 1, a b)
esetben 2-dimenzids a pélya.

El6szor az M sajatértékei alapjan osztilyozzuk a sikbeli linedris rendszereket,
majd kiegészitjiik az egyiitthatokon alapulé osztilyozassal. Nemlinedris rendsze-
rekben l4tni fogjuk (3. és 4. fejezet), hogy egy adott rendszer kiilonboz6 kezdbal-
lapotai kiilonbozd tipust (oszcilldlé vs. oszcillaiciomentes) palydkat vagy (stabil
vs. instabil) kiillonb6z6 tipusud allapotokat adnak. Kétvéltozds linedris rendszer-
ben osztilyozdsunk — jelentéktelen kivételektdl eltekintve — tipikusan fiiggetlen a
kezdéallapottol.

1.9. tétel. A sikbeli (1.17) linedris rendszerek pdlydinak oszcilldcidjdt vagy annak
hidnydt a sajdtértékpdrok hatdrozzdk meg (szimmetria miatt feltehetd, hogy |A\a| <
[Ax]):

a) a domindns sajdtérték pozitiv, |\a| < \i: oszcilldciomentes;

b) a domindns sajdtérték negativ, | \a| < —\1: elfajultan oszcilldlo;

¢) komplex sajdtértékek, |R\1| < |A1|: szabdlyos oszcilldcio.

Megjegyzés. Elvileg az a)—c) eset barmelyike kombindlddhat a stabil, instabil és
Ljapunov-stabil eset barmelyikével. S6t, tovabbi fontos alesetek is el6fordulnak,
példaul kettds valds sajatérték (A; = Ao = 1) esetén a rezonancia. (Mechanikai
rendszerekben akkor 1ép ol a rezonancia, ha a kiils6 zavar frekvencidja megegye-
zik a bels6 frekvencidval.) Nincs teriink az Osszes eset szambavételére. Végiil
megemlitjiik, hogy a differenciaegyenleteknél follépd sokféleség az egyik oka an-
nak, hogy a matematikusok inkabb differencidlegyenletekkel dolgoznak (lasd 5.
fejezet).

Bizonyitas. Foltessziik a sajatbazis 1étezését (ez a tipikus eset). (1.12) most két-
tagd, ; = §1At131 + 52)\552. Valés gyokok esetén /\ﬁ dominancidja miatt z; ~
&1 M\l s1. Az aszimptotikusan domindns tag koordindtdinak elGjele nagy ¢-re a)-ndl
t-t6l fiiggetlen, b)-re elfajultan oszcillalo.
c) Lasd az (1.13) osszefiiggést. O
Az 1.3. dbra némileg eltér osztdlyozast szemléltet. Bal oldalon a [—1, 1] sza-
kaszon beliil vagy kiviil taldlhaték az x-szel jelolt sajatértékek; jobb oldalon a
komplex sik egységsugart korén beliil vagy kiviil taldlhatok az x-szel jelolt kon-
jugélt sajatértékek.
1.6. feladat. a) Irjuk ol a hidnyz6 lényegtelen eseteket!
b) Mi a kiilonbség a kovetkez6 két sajatértékpar kozott: (1;0,5) és (1; —0,5)?
Szemléltetésiil kovetkezik egy példa és egy feladat.
1.5. példa. 90°-os forgatds a sikban. Legyen
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Valos Komplex

Stabil 1

Instabil

-
N
Hatdreset  —¥ S /ON\
N
O
N

1.3. dbra. Sajatértékek osztdlyozasa — diszkrét id6

Ekkor konnyen belathatd, hogy az z; = Mz leképezés 90°-os elforgatds a
sikban. Nem meglep6, hogy A1 2 = +i, azaz az x19 = 1 és x99 = 0 kezdeti
allapot mellett z1 ; = cos(tm/2) és xa+ = sin(tm/2).

1.7. feladat. Legyen p és ¢ két pozitiv valés szam. Legyen

M:pl c9sgp —siny ] .
singp  cos @
Mutassuk meg, hogy az z; = Mx;_1 leképezés egy p-szoros nagyitast/kicsinyi-
tést és o szOgl forgatdst ir le a sikban! Igazoljuk, hogy A\ 2 = p[cos ¢ £ isin ],
valamint az x19 = 1 és w29 = 0 kezdeti dllapot mellett z1; = pt cos @t és
T2t = p'sin pt!

A sajatértéken alapuld osztalyozast kiegésziti az egyiitthatékon alapulé oszta-
lyozas.
1.10. tétel. Elfajult oszcilldcio akkor és csak akkor lép fol, ha az (1.18)-beli md-
sodfokii egyenlet egyiitthatopdrjdra teljesiil

a) w>49 é b)) w<O. (1.20)
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34 1. Linedris differenciaegyenletek

Bizonyitas. Alkalmazzuk az (1.18)-beli masodfoku egyenletre a gyokok és egyiitt-
hatok jolismert Osszefiiggésparjat:

)\14‘/\2 = W, )\1/\2 =1. (1.21)

(1.20) a) azzal ekvivalens, hogy P()\) mindkét gyoke valds, w < 0 azt biztositja,
hogy van negativ domindns sajatérték. g

Kovetkezik egy tjabb szemléltetés.

1.6. példa. Elfajult vagy szabélyos oszcillicid. a) Negativ domindns diagonalis-
matrixd mi1, mag < 0; (m11maog > miomai) rendszer elfajultan oszcillal.
b) A négyfizisi inga szabdlyosan oszcilldl (4-ciklusa van, 1.1. feladat).

Ez ut6bbit (a szabdlyos oszcillaciot) részletesebben elemezziik. Ekkor mate-
matikailag idében folytonossd tehetd a megoldas, hiszen (1.13)-ban a cos ¢t és a
sin @t fliggvény tetszGleges valds t-re értelmezve van. Ertelmezhetd a folytonos
idejti periddus is. Belathat6, hogy folytonos idejii oszcillacional az allapoteltérés
irdnya visszatér korabbi helyzetébe: ez a folytonos idejii periodus.

Egy kétvaltozos linedris rendszert folytonos idében ciklikusnak neveziink, ha
oszcillal, és nemcsak az irdny, hanem maga az allapot tér vissza. Ezen beliil két
aleset kiillonboztethetd meg: «) ciklus és [3) kvdziciklus.

A 20. szazad elején Weyl tanulmanyozta a kvaziciklus legegyszertbb esetét, a
m-hez képest irraciondlis forgasszogii forgatast. Legyen 1), egy valés szam, amely
a rendszer allapotat mutatja a ¢ idészakban: az egységkorvonalon mozgé ponthoz
hiizott sugdr milyen szdget zir be a vizszintes tengellyel. Legyen /7 egy irra-
ciondlis szdm. Ekkor ¥;+1 = ¥; + . Weyl fedezte fol, hogy e fenti leképezés
aszimptotikusan egyenletes eloszlast general: azaz barmely iv esetén az {vbe esd
pontok szdmat elosztva az 0sszes pont szdmaval, a hanyados tart az {vhossz és 27
hanyadosdhoz (Pdlya—Szegd, 1924/1980, II. kotet 1. rész, 4.1. alfejezet).

Az elmondottakat a naptar példdjan szemléltetjiik. Az egyszer(iség kedvéért
tegyiik fol, hogy a Fold pontosan 365 és 1/4 nap alatt keriili meg a Napot. Diszkrét
id6ben (napokban) szamolva a periddus koriilbeliil 4 év (4 - 365 + 1 = 1461 nap),
holott a valésdgban minden évben visszatér a Fold kordbbi helyzetébe. A meg-
oldas Julius Caesar i.e. 45-ben bevezetett naptdra volt, amely minden negyedik
(késébb: minden néggyel oszthatd) évet szokdévnek nevezett, és hozzaadott egy
366. napot (ma februdr 29.-ét). A Fold esetében folytonos idejii mozgas diszkrét
megfigyelésérdl van sz6, de mas, ,tiszta diszkrét” esetben is el6fordul, hogy egy
,-hagy ciklus” tobb, egymdshoz kozeli ,.kis ciklusbdl” 4ll. Pontosabb kozelitésben
a Fold Nap koriili palyaja kvaziciklikus, mert a csillagaszati év és a nap tarta-
mdnak hdnyadosa nem (kis nevez§jli) raciondlis szdm (a 365 és 1/4 érték csak
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kozelités, ezért kellett XIII. Gergely papanak 1582-ben kivennie a 100-as éveket

és megtartania a 400-as éveket a szok6évek kozott).
Folytatjuk az 1.10. tételben elkezdett osztalyozast.

1.11. tétel. a) Az (1.17) kétvdltozds linedris rendszer akkor és csak akkor szabd-
lyosan oszcilldlo, ha teljesiil (1.20) ellentéte:

w? < 49.

b) Szabdlyos oszcilldcio esetén a folytonositott megoldds P periédusa és ©
csillapitdsi tényezdje fiiggetlen a kezdeti értékektdl:

27 w
P=—, ahol = arccos () 1.22
- 2 N (1.22)

1
o=—. (1.23)
Vi
¢) A szabdlyosan oszcilldlo rendszer akkor és csak akkor ciklikus a folytonos
idoben, ha (1.20) tagaddsa mellett teljesiil

9= 1. (1.24)

Megjegyzés. Az imént kimondott tétel alapjan konnyen tehetiink hasonlé meg-
allapitdsokat a nem vizsgélt esetekre. Példaul a szabalyos oszcillacié stabil, ha
¥ < 1; és instabil, ha 9 > 1.

Bizonyitas. a) Komplex gyokok negativ diszkrimindnsndl 1épnek f61 [(1.19)].

b) Legyen a két gyok A; 2 = (cos ¢ £ isinp)/®, ahol ¢ és @ pozitiv valés
szdm. Behelyettesitve a komplex gyokpart (1.21)-be adédik, hogy 2 cos p = wd
és1/® = V9. Ezzel bebizonyitottuk az (1.22)—(1.23) 6sszefiiggést.

¢) Nyilvanvald, hogy a szabdlyos oszcillacié akkor ciklikus folytonos id6ben,
ha csillapitasi tényezdje 1, azaz — (1.23) folytan — ha (1.24) teljesiil. O

A kovetkez6 példa kozvetleniil az egyiitthatok alapjan hatdrozza meg a stabi-
litasi feltételeket.

1.7. példa. Stabilitasi feltételek (Samuelson, 1947). A sikbeli linearis dinamikus
rendszer akkor és csak akkor stabil (vo. 1.3. dbra), ha az (1.18)—(1.19)-beli karak-
terisztikus egyenlet egyiitthatéi kielégitik a kovetkezd harom feltételt:

l14w+9>0, 1—w+9>0 é I<I1.
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Bizonyitas. a) Komplex gyokok: az 1.11. tétel szerint w? < 499, (1.23): 0 <9 < 1.
l+w+9>1+£2V/9+9=(1-V9)?%>0.

b) Valés gyokok. Megint a gyokok és egyiitthatok kozti (1.21) Osszefiiggést
haszndljuk. Az Gsszes esetet végigvizsgalva adédik, hogy —1 < A < A < 1
ekvivalens a P(1) > 0, P(—1) > 0 és ¥ < 1 feltételhdrmassal. O

A linedris ciklusmodellek atipikusak, mert: 1. a kvaziciklus, de még inkabb
a diszkrét periédusu ciklus csak kivételes paraméterértékekre valosul meg, 1dsd
9 (1.19) definicidja és (1.24); 2. az itt nem targyalt amplitidét, a legnagyobb ki-
lengést a kezdeti érték mar Snmagdban meghatarozza. Ezt az ikerproblémat csak
nemlinedris modellekben lehet megoldani (3. fejezet).

1.3. Linearis szabalyozasi rendszerek*

A Bevezetésben mar vazoltuk a szabalyozaselméleti keret fontossagat. Ebben az
alfejezetben a szabdlyozdsi (irdnyitdsi) rendszerek linedris osztdlyaval foglalko-
zunk (v0. Aoki, 1976 és Martos, 1981).

Szabalyozhatosag

7~ 7z

Eddig a dinamikus rendszer 4llapota csak az el6z6 allapottdl fiiggott, most fi-
gyelembe vessziik a szabalyozastol valé fiiggést is. Kezdjiik az ismerkedést egy
példéval.

1.8. példa. A hémérséklet szabalyozésa fiitéssel. Legyen v a kiils6 kornyezet dl-
land6 hémérséklete, z; egy szoba homérséklete a t-edik perc elején, és legyen
u; a fiités er6ssége a t-edik perc alatt. Ekkor a hémérséklet dinamikdja x;11 =
Az + (I — A)v + uyg, ahol 0 < A < 1 alkalmas dlland6. Ha nincs fiités, akkor x;
aszimptotikusan tart v-hez.

Legyen x € R™ az dllapotvektor és u € R™ egy véltoztathatd szabdlyozdsi
vektor. Legyen A és B rendre adott n X n-es rendszer- és adott n X m-es bemeneti
matrix, p egy adott n-dimenziés vektor. Folirhatjuk egy diszkrét ideji allandd
egylitthatds linedris rendszer
dllapotegyenletét:

Ter1 = Axy + Bug + p, t=0,1,2,..., (1.25)

az xq kezdeti allapot adott.

Egy (A, B) rendszert szabdlyozhaténak neveziink, ha barmilyen xy kezdGal-
lapotb6l barmilyen z* végallapotba véges szamu 1" id6szak alatt alkalmas u, us,
..., ur szabdlyozdssal 4tvihetd.
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Foltehetjiik, hogy a szabdlyozasi vektor dimenzidja legfeljebb akkora, mint
az allapotvektoré: m < n (miért?). MindenekelStt mutatunk egy olyan példat,
ahol az allapotvektor dimenzidja nagyobb, mint a szabdlyozdsi vektoré, mégis
szabdlyozhatd.

1.9.példa. n=2>m = 1.
T1t4+1 = Ut és T2t+1 = Tt t= 0, 1, P

Célba ér a rendszer, ha x1 2 = 7 és 22 = 3, azaz u; = z7 és up = 5.
Altalanosan igaz az

1.12. tétel. (Kalman, 1960.) Egy linedris (A, B) szabdlyozdsi rendszer akkor és
csak akkor szabdlyozhato, ha teljesiil a kovetkezd rangfeltétel:

r[B,AB,... , A" 1B] = n, (1.26)

ahol azn x m-es B, AB, . .., A" B mdtrixok egymds mellett dllnak. Ekkor leg-
feljebb n idbszak alatt elérhetjiik célunkat.

A bizonyitast p = O-ra végezziik el, s eldtte két végletes példat mutatunk be:

1.10. példa. A = I esetén (1.26) az r(B) = n egyenlGségre egyszerlisodik,
azaz m > n. Kivéalasztva n fiiggetlen oszlopot, ugyanannyi szabalyozasi valtozot
kapunk, mint dllapotvéltozot, és a cél valéban azonnal megvaldsithato: tegyiik fel,
hogy B egy n x n-es invertdlhat6 métrix. Ekkor ug = B~!(z} — x0). Ha B nem
lenne invertalhat6, akkor a rendszer nem lenne szabalyozhato.

1.11. példa.* m = 1 esetén (1.26)-ra a matrixok Jordan-alakjabol (A.2. pél-
da) ciklikus feltételt kapunk: a b, Ab, . .., A"~ 'b vektoroknak fiiggetleneknek kell
lenniiik, s6t bazist kell alkotniuk.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy a rendszer szabédlyozhatd, azaz van olyan ug, .. .,
up_1 szabdlyozdsi vektorsorozat, amelyre xo = ' és x7 = 2. Az ldgynevezett
megoldo-szorzok modszerét alkalmazva, szorozzuk be a t-edik id6szakra vonat-
koz6 egyenletet AT '~ !_gyel:

ATt = AT gy + AT 1By, t=0,...,7—1.

Vegyiik észre, hogy a t-edik sor bal oldaldn ugyanaz a kifejezés 4ll, mint a
(t+ 1)-edik sor jobb oldaldn. Ezért a T" egyenletet dsszeadva kapott teleszkopikus
Osszeget egyszerlsitve:

T—1
ar=ATzg+ Y AT Buy. (1.27)
t=0
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Az (1.27) egyenlet tantsdga szerint a bal oldalon 4ll6 tetszdleges z1 vektor
eldallithatd a jobb oldalon szerepld alakban, tehat a rangfeltétel teljesiil, mégpe-
dig a Cayley—Hamilton-tétel (A.4.*) szerint T' < n. Megforditva, ha teljesiil a
rangfeltétel, akkor megfelelS (u;)-sorozatra az xp célvektorra vonatkozé (1.27)

egyenlet teljesiil. O

Megjegyzés. Erdemes megemliteni, hogy az (1.27) jobb oldalan 4116 két tagnak
szemléletes jelentése van: az els6 tag az xz( kezdeti feltételhez tartozé homogén
megoldds (u = 0), a méasodik tag pedig az xy = 0 kezdeti feltételhez tartozé
partikuldris megoldas.

A kovetkezd példa emlékeztet arra, hogy a teleszkopikus 0sszeget mar kozép-
iskolabdl ismerjiik.
1.12. példa. A mértani sor sszegképlete: s, 1 = s; + ¢', s = 0. Fokozatos
behelyettesitéssel: s; = 1 + g + --- + ¢*~'. Beszorozva mindkét oldalt ¢ # 1-
gyel: gs; = s; + ¢' — 1, majd kivonva egymdsbdl a két egyenletet, adédik s; =

(¢ —=1)/(g—1).

MegfigyelhetGség

Gyakori, hogy az allapotvektort nem tudjuk teljesen megfigyelni, de azért mégis
szeretnénk az (1.25) rendszert szabalyozni. Ezt a helyzetet formalizaljuk most.
Legyen y € R7* a megfigyelési vektor és C egy z X n-es megfigyelési matrix,
amelyek meghatdrozzak a megfigyelési egyenletet:

yr = Cay. (1.28)

Példaul a megfigyelés az n-dimenzids x; vektor koordinatdinak az dsszege: y; =
Tig+ -+ Ty

Sziikségiink lesz a kovetkezd definicidra: egy (A, C') rendszert megfigyelhe-
tének neveziink, ha barmilyen g kezd6allapot véges sok kés6bbi megfigyelésbol
visszaszdmolhato.

1.13. tétel. (Kalman, 1960.) Egy linedris (A, C') megfigyelési rendszer akkor és
csak akkor megfigyelhetd, ha teljesiil az

C

ca (1.29)

ﬁ
|
N

cii
rangfeltétel. Ekkor legfeljebb n iddszak alatt megdllapithatjuk xo-t.
A korabbi két sz€lsdséges példat most 1j szereposztidsban mutatjuk be.
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1.13. példa. A = I esetén a C megfigyelési métrixra teljesiil »(C) = n, azaz
védlasztva n fiiggetlen sort, ugyanannyi megfigyelési valtozét kapunk, mint alla-
potvéltozdt, €s a rekonstrukcidé azonnal megvaldsithato.

1.14. példa. z = 1 esetén a C matrix a c sorvektorra egyszer(isodik, (1.29)-re
a maétrixok Jordan-alakjabdl ismert ciklikus feltételt kapjuk: a ¢, cA, ..., cA" !
vektoroknak fiiggetleneknek kell lenniiik és bazist kell alkotniuk.

Ugyanis ha (1.29) teljesiil, akkor a megfelel6 maétrix oszlopai fliggetlenek,
tehdt tetszleges, képtérbeli {yo|y1|. .. |yn—1} vektorhoz taldlhat6 n olyan valds
szam, hogy a beldliik képzett xy vektor transzformaltja az y; vektor, azaz zq a
megfeleld kezdeti dllapot. A megforditds bizonyitdsa hasonld.

Belathatd, hogy a megfigyelési €s a szabdlyozasi feladat egymas dudlisa: az
1.12. és az 1.13. tétel egymasbdl az A matrix transzpondlasaval adodik. A tovab-
biakban mindig feltessziik, hogy az (1.25) és (1.28) éltal leirt (A, B, C) rendszer
szabdlyozhat6 és megfigyelhetd.

Visszacsatolas és stabilizalhatosag

Gyakorlatban az 1.10. tétel bizonyitdsdban szerepld bonyolult feladat helyett meg-
elégsziink a visszacsatoldssal: linedris visszacsatoldsrol beszé€liink, ha az

Tey1 = Axy + Buy + p, t=20,1,2,..., (1.25)

egyenlettel definidlt rendszerben az id6szakos szabalyozdsi vektor az id6szak eleji
allapotvektor inhomogén linedris fiiggvénye:

ur = —Kx; + q, (1.30)

ahol K egy n x n-dimenzids matrix és g egy n-dimenziés vektor. Ha (1.30)-at
behelyettesitjiik (1.25)-be, akkor megkapjuk a csatolt rendszert:

r411 = (A— BK)x; +p+ By, t=0,1,2,....

A K mitrix k;; elemeit reakcio-egyiitthatoknak nevezziik, hiszen azt mutat-
jak, hogy az i-edik dontés mennyire reagdl a j-edik jelzésre. Egy (1.25) alakd li-
nedris differenciaegyenlet-rendszert az (1.30) linedris visszacsatoldssal stabilizdl-
hatonak neveziink, ha 1étezik olyan m x n-es K matrix, amelyre az M = A— BK
matrix stabil: p(M) < 1.

A mindennapos gyakorlatbdl ismert a kdvetkezd szabalyozdsi rendszer.

1.15. példa. (Az 1.8. példa folytatdsa.) A szoba hémérsékletének stabilizdldsa
héfokszabdlyozéval. Tegyiik fol, hogy a kivant szobahOmérséklet z* és a hé-
fokszabdlyoz6 egyenlete u; = —Kax; + . Behelyettesitve a fiitési egyenletbe:
¥ =1 =(A-— K)oy + (I —Aw+q,példiul K = Aésq=a"— (I — A)v.
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Bizonyithat6 (Aoki, 1976, 135-136. 0.) az

1.14. tétel. (Kalman, 1960.) Ha az (A, B) rendszer szabdlyozhato, akkor stabili-
zdlhato.

Az 1.14. tételt szemlélteti a kovetkezd példa.

1.16. példa. (Az 1.10. példa folytatdsa.) Az elemi x;y1 = x; + Bu; dinamikus
szabdlyozhat6 rendszer a K = B! visszacsatoldssal stabiliz4lhat6, s6t mar x1 =
(I — BB 1)z = 0.

Decentralizalt stabilizalas

Mind a numerikus analizisban, mind a kozgazdasagi szabalyozaselméletben alap-
vetd a teljesen decentralizdlt linedris szabdlyozds és stabilizdlhatdsdg. Szamos
alkalmazas szempontjabol (lasd: 2.3. és 6.3. alfejezet) elegendd azt az esetet vizs-
galni, ahol m = n, A = I, B invertalhat6 (1.15. példa), és a K visszacsatoldsi
matrix diagondlis, vagy sorcserékkel azzd tehets: K = (k). Szemléletesen azt
mondhatjuk, hogy 1étezik n fiiggetlen szabalyozé egység, az i-edik egység meg-
figyeli sajat idGszak eleji dllapotdt, x; ;-t; és annak értéke alapjdn hozza meg az
u; ¢ dontését. A korabbi, (1.30)-beli centralizélt stabilizdldssal szemben most de-
centralizalt stabilizalast alkalmazunk. A decentralizalds nagy elénye a centralizalt
megoldédssal szemben: nem kell egy kdzpontba 6sszegydjteni az informdacidkat,
azaz a dontéshozatal egyszerdsithetd. A tovabbiakban a k vektorbdl képzett dia-
gondlis matrix jele (k). Ekkor (1.25) és (1.30) alapjan

Tiy1 = o + Bug +p, (1.31)
up = — (k)1 + ¢ (1.32)
azaz

Vagyis az M = I — B(k) és w = p+ Bq jeloléssel visszajutunk az (1.1) alap-
egyenlethez. Miel6tt a decentralizélt stabilizdlhatésdgra vonatkozé eredményeket
ismertetnénk, kimondunk egy feltételt, amely a B matrix invertdlhat6sdganal (re-
gularitdsanal) némileg erdsebb. Egy B matrixot erdsen reguldrisnak neveziink, ha
sorai és oszlopai egyideji felcserélésével olyan alakra hozhatd, hogy minden ke-
letkez6 B, = (bi;)1<i j<r bal felsé sarokmatrix is invertalhat6, » = 1,2,...,n.
Fuller—Fisher (1958) numerikus analizisbeli tételét alkalmazva, beldthaté az

1.15. tétel. (McFadden, 1969.) Minden erdsen reguldris B mdtrixii (1.31) rend-
szer teljesen decentralizdltan stabilizdlhato.
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Bizonyitasvazlat. Hasonlit a matrixok e-triangularizalasnél hasznalt elvhez (Za-
lai, 1989, 7. fejezet fliggeléke, vagy e konyv 5.10. tételének bizonyitdsvazlata):
az i-edik dontéshozé érdemben csak a j-edik dontéshozora hat (5 < i), s a j-
edik visszacsatolasi reakcié-egyiitthatéjanak nagysagrendje megfelelSen kicsi &”.
Sajnélatos médon az igy ad6dd konvergencia nagyon lassu. O

Ezen a ponton a kovetkezd megallapitast tehetjiik. A numerikus analizis nyel-
vén szblva, egy gyorsan konvergdlé (1.31)—(1.32) iterativ megoldds algoritmiku-
san hatékonyabb lehet, mint ha (1.4) alapjan I — M invertalasaval keresnénk meg
az x° fixpontot. Bodewig (1959) és Varga (1962) élvezetes torténeti visszatekin-
tést ad, a feladat visszavezethetd Gauss 1823-ban irt egyik leveléhez.

Most pedig gy6z6djiink meg az 1.15. tételbeli két fogalom kiilonbségérol.

1.8. feladat. Centralizalt és decentralizalt stabilizalhat6sdg. Bizonyitsuk be, hogy

az (1.31)-beli
0 «
2[5 %]

matrix «, 8 < 0 esetén a) invertdlhat6, b) nem erGsen reguldris, c¢) centralizltan
stabilizalhatd, és d) nem stabilizdlhato teljesen decentraliziltan!

A fejezet hatralévo részében sajat korabbi eredményeimet foglalom 6ssze (Si-
monovits, 1978; 1981b). A bemeneti métrixok egy specidlis osztdlydval foglalko-
zunk, amely mind a numerikus analizisben, mind a kdzgazdasagi alkalmazasok-
ban fontos (Young, 1970, 2.7. fejezet L-maétrixai vagy a Metzler-matrixok (1945)
ellentettjei). Feltessziik, hogy a B matrix atlés elemei egységnyiek és az atlén
kiviili elemek nem pozitivak:

Sziikségiink lesz (1.31) koordindatds alakjara:

Titrl = Tig + Uie + Z bijujt +pi, 1=1,...,n.
J#i

Bevezetjiik a kereszthatdsok erdsségének mdtrixdt:
N=I-B2>0, (1.35)

[vo. (1.34)], és kikotjuk, hogy N irreducibilis, és a sajdthatdsok (b;; = 1) domi-
ndljak a kereszthatdsokét:

~Y by <1, j=1,...,n
i#j
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Vektoralakban:
1N <1T,  ahol 1T =(1,...,1) (1.36)

az 6sszegzd sorvektor.

Az A.9. tétel b) kdvetkezménye szerint (1.36) ekvivalens az N métrix stabili-
tasaval: p(N) < 1.

Rétériink a dinamikdra. Az alapegyenlet métrixa most

M =1-B(k)=1I-(k)+N(k), (1.37)

ahol (k) a k vektor éltal szdrmaztatott diagondlis matrix. Vegyiik észre, hogy csil-
lapitott visszacsatolds, azaz

0<k<1 (1.38)

esetén M jol kezelhetd.

1.2. segédtétel. Tegyiik fol, hogy a pozitiv sajdthatdsok domindljdk a negativ ke-
reszthatdsokat [(1.34) és (1.36)), és csillapitott a visszacsatolds [(1.38)]. Ekkor az
(1.37)-beli M mdtrix nemnegativ elemil, irreducibilis, és spektrdlsugara csokkend
fiiggvénye k minden elemének, kovetkezésképpen kisebb, mint 1: az M madtrix
stabil.

Bizonyitas. (1.38) esetén M nyilvanval6an nemnegativ elemd és irreducibilis.
Legyen M pozitiv domindns sajatértéke p, a hozzd tartozé sajatvektor s > 0.
Trjuk fol a megfeleld sajatérték-egyenletet: ps = M s. Behelyettesitve (1.37)-et:

ps = (I — (k) + N(k))s. (1.39)

Prébaljuk meg az egyenletet olyan alakra hozni, hogy k csak pozitiv el6jellel sze-
repeljen. Rendezéssel adédik (1 — p) s = (k)1 (I — N)~ls.

A jobb oldalon az (I — N)~! > 0 rezolvens mdtrix szerepel, amely a koz-
gazdasdgtanban a foly6 raforditdsok matrixanak Leontief-inverze néven kdzismert
(A.7. e) tétel). Most alkalmazzuk az A.7. d) tételt, amely szerint a spektrdlsugar
novekvd fliggvénye a matrix minden elemének. Rogzitett i-re, k;-t ndvelve k;” !
csokken, (1— p)~! szintén, tehét p szintén csokken. Mivel k = O-rap =1, p < 1.
(A szemipozitiv k esetével nem foglalkozunk.) ]

Mivelitt A =1és B =1 — N, az 1.2. segédtétel alapjan az 1.2. fejezet ered-
ményei kozvetleniil alkalmazhaték a stabilitdsra, az aszimptotikus oszcillacié-
mentességre és a csillapitasi tényezore (1.5. tétel). Az 1.6. tétel kovetkezményébol
adédik az
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1.16. tétel. Tegyiik fol, hogy a pozitiv sajdthatdsok domindljik a negativ kereszt-
hatdsokat [(1.36)] és csillapitott visszacsatolds miikodik [(1.38)]. Ekkor
a) A decentralizdlt visszacsatolds stabil, csillapitdsi tényezdje
1

R ) (40

b) A maximdlis csillapitdsi tényezd a k = 1 esetén valosul meg, értéke

1
P = ——. (1.41)
p(N)
¢) A szabdlyozds tipikusan (aszimptotikusan) oszcilldciomentes.
Megjegyzés. Kiemeljiik, hogy minél gyengébb a kereszthatdsok p(IN)-nél mért
Osszege, anndl nagyobb a maximalis csillapitasi tényezs.

Megjegyzés. Ha tillépiink a 0 < k& < 1 korlaton, akkor legtobbszor tovabb gyor-
sithatjuk a szabdlyozds konvergencidjat. Ez a jelenség jol ismert a linedris egyen-
letrendszerek numerikus megolddsaval foglalkozé irodalombdl és tiilrelaxdldsnak
nevezik (Young, 1970, 4. fejezet).

Elesithetnénk az eredményt, ha bevezetnénk a P- ciklikus mdtrixok osztalyit,
de csak utalunk a jelen konyv els6 kiaddsdra: a 1ényeg, hogy 2-ciklikus N mat-
rixndl £k = 1 a globdlis optimum. (Az ottani 1.12. feladat B = N matrixa a

legegyszeriibb 2-ciklikus matrix.)
1.17. példa. Sikbeli rendszer. n = 2, 2-ciklikus rendszer (n1; = ngo = 0 esetén,

2~ 2z

ahol két kiilonboz6 éllapot kozott ingdzik a rendszer) és egyenletes visszacsato-
lasnal mindkét sajatérték valés, k = 0-nél 1, k = 1-nél +/b12bo; — optimum.
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2. fejezet

Diszkrét idejii linearis modellek

Ebben a fejezetben diszkrét idejii linedris gazdasdgi modelleket tanulmanyozunk.
Ilyen modellekben az elemzési id6szak hossza altaldban egy év vagy egy negyed-
év, de szE€ls6séges esetben lehet akar tobb évtized is (11. fejezet). Linedris mo-
dellekben a bemenet és a kimenet ardnyos egymadssal. A Bevezetésben méar szol-
tunk a diszkrét idS €s a linearitds jelent6ségérdl, késébb még talalkozunk folyto-
nos idejli vagy nemlinedris modellekkel is. A 2.1. alfejezetben az dllamaddssag-
dinamika legegyszertibb modelljét mutatjuk be. A 2.2. alfejezetben a piacgazda-
sag akcelerdtor—multiplikdtor elemi és 6sszetett modelljét vizsgéljuk. A 2.3.* al-
fejezetben a szocialista gazdasag linedris inditdsi—beruhdzdsi modelljét tanulma-
nyozzuk. A 2.4. alfejezetben egy tobbszektoros gazdasig készletjelzéses szabd-
lyozdsdt elemezziik. Mindegyik modellre jellemzd, hogy arjelzések nélkiil miiko-
dik, és instabil esetben nemlinedris dltaldnositdsra szorul, amelyre csak a 4. feje-
zetben keriil sor. Ellentétben a 4.-kel, az 1.-3. modell csupan néhdny egyenletet
tartalmaz (makromodellek). A 2.5. alfejezet a stabil népesség modelljét mutatja
be. A 2.6. alfejezet a raciondlis varakozdsok Lucas-féle modelljét korvonalazza.
(Simonovits, 2020, 2.3. alfejezet a naiv vdrakozdsokon alapulé pékhélé-modellt
targyalja.)

2.1. Az allamadéssag dinamikaja

Ebben az alfejezetben az dllamaddssdggal kapcesolatos azonossagokat vezetiink le.
Bar tautologidk, mégis hasznosak. A legtobb orszadgban az allami bevételek és ki-
adédsok éves szinten nincsenek egyensilyban, dltaldban (de nem mindig) az dllam
tobbet kolt, mint amennyit adobol beszed. Ezért kialakul az 4dllamadéssag, amely
az allam 4ltal felhalmozott és még nem torlesztett tartozdsat mutatja. Legyen a

45
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t-edik év végén az dllamadossdg értéke Dy, és legyen a koltségvetési egyenleg,
azaz az allami bevételek és kiadasok kiilonbsége B;. Definici6 szerint az addssag-
véltozas az egyenleg ellentettje:

Dy =Dy_1 — B 2.1)

A t-edik év allandodnak feltételezett kamatlabat r-rel jelolve, az egyenleg felbont-
haté az elvileg véltoztathaté E; elsédleges egyenleg és az dllamaddssdg utdni fi-
zetendd, valtoztathatatlan r D;_1 kamat kiilonbségére:

Bt = Et — T’_Dt_l. (22)
Behelyettesitve (2.2)-t (2.1)-be, adédik
Dt = (1 + T)Dt,1 - Et. (23)

Abszolut szamok helyett sokkal értelmesebb relativ szdmokkal dolgozni, példaul
a magyar koltségvetési hidny ezer millidrd forintot is meghalad6 értéke helyett
azt mondani, hogy a hidny a GDP 2,5%-a. Ezért célszer bevezetniaz R =1+ r
kamategyiitthatot és az Y, = GY;—1 GDP-ndvekedési egyenletet, ahol G a szintén
allandonak feltételezett novekedési egyiitthaté (= 1 + novekedési iitem). Ekkor
(2.3) helyett a GDP-aranyos adéssagdinamikat frhatjuk fol:
Do BDiy Er (2.4)
Yo GYi1 Y
Bevezetjiik a GDP-aranyos dllamadéssagot: az addssagratat (d;), a relativ kamat-
egyiitthat6t (p) és a GDP-ardnyos egyenleget (e):

Dt R , o Et

d, = —t - =t 2.5
Ekkor (2.5) segitségével (2.4) tomorebben felirhaté:
dt = pdt,1 — €. (26)

Széban: az idei dllamaddssag-rata = relativ kamategyiitthaté x tavalyi dllam-
addssdg-rata minusz a GDP-ardnyos egyenleg. Igaz a
2.1. tétel. Allando p relativ kamategyiitthaté és e kiltségvetési egyenleg-hdnyados
esetén az dllamadossdg-rdta egyensilyi értéke
e
d° = ——, (2.7)
p—1
amely a kovetkezo két tartomdnyban pozitiv:

p<l é e<0, wvagy p>1 és e>0. (2.8)
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Alkalmazva az 1.1. tételt, adédik a
2.2, tétel. A 2.1. tétel feltevései mellett tetszbleges dy indulo addssdgrdta esetén
a t-edik iddszak adossdgrdtdja

ph—1

pt—1

dy = pdy + e, p# 1. (2.9)
Az abnormalis eset (2.8) els6 alesete, pedig ekkor (2.7) és (2.9) stabil. Tor-
ténelmi példa: a II. vilaghdbord utdn az angolszdsz orszadgok tartésan gyors no-
vekedése és alacsony kamatldba jelentésen csokkentette a hdborus dllamadéssig-
ratdkat. A normadlis eset (2.8) masodik alesete. Az EU-ra elvben érvényes maast-
richti kritériumok (ismérvek) szerint az dllamaddssdg GDP-hdnyada nem lehet
60% folott, mig a koltségvetési hidny GDP-hanyada nem lehet 3% folott.
2.1. feladat. Az éllando relativ kamattényez8s normalis esetben (p > 1) hogyan
stabilizdlhatja az adossdgratat az

et =€+ edi—q (2.10)

visszacsatolds, ahol g, € valos szamok?

2.2. A linearis akcelerator—multiplikator modell

Samuelson (1939b)-t tovabbfejlesztve, Hicks (1950) az egyik legérdekesebb és
leghasznosabb dinamikus kézgazdasagi modellt kapta. Mddszertani szempontbol
az adja az érdekességét, hogy mindossze két fiiggetlen véltozdval képes a gazda-
sag ciklusait modellezni. El6szor Hicks (1950) elemi modelljét ismertetjiik, majd
vazoljuk az osszetett modell egyenleteit is. Makrodkonémidban megszokott mé-
don véltozatlan aras értékekkel dolgozunk. Legyen Y; a termelés (GDP), I; a net-
t6 beruhdzds és C; a fogyasztds volumene a t-edik id6szakban. A készletfelhal-
mozast belefoglaljuk a beruhdzasba (tulajdonképpen felhalmozasra gondolunk), s
zart gazdasagot feltételeziink.

ELEMI MODELL

Volumenek

Zart gazdasagban a harom valtozé kozott egy azonossdg 4ll fenn:
termelés = beruhdzds + fogyasztds, azaz teljesiil a
GDP azonossdg
Y, =1; + Ch. (2.11)
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48 2. Diszkrét idejii linedris modellek

J. M. Clark 1917-ben vezette be a beruhdzdsi akcelerdtort, amely szerint min-
den idészakban a beruhdzas aranyos az el6z6 id6szak termelésvaltozasaval: 3 > 0
az ardnyossagi egyiitthat6. (Pontosabban a kovetkezd id6szak varhaté noveke-
désével aranyos, de naiv varakozassal éliink.) A széban forgd egyenletet Hicks
(1950)-ben kiegészitette az I, tA autondém beruhdzdssal.

Teljes beruhdzds
I = I} + B(Yio1 — Yioa). (2.12)

Keynes (1936) 6ta a fogyasztast gyakran az el6z6 id6szaki jovedelem (azaz
termelés) linedris fliggvényeként irjak le, amelyet még egy autoném taggal médo-
sitanak.

Fogyasztdsi fiiggvény
Cy = C +9Yi1, (2.13)

ahol v a fogyasztdsi hatdrhajlanddsdag, 0 < v < 1;és 1/(1 — ) a multiplikdtor,
amely a keynesi makrookonémidban kulcsszerepet jatszik.
Adott (I{) és (C{) palya, adott 3 és v egyiitthaté, valamint adott Y_1, Y_o
kezdeti érték mellett az (1;), (Cy) és (Y;) pélya egyértelmiéien meg van hatdrozva.
Tegyiik fol, hogy (I}*) és (C{*) szabdlyos abban az értelemben, hogy idében
valtozatlan G > 1 novekedési egyiitthatéval béviil, azaz

I =irat & CP =AG (2.14)
Ekkor megfelels kezdeti feltételek mellett a (Cy), (1), (Y;) palya is szabélyos
—ugyanazzal a trenddel.

Relativ értékek

A (2.14) feltétel mellett ezeket a vizsgalatokat egyszer(ibb a relativ rendszerben
végezni, ahol az eredeti véltozokat és bizonyos paramétereket a ndvekedési trend-
paraméterrel elosztjuk.

Relativ vdltozok

Yt = a, ’it = a és Ct = a (215)
Relativ paraméterek
a1 A_ CF

A1) = 1/G jelolés bevezetése utdn mar folirhatjuk a
relativ egyenleteket:
Yr = 1 + ¢, (2.11)
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ir = % + B(ye-1 — Yye-2), (2.12')

_ A /

=t +yPyr_q. (2.13")

Alapegyenlet-rendszer

Harom egyenletiink van, hdrom véltozéval. Erdemes azonban megszabadulni a
nélkiilozhetd véaltozoktdl és a nélkiilozhetd egyenletektdl. Két lehetdségiink van,
hogy a szokatlan alakd egyenletrendszert szokdsos alakra hozzuk: visszavezet-
ni a) két elsoérend( tobbvaltozés differenciaegyenletre, vagy b) egy masodrend
egyvaltozos differenciaegyenletre. A mdasodik utat vdlasztva, helyettesitsiik be
(2.12)-t és (2.13')-t (2.11')-be, s rendezéssel eljutunk egy mdsodrendd, egyval-
tozos alapegyenlethez:

Yt :iA+CA+(6+7>wyt—l —/87/12%—2, t:071727"'7 (217)

ahol y_o és y_; adott kezdeti értékek. Az y; alapvdltozo dinamikdjanak ismere-
tében a tobbi valtozo (i; és ¢;) dinamikdja egyszerden kiszdmithat6 a (2.12") és a
(2.13') egyenletbdl.

Két tételt mondunk ki: egyet az egyensilyra, egyet a stabilitdsra és az oszcil-
lacidra.
2.3. tétel. (Hicks, 1950.) Az elemi hicksi rendszer y° dllanddsult dllapota létezik
és egyértelmii:

M A

= TG T el 1mdB s> 0. 218

Az 1.9.-1.11. tételek bonyolult osztidlyozasa most eléggé leegyszertisodik, kii-
l6ndsen, ha eltekintiink a novekedést6l: ip = 1: ekkor a (2.18)-beli feltevés v < 1-
re egyszerlisodik.

2.4. tétel. (Hicks, 1950.) a) Az elemi hicksi rendszer akkor és csak akkor oszcilldl,
ha a v < 1 fogyasztdsi hajlanddsdg és a B beruhdzdsi akcelerdtor kizott teljesiil

v <2B - 8. (2.19)

b) Az dllandosult dllapot akkor és csak akkor stabil, ha a beruhdzdsi akcele-
rdtor nem til nagy:

B<1. (2.20)
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Megjegyzés. Valosigos koriilmények kozott éves modellben 5 =~ 0,5 és v ~
0,75. Tehéat oszcillacié €s stabilitds empirikusan dsszeférhetetlen. A determinisz-
tikus linedris modell helyett vagy determinisztikus nemlinedris modellt kell vizs-
galni (4.1. alfejezet), vagy: sztochasztikus linedris modellt (8. fejezet).

A 2.1. dbra mutatja a grafikus esetszétvalasztast.

1,00

oszcillalds
nélkiili
stabil

0,90

0,80

oszcilldlas nélkiili
0.0 instabil

0,60

|l T P’ Tl s R S i P

Fogyasztési hajlandésag

0,50
oszcillalé oszcilldlé
0,40 stabil instabil
0,30
0,20
0,10 -
0,00-11||L1|11 oo by by by e b by
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
Akcelerator

2.1. dbra. A hicksi osztilyozas

Bizonyitas. Az y; = yo\' alapmegolddst behelyettesitve a 1) = 1 melletti (2.17)
homogén részébe, a P(\) = A2 —(3-++) A+ 3 karakterisztikus polinomot kapjuk.
Szétvalasztjuk a valds €s a komplex sajatértékek esetét. A diszkrimindns negativi-
tdsa négyzetgyokvonds utdn valdban (2.19)-et adja. A stabilitdsnél az 1.7. példédra
hivatkozhatunk. O

Mivel az életben o ~ 1, 3° =~ (i* +c*)/(1 — v) > 0. A kovetkezd szimula-
ciéban (feladatban és példaban) y° = 1 és o) = 1, ezért i* + A =1 — .
2.2, feladat. Valasszunk olyan paraméterértékeket, amelyekre a hicksi osztalyo-
z4s mind a négy esete megvalésul! frjunk szamitégépes programot a GDP-palyara,
és futtassuk le mind a négy esetre: ¢» = 1 (nulla novekedés); i* =0, c* =1 — v
(Blatt, 1983, 192. 0.)!

2.1. példa. Hicks szabdlyozdsi modellje. Az 1.10. példa alapjan a hicksi modell
szabalyozasi modellként is felirhat6, ahol az autondém beruhazds a szabalyozasi
valtozo.
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2.3. A linearis inditasi—beruhdzasi modell 51

OSSZETETT MODELL

Mar Hicks (1950) is vizsgalt olyan osszetett modellt, amelyben a beruhdzési vagy
a fogyasztési fliggvény osztott késleltetésen alapul.
Beruhdzdsi fiiggvény osztott késleltetéssel

K
i =%+ Bt (Y- — Yyr—r—1)- (2.21)
k=1
Fogyasztdsi fiiggvény osztott késleltetéssel
K K
o=+ g, >0, D ¢y <L (2.22)
k=1 k=1

Ekkor az elemi modellben leirt osztdlyozasndl joval tobb eset lehetséges, ez
azonban kiviil esik fejtegetésiink korén. A 4.2. alfejezetben azonban visszatériink
az sszetett modell nemlinedris médositdsara.

2.3. A linearis inditasi-beruhazasi modell*

A modell verbalis dsszefoglalasa

o~

Ellentétben az el6z6 modellel, a most targyalandé modellcsaldd (Simonovits,
1987, 1988a, b) ma mar alig ismert, hiszen a kimult szocialista gazdasagrol szol.
Szerintiink viszont érdekes annyira, hogy viszonylag nagyobb teret kell szentel-
jink a modell gazdasdgi értelmezésének, mint a konyv tobbi modelljénél.

El6rebocsatjuk, hogy az alapelvekben Kornai (1980), (1982), Kornai—-Martos
(szerk.) (1981) mddszertanat alkalmazzuk, és a részletekben Bauer (1978), (1981)
ciklussémadjanak a Lacké (1980) és (1989) dolgozatban leirt 6konometriai modell-
jét kovetjiik. Alapgondolat: a tartds tilberuhdzasi igények és dontések miatt tartds
fesziiltségek keletkeznek (allapotvektor), s a dontések (szabélyozasi vektor) rea-
gdlnak a fesziiltségekre. A részletesebb ismertetéshez sziikségiink lesz két foga-
lomra; a beruhdzasi inditdsra és a beruhdzasi elkotelezettségre: roviden inditdsra
és elkotelezettségre.

Inditdsnak (Sy) az adott évben elinditott beruhdzasi projektumok teljes koltség-
elSirdnyzatat nevezziik, amely mar Frisch (1933) modelljében kulcsszerepet ka-
pott. Elkotelezettségen (K;) az adott év elején még folyamatban 1év6 beruhazdsok
maradék koltség-elSiranyzatat értjiik. JOl ismert a beruhdzasi raforditas fogalma,
amelyet hagyomdanyosan beruhdzdsnak (I;) neveznek. Ha nem lenne koltségtiillé-
pés, akkor a harom fogalom kozott egy azonossdg dllna fenn: az elkotelezett-
ség valtozdsa azonos volna az inditds és a beruhdzds kiilonbségével (Kyy1 =
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52 2. Diszkrét idejii linedris modellek

K; + Sy — I). Feltessziik, hogy a koltségtillépés egy éven belill teljes mérték-
ben kideriil, ardnyos az inditdssal ((cg — 1).5), és hozzdadddik az elkotelezettség
tiszta véltozdsahoz (Bagdy, 1989).

Most ratériink az allapotra valé reagdlds leirdsdra. Bauer elméletének koz-
b) az inditdsi hdnyad (s = S/Y) kisebb az inditédsi igényhdnyadndl, és az el6z6
évi elkotelezettség és kiilkereskedelmi hidny csokkend (nemnovekvd) fliiggvénye.
Szakitunk az inditds—beruhazas kapcsolat hagyomanyos magyarazataval, amely a
beruhdzist a korabbi inditdsok fiiggvényeként irta le (1asd Frisch, 1933; Kornai,
1982). Ehelyett Lacké (1980) megoldasat kovetjiik és egyszersitjiik: a) adott az
autondm beruhdzdsi hdnyad (1) (ejtsd: j6ta), és b) a beruhdzdsi hanyad (i = I/Y)
az autondm beruhdzasi hdnyadndl nagyobb, és az el6z6 évi elkotelezettség novek-
v6 (nemcsokkend) fliggvénye. Linedris kozelitésben a reakciofiiggvények is linea-
risak. (Ne tévessziik 6ssze az itteni autondm beruhdzasi hdnyadot hicksi parjaval!)
Feltessziik, hogy a (gorog bettivel vagy specidlisan megkiilonboztetett latin betd-
vel jelzett) egyiitthaték id6ben allandék. Most nem G*-nel, hanem Y; = Y, G*-nel
osztva kapjuk a relativ valtozéinkat.

A modell egyenletei

Folirjuk a modell egyenleteit.
Elkotelezettségi hanyad

kiy1 = Ykt + 058 — s, 0<y=1/G<1l é og>1. (2.23)
Nettoimport-hdnyad
by =—p+ Bite, B>0, p;>1. (2.24)
Inditdsi hdanyad
st =0 — ok —opbi_1, o,01,0p >0, (2.25)

ahol oy, és oy, rendre a kiilkereskedelmi hidny és elkotelezettség — inditasi reakcid-
egylitthato.
Beruhdzdsi hanyad

it = ¢+ ke, L1 >0, (2.26)

ahol ¢, az elkotelezettség — beruhdzas reakcié-egyiitthato.

Megjegyzések. 1. A modell négy egyenletbdl all, négy valtozd szerepel benne, és
két kezdeti érték hatdrozza meg a rendszer palydjat: ko és b_1. A modell rekurziv.
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Valéban, (kg, b—1)-bdl (2.25)—(2.26)-on keresztiil adédik az (sg, i) dontéspar. In-
nen mar (2.23)-bdl adédik kq és (2.24)-bdl by.

2. Technikai okok miatt a visszacsatoldsi egyenletpart némileg eltér6 alakban
szimulaltuk:

sy =0 —op(ky — k%) — opbi—1, 0,0k, 04 >0, (2.25)

i =V 4+ (ke — k), 1,00 >0, (2.26")

ahol k* a minimalis elkotelezettségi hanyad. Ezért o = o +o,.k* és 1 = o/ — 1. k™.
3. Az (1.34)—(1.39) szabdlyozasi rendszerrel 6sszevetve, latjuk, hogy az alla-
potvektor x = (k, b), a szabdlyozasi vektor u = (s,7) és a reakcidegyiitthatok

matrixa
o o
K=| "% "1,
— Ll 0

4. Matematikailag jobb lett volna az inditast nem az el6z6 évi netté importha-
nyadra, hanem az év eleji D, kiils6 addssdgdllomdny-hdnyadosra visszacsatolni,
de a szocialista gazdasdgban még a fels6 vezetdk is inkdbb az elébbi mutatéra
reagaltak. Lehetséges képletek: Dy = RD; + By, div1 = (R/G)dy + by stb.

Az alapegyenlet-rendszer

A négy egyenletbdl €s négy valtozébdl 4llé modell vizsgalatdhoz még inkabb
sziikség van az alapegyenletekre, amelyek az 4llapotvaltozok dinamik4jat a tobbi
valtozotol fiiggetleniil irjak le. Levezetés nélkiil kozoljiik az
alapegyenlet-rendszert:

kiv1 = Kk + kpke — Kpbe—1, (2.27)
by = B + Brk:, (2.28)

ahol (kog, bp) adott, és
K=080 —L, Kp=1%—0g0r—Llg, Kp= 0S0p, (2.29)
f=—=B+PBit, Br=PLik. (2.30)

A (2.27)—(2.28) alapegyenlet-rendszer két elsérendd, kétvaltozos differencia-
egyenletbdl 4ll, s a rendszer rekurziv; adott (ko, by) esetén (k¢, by) minden termé-
szetes t-re egyértelmiien meg van hatirozva.

A (2.23)—(2.26) eredeti egyenletrendszer ekvivalens a (2.27)—(2.28) alapegyen-
let-rendszerrel.
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Csak roviden utalunk az alapegyenlet-rendszer normadl dllapotdt meghataroz6
implicit egyenletrendszerre, amelyben a megoldas id6ben dllandé:

k° =k + Iikko — Iﬁ;bbo, (2.270)
B = B+ Bk°, (2.28°)
ahonnan (2.25)—(2.26) segitségével (s°,°) dllanddsult (inditds, beruhdzds)-pér is

adodik.
A dinamika vizsgélatdndl elhagyhatjuk az inhomogén tagokat, ezért (2.27)—
(2.28) helyett a kovetkezd rendszert tanulmanyozzuk:

Fey1 = kky — rpby, (2.31)

bi1 = Brke, (2.32)

Az 1.11. tételben elmondottak értelmében az eltérésvaltozok dinamikdjinak kva-
litativ tulajdonsdgait a (2.31)—(2.32) egyiitthatématrixdanak P(\) = A2 — w\ + ¥
karakterisztikus polinomja hatdrozza meg, amelynek w és ¥ egyiitthat6ja az alap-
rendszer paramétereinek a kovetkezd fiiggvénye:

w=~rg € U =rplk. (2.33)

A (2.29)—(2.30) jelolések értelmében w €s ¥ kifejezhets az eredeti paraméte-
rek fiiggvényeként:

w=1Y—o0g0, —t €s VU= Biposoy. (2.34)

A palyak osztalyozasa

Az 1.2. alfejezetben definidlt fogalmak most gazdasagi tartalmat kapnak.

2.2. példa. Haromfajta rendszert mutatunk be, (i) szabalyosan ciklikus, (ii) elfa-
jultan oszcilldlé stabil (amely majdnem ciklikus) €s (iii) oszcillicidmentes stabil
rendszer. Mindharom rendszernek azonosak a kovetkezd paraméterei: 3; = 1,
g =020" =0;¢% = 1/1,06 = 0,943; k* = 0,4; / = 0,2; 0/ = 0,4;
os = 1,2. Kiilonboznek viszont a reakcié-egyiitthatok: (i) ¢, = 0,4; o, = 0,453;
op = 2,083; (i) tx = 0,3; o, = 1,4; 0p = 0,2; (iii) ¢ = 0,3; o = 0,5; op = 0.
A 2.2. abran a szabalyos ciklust mutatjuk be, de kiemeljiik a ciklus négy fazisat:

megélénkiilés: s > s° €s i < ¢,

fellendiilés: s > s® és ¢ > 4°,

megtorpands: s < s° és i > i°,
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e o
s =
1

T 1T 7T

visszaesés
megtorpanas

Nettdimport-hanyad

megélénkiilés

fellendiilés

Elkotelezettségi hanyad

2.2. abra. Szabdlyos beruhazasi ciklus
visszaesés: s < s° €s i < i°.

Megjegyzés. A 2.2. dbra a fdzissikban abrazolja a palyat. Az 1.11. tétel kornyékén
vazolt folytonositdst kihaszndlva, a 2.2. dbra negyedévi felbontdsban dbrdzolja a
szabdlyos oszcillaciot.

Szabdlyos oszcilldcio

Kozgazdasagilag a szabdlyos oszcillacié a legfontosabb. A ra vonatkoz6 1.11. té-
telt egyszertien kimasoljuk, a w = kj, és ¥ = k[ Szereposztdssal:

2.5. tétel. a) A (2.29)—(2.30) kétvdltozds linedris alaprendszer akkor és csak akkor
szabdlyosan oszcilldlo, ha teljesiil

Ky < 4Ky By (2.35)

b) Szabdlyos oszcilldcio esetén a folytonositott rendszer P periodusa és ©
csillapitdsi tényezdje fiiggetlen a kezdeti értékektdl:

2w < K >
P=—, ahol = arccos (2.36)
© 4 2v/ KB

(2.37)
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¢) A szabdlyosan oszcilldlo rendszer akkor és csak akkor ciklikus a folytonos
iddben, ha (2.35) mellett teljesiil

¥ =1 (2.38)

2.4. A linearis készletjelzéses modell

Ebben az alfejezetben a tobbszektoros gazdasig linedris készletjelzéses szaba-
lyozési modelljét ismertetjiik. Az egyszektoros gazdasiagra vonatkozdan Metzler
(1941) foglalkozott a kérdéssel. A tobbszektoros gazdasag vizsgalatdt Kornai—
Martos (1971) kezdeményezte, s az éltaluk szerkesztett 1981-es kotetben szdmos
cikk foglalkozik a témaval. Kés6bb Martos (1984) és (1990) jutott letisztultabb
eredményekhez.

A modell

Egy n-szektoros gazdasdgbdl indulunk ki, ahol a szektorok kozti kapcsolatokat
egy készletekkel bovitett nyilt Leontief-modell irja le (Brédy, 1969). Ellentétben
a hagyomdnyos készletszabdlyozdsi modellekkel, itt (és a modellcsaldd t6bbi mo-
delljében) azt akarjuk vizsgélni, miképp miikodhet egy egész gazdasig decentrali-
zdlt készletjelzések alapjan. Egyszertien sz6lva azt tételezziik f6l, hogy a termelSk
a termelésiiket aszerint novelik vagy csokkentik egy kiviilrél adott normal érték-
hez képest, hogy a sajat készletiik kisebb-e vagy sem a normélisndl. Az éppen
iddre termelést (angol roviditése: JIT) modellezve, ebben a modellben nincsenek
inputkészletek (v6. Martos, 1990, a P-modell: 149. o. és az SM-modell: 186. 0.).

A jelolési egyszeriiség kedvéért foltessziik, hogy a gazdasdg hosszi tdivon nem
novekszik €s nem csokken. Legyen a;; a j-edik szektor egységnyi termeléséhez
sziikséges anyagigény az i-edik szektortdl, legyen rendre a t-edik id6szakban z; ¢
€s y; + az i-edik szektor nyito készlete és kibocsdtdsa, valamint c; a végs6 fogyasz-
tas az i-edik szektor termékébgl. A megfeleld matrixok és vektorok jele: A, z, ys
és c. Szokas szerint foltessziik, hogy A nemnegativ elem, irreducibilis matrix,
amelynek spektrdlsugara kisebb, mint 1: p(A) < 1. Megfeleld mértékegység-
vélasztdssal biztosithaté, hogy 1TA < 1T (A.9. tétel b) kovetkezménye).

A modell dinamikéja egy egyszerii azonossdgon alapul:
készletvaltozds = termelés — termeldi fogyasztidsok 0sszege — végs6 fogyasztas.

A termeldi fogyasztas ardnyos a termeléssel, a végsd fogyasztas adott. A mo-
dellt egy linedris decentralizalt szabalyozisi egyenlettel zarjuk le:

az 1-edik szektor termelése = kapacitds — reakcidegylitthaté x sajit készlete.
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A modell egyenletei

Folirjuk a modell egyenleteit.
Készletvaltozas
zipi=2z2+ I — Ay —c. (2.39)

Decentralizdlt termelésszabdlyozds
ye =y —(d)z, (2.40)

ahol y* a termelési kapacitdsok vektora és (d) = (d;) > 0 egy diagonlis matrix.
(2.40)-et behelyettesitve (2.39)-be, adédik az
alapegyenlet-rendszer

se1 = (I — (d) + A{d))z + (I — A)y* —c. (2.41)

Normal allapot

Miel6tt elemeznénk az alapegyenlet-rendszer dinamikéjat, kozvetleniil tanulma-
nyozzuk a normadl dllapot tulajdonsigait. Mindenekel6tt egy feltevéssel éliink.
A teljes kapacitds képes fedezni a végso fogyasztast:

vt > (I—A) e (2.42)

2.6. tétel. Megfeleld kapacitdsok esetén [(2.42)] az outputkészletjelzéses rend-
szernek létezik egyetlenegy pozitiv normdl kibocsdtdsa és készlete:

W=T-A)"te é =)y —T—-A)" . (2.43)

Bizonyitas. Helyettesitsiik be a 2,41 = 2, = 2° €s az y, = y° Osszefliggést a
(2.39)—(2.40) osszefiiggésparba, ahonnan helyettesitéssel adddik (2.43). p(A) <
1, A.7. e) tétel és ¢ > 0 folytan y° > 0 és (2.42)—(2.43) értelmében 2° > 0. O

Stabilitas és oszcillaciomentesség

Haz — z,u >y, M — A, w — cés k — d megfeleltetéssel éliink, akkor
kozvetleniil alkalmazhatjuk az 1.16. tételben nyert eredményeket. Megismételjiik
a kovetkez6 fogalmat.

A visszacsatolds csillapitott:

0<d<1. (2.44)
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2.7. tétel. Tegyiik fol, hogy csillapitott visszacsatolds miikodik: (2.44). Ekkor
a) A készletjelzéses szabdlyozds stabil.
b) A maximdlis csillapitdsi tényezd a d = 1 esetben valosul meg, értéke

1
<I>1:m.

c) A készletjelzéses szabdlyozds tipikusan (aszimptotikusan) oszcilldciomen-
tes.

Megjegyzések. 1. Ha tillépiink a 0 < d < 1 korlaton, akkor &ltaldban tovabb
gyorsithatjuk a szabélyozds konvergencidjat.

2. Atkinson (1969) ramutatott arra, hogy a matematikai-kdzgazdasdgi szak-
irodalom altaldban elhanyagolja a csillapitasi tényezd kvantitativ kérdését, s meg-
elégszik a stabilitas kvalitativ megallapitasaval. Modelliink el6ny0s tulajdonsaga,
hogy a maximalis konvergenciasebesség megfelel6en nagy.

3. Vegyiik észre, hogy a stabil készletjelzéses szabdlyozds hosszi tdvon elve-
zet a staciondrius készletvektorhoz. El6zetesen 2° értéke csak centralizalt szami-
tassal hatdrozhaté meg.

4. Kornai-Martos (1971) eredetileg egy folytonos idejii és novekv6 gazdasa-
gi modellel dolgoztak. A készletjelzés mellett figyelembe vették a termeldi €s a
végsd fogyasztds novekedését, s ezzel elrontottdk a szabdlyozds decentralizaltsa-
git. A Kornai—Simonovits (1975) és (1981) cikkben mér diszkrét idejli modell
szerepelt, s a szabdlyozds egyidejd, igynevezett on-line decentralizaltsaga a nor-
maképzés id6ben elbzetes, igynevezett off-line centralizaltsaga aran valésult meg:
(2.43) mellett

yr —y° = —(d)(z — 2°) (2.40")

szerepelt. Martos (1984) és (1990) visszatért a novekedésmentes gazdasaghoz, és
a jelen modell gondolatidt megelSlegezve, megalkotta a teljesen (on-line és off-
line) decentralizalt készletszabalyozas modelljét.

5. Figyelemre mélt6, hogy Lovell (1962) és Brédy (1973) a készletjelzéses
szabalyozashoz hasonld, de eladdsi varakozasokon, illetve arszabalyozason (1asd
6.3. alfejezet) alapulé modellt elemzett. Az elsé készletjelzéses modell Metzler
(1941) nevéhez flizédik.

6. A kozgazdasag-elmélet nyelvén szélva, ha az (1.40)—(1.41) decentralizalt
mechanizmus stabil, akkor a decentralizalt szabalyozas informaciéval takarékos-
kodva eljuttathatja a rendszert az egyensilyba — anélkiil, hogy egy kozpontba
gytijtené Ossze az Osszes informdaciét. Ez a parhuzam jellemezte a szocializmus
racionalizdlhatésdgédban hivdk és ellenfeleik kozti vitat (Lange és von Mises, ldsd
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Hayek, szerk. 1935). A szocializmus vildgtorténelmi bukdsa utdn mar megélla-
pithatjuk, hogy a piaci szocializmusnak nevezett elméleti megkozelités — minden
elméleti és gyakorlati érdeme ellenére —, nem jutott el a dolog lényegéhez, Mi-
sesnek — aki az 1.6. tétel folfedezdjének a batyja volt — volt igaza (Kornai, 1993,
498. 0.).

2.5. A stabil népesség modellje

Az egyik legegyszer(ibb demogréfiai modell a stabil népesség fogalmdra épiil. Le-
gyent = 1,2,... anaptari id6szak (altalaban év) indexe, és k az életkor indexe.
Egynemi{i modelliinkben 7y, ; jeloli a k kortiak szamat a t-edik id6szakban.

Stabil népességrol beszélink, ha a korosztilyi ardnyok minden id6szakban

allandok:
Nkt

no,t

=c, k=1,2,...,D—1.

Egyébként ny, ;/ng + a t-edik év egyesitett férfi és n6i korfdjdnak k-adik eleme.
Feltessziik, hogy annak valészintisége, hogy valaki megéli a k-adik életkort,
l, id6ben alland6: 1 = lg > I3 > --- > Ip_1 > Ip = 0. EbbdI kovetkezik, hogy

Nkt+k = no’tlk, k= 1, 2, e ,D — 1. (2.45)

Belathat6 a
2.8. tétel. Ha a sziiletésszam idbszakonként v-szorosére novekszik: ngiy1 =
vng ¢, akkor a korfa szerkezete

gt = no ", k=1,2,...,D. (2.46)
Bizonyitas. (2.45) szerint ny; = ng gl és noy = vnos—1 = - = vhng, g,
azaz (2.46). O

De mekkora a sziiletésszdm novekedési iiteme? Ennek megvélaszoldsara be-
vezetjiik a k évesek korspecifikus termékenységi aranyat: fr, K1, Ko a sziiloké-
pességi kor minimuma és maximuma: 0 < K; < Ky id6ben dlland6 értékek.
Ekkor a sziiletésszam

K>
not = Y fenke (2.47)
k=K1

Sziikségiink lesz még egy atalakitasra. Helyettesitsiik be a (2.47) sziiletési egyen-
letbe a (2.45) egyenlet késleltetett alakjat:

K>
not = Y felknos—r, (2.48)
k=K1
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a K»-edrendi homogén linedris skalar differenciaegyenlet, ng —k,, . . . , no,—1 kez-

Py

doértékekkel. Igazolhaté a

2.9. tétel. Allando termékenységii és halanddsdgii stabil népesség esetén a sziile-
tésszdm novekedési egyiitthatoja a kovetkezd Ko-edfokii polinom egyetlen pozitiv
gyoke:

K>
S feli =1 (2.49)
k=K
Ez a gyok akkor és csak akkor nagyobb 1-nél, ha az egy f6re (ndre) juto (ldny)sziilé-
sek szdma nagyobb, mint 1:

K>
Z fklk > 1.

k=K,

Bizonyitas. Helyettesitsiik be (2.46)-ot (2.48)-ba, s a kapott egyenletbdl egysze-
rlisitéssel adoédik (2.49). Mivel a (2.49) egyenlet bal oldala csokkend fiiggvénye
v-nek, legfeljebb egy pozitiv gyok lehetséges. Mivel a bal oldal nulldban vett
hatarértéke végtelen, a végtelenben vett hatdrértéke pedig 0, mindig 1étezik egy
pozitiv gyok: v. A gyok pontosan akkor nagyobb, mint 1, ha a (2.49) bal oldali
kifejezésének értéke v = 1-ben nagyobb, mint 1. O

A (2.48) sziiletési egyenlet azonban az atmenetileg instabil népességnél is
hasznos. Erre mutat rd a

2.10. tétel. (Lotka—Sharpe, 1911.) Allandé termékenységi és haldlozdsi egyiittha-
tok esetén, feltéve, hogy legaldbb két szomszédos termékeny korosztdly létezik, a
tényleges népességi ardnyok és a népesség novekedési iiteme a megfeleld stabil
népesség mutatdindl stabilizdlodnak.

Bizonyitasvazlat. (2.48) egy magasabb rendd, linedris skalar differenciacgyenlet,
alapmegolddsai EN' alakdak (€ # 0 # )), s teljesiil rdjuk

Ko
= 3 flkeA .
k=K,

Egyszerisitve £ \!-nel, adédik a karakterisztikus egyenlet:

Ko
1= Y fulkd™F (2.50)
k=K1

A 2.9. tétel szerint az egyenletnek egyetlenegy pozitiv gydke van: A\; = v > 0.
Indirekt bizonyitassal adddik, hogy ha alkalmas i-re f;fi+1 > 0és K1 <
K>, akkor a tobbi \; gyok abszolit értékben kisebb mint v, azaz a megoldds

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

2.6. A Lucas-féle modell 61

relative stabil. Val6ban, indirekt feltevés szerint l1étezz€ék egy masik, nem pozitiv
A sajatérték, amelynek abszolit értéke legalabb v: |\| > v. Behelyettesitve (2.50)-
be és alkalmazva a hdromszog-egyenl6tlenséget:

K2 K2
1< Y flil N7 < Y fulklvF =1,

k=K1 k=K1

s ez ellentmondds. Ha megengednénk, hogy mindenki egy id6szakban sziiljon:
K, = K>, vagy hogy bizonyos iddszakokban senki se sziiljon, akkor éllitdsunk-
ban aszimptotikus stabilitds helyett csak (Ljapunov-) stabilitast kapnank. O

Egyszertisége miatt a stabil népesség elmélete az egyszer(ibb nyugdijmodel-
leknél is gyakran szerepel (Simonovits, 2020).
2.3. feladat. a) Igazoljuk kozvetleniil a 2.9. és a 2.10. tételeketa K1 = 1, Ko = 2
esetre.

b) Mi van, ha f; + fo > 1?

2.6. A Lucas-féle modell

Lucas (1972) a modern mikrookonémia egyik legfontosabb cikke, amely a racio-
nalis varakozasokat a makrookondmiai modellezés kozpontjaba helyezte. Ebben
az alfejezetben Romer (1996, 242-256. o.) alapjdn ismertetem a cikket.

Sok termeld 1étezik, indexiik ¢ = 1,2, ..., melyek termelése L;, fogyasztasa
Ci, hasznossaga U; = C; — 7_1LZ, ahol v > 1. Ha ismert a P aggregdlt drszin-
vonal és P; az i-edik termel§ éra, akkor az i-edik egyén reédljovedelme P;L;/P,
optimélis termelése az U, = 0 feltételbd]

L; = (B/P)Y/0—1),

Logaritmadlva és kisbetiikre térve:

Az i-edik termék log-kereslete

¢ =y+z—nlp—p),

ahol y az aggregalt jovedelem, z; véletlen sokk, 7 a kereslet rugalmassaga. Atlagra
térve:

y=¢q; € p=Ep;.
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Az aggregélt kereslet:
y=m-—p,
ahol m a pénz logaritmusa.
Az i-edik piac egyensilyi feltétele

pbi—p

li=gq;, azaz
v—1

=y+zi—npi—p).

Rendezve
_ =Dy +2)
S
Atlagra térve, adédik, hogy iy = 0 (normalés kérdése) és m = p.
Most tegyiik fel, hogy a termel6k nem ismerik az 4rszinvonalat, P-t. Legyen
r = p; — p az i-edik termék relativ dra, s ekkor a kindlat a relativ arra vonatkozé
vdrakozds linedris fliggvénye:
;. — Elrilpi)
i = .
v—1
A modell kulcsfeltétele, hogy a véarakozds raciondlis, azaz 6sszhangban van a
modellel.
A szadmitas egyszerlisége kedvéért feltessziik, hogy minden véletlen véltozé
normalis eloszlésu, p variancidja V), r variancidja V;.. EKkor jOl ismert tétel szerint

E(ri|pi) = a + Bpi,

konkrétabban v
E(ri|p;) = d i — Ep).
(rilpi) W+%@ P)
Bevezetve a
_ L %
-1V
jelolést, behelyettesitéssel adddik az Un. Lucas-féle kindlati egyenlet:
li = b(p — Ep).
Visszahelyettesitve az egyensilyi egyenletbe, és kifejezve az drat és a termelést:
1 b
= E
PET i
és b ;
= — Ep.
S DR I
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Az aregyenletben varakozast véve, a raciondlis varakozasokra jellemz6 implicit

egyenletet kapunk:
1 b
Ep= E
P i
amelyet megoldunk:
Ep =Em.

Felhasznalva, hogy m = Em + m — Em, egyenleteink tj alakban is felirhatok:

1
prm—i—m(m—Em)

= ——(m —Em).
Y 1—i-b<m m)

A modell teljes megoldasahoz ki kell szamitani még b-t. Mechanikus szdmo-
lassal beldthatd, hogy p; —p = z;/(n +b), azaz V. = V. /(n + b)?. Visszahelyet-
tesitve b definicidjaba, b-re implicit egyenletet kapunk:

1 V.
b= :
y=1V.+&V,

+b)?
ahol S—H.

Abban a specidlis esetben, amikor 17 = 1, egyenletiink explicitté vélik:

_ v
=1V, + V'

Az alfejezet végén értelmezziik a modellt, 6konometriailag megbecsiiljiik az
egyenleteket, és roviden birdljuk a modellt.

A Lucas-model f6 kovetkeztetése: varatlanul nagy aggregélt kereslet mind a
kibocsatast, mind az arakat noveli, s ezért a varatlan inflacié noveli a kibocsatast.
Ezt azonban a kormany tartésan nem tudja kihasznalni (v6. Phillips-gorbe).

Lucas (1973) a kdvetkez6 egyenletet probalta becsiilni:

Yt = ¢+ TAZ + Ayi—1,

ahol y; és x; rendre a log GDP redl, illetve nomindl értéke, 7 a kibocsatés ér-
zékenysége az aggregdlt kereslet valtozasara, -, egy egyiitthaté. Egy egyszert
specifikécid:

T, = Q-+ 60—Aa},i7
ahol 7; az i-edik orszdg érzékenysége, oa, ; pedig a log nomindlis GDP szdrésa.
Lucas elmélete szerint 3 < 0.
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Lucas okonometriai verifikaldsi kisérletét sokkal gazdagabb adathalmazra ter-
jesztette ki Ball-Mankiw—D. Romer (1988). Eredményiik:

7; = 0,388 — 1,6390 A4 4,

0,057 és 0,482 szérassal; R? = 0,21; a becslési hiba 0,245.

Két fontos ellenvetés tehetd a modellel szemben:

a) Lucas modelljében a munkakinélat erGteljesen reagdl a munkabér feltétele-
zett valtozasdra. Ennek azonban a valésdgban alig van nyoma.

b) A modell alapfeltevése, hogy a termeldk nem ismerik az altalanos aralaku-
l4st. Ez azonban mér 1970-ben is a val6sagtdl elrugaszkodott feltevés volt.

Utélag visszatekintve, a modell jelent6sége abban all, hogy bevitte a makroo-
kondmidba a raciondlis vdrakozdsokat, s6t, kzponti helyet biztositott szamukra.
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3. fejezet

Nemlinearis
differenciaegyenletek

Ebben a fejezetben roviden ismertetjiik az idében allandd, nemlinedris differen-
ciaegyenletek elméletének azokat az elemeit, amelyeket e konyvben alkalmazunk.
A 3.1. alfejezetben a fixpontok stabilitasat vizsgéljuk, kiterjesztve a linedris eset-
re kapott tételeket a nemlinedrisra. A 3.2. alfejezetben a hatdrciklusokat tanul-
manyozzuk. A 3.3. alfejezetben az ugynevezett kaotikus dinamikdt vizsgaljuk,
ahol a palya ,,érzékenyen” fiigg a kezd6allapottdl. Hasznos tudnivaldkat tartalmaz
Guckenheimer (1979), Szépfalussy—Tél, szerk. (1982), Guckenheimer—Holmes
(1986), Grandmont (1986), Devaney (1989), Fokasz, szerk. (1998) és Hommes
(2013).

3.1. A fixpont létezése és stabilitasa
Ratériink a nemlinedris rendszerek elemzésére, kiilonos tekintettel a fixpont loka-
lis és globailis stabilitdsara. Most megadjuk az elsérend nemlinedris differencia-
egyenlet-rendszer altalanos alakjat:

xir1 = f(x4), t=20,1,2,..., xo  adott; 3.D
ahol X kompakt halmaz R"-ben, f : X — X folytonos fiiggvény.

Ismert a fixpont definiciéja: az allapottér egy x° elemét az f leképezés fix-
pontjdnak nevezziik, ha teljesiil

z° = f(x°). (3.2)
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Nyilvanval6, hogy ha a rendszer fixpontb6l indul, akkor ott is marad:

ha x9=2° akkor x;=12°, t=0,1,2,....

Egyeldre csak feltessziik, hogy 1étezik (legalabb) egy fixpont; késébb adunk a
1étezésre €s az egyértelmiiségre is elégséges feltételt.

Tobbfajta stabilitdst kiillonboztetiink meg.

Egy x° fixpont Ljapunov-stabil, ha a fixponthoz elegendéen kozeli barmely
kezdballapotbdl indulé pélya végig elegendd kozel marad a fixponthoz. Formali-
san: minden € > 0-hoz taldlhat6 olyan 6 > 0, hogy ha ||z¢ — 2°|| < 0, akkor
||z — 2°|| < € minden t-re. (Ez egyfajta kiterjesztett folytonossag.)

Egy x° fixpont lokdlisan stabil, ha a) Ljapunov-stabil, és b) a kdzelrdl indulé
palydk nemcsak mindvégig kozel maradnak a fixponthoz, hanem konvergélnak:

lim z; = z°.
t—o00
Egy x° fixpont globdlisan stabil, ha a) Ljapunov-stabil, és b) minden pélya

minden indulé éallapotra nemcsak mindvégig kozel marad a fixponthoz, hanem
konvergal is.

Megjegyzések. 1. Az instabil fixpontnak nincs gyakorlati jelentGsége.

2. A kozgazdasdgtani stabilitds irodalmét kdvetve elhagytuk a matematikéban
kotelezd aszimptotikus jelz6t, viszont kitettiik a matematikaban elrejtett Ljapunov
jelz6t. Téblazatosan mutatjuk meg e kettésséget:

3.1. tablazat. Kétféle stabilitas elnevezésének Osszehasonlitasa

Koznapi jelentés kozelség megbrzése konvergencia
Matematika stabilitds aszimptotikus stabilitds
Kozgazdasigtan Ljapunov-stabilitds stabilitds

3. Szdmos matematikai kozgazdéisz (példaul Arrow—Hahn, 1971 és Zalai,
1989) a globilis stabilitds definicidjaban nem koveteli meg a stabil fixpont egyér-
telmdségét.

4. Fontossaga miatt megemlitjiilk az instabilitds egyik specidlis esetét, a nye-
regpont-instabilitdst: bizonyos kezdeti feltételek stabil, mdsok divergens pdlydkat
szdrmaztatnak. Ha minden nemstaciondrius palya divergens, akkor feljes instabi-
litdsrol 1s szoktak beszélni.

A kovetkezd példa megmutatja, hogy miért nem elegendd a konvergencia a
Ljapunov-stabilitds nélkiil az aszimptotikus stabilitds definicidjéban.
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3.1. példa. (Elagdi, 1991, Example 4.4.) Konvergencia Ljapunov-stabilitds nél-
kiil. Tekintsiink egy poldrkoordinétdkkal megadott sikbeli rendszert:

Tt+1 = \/Fty 19t+1 = /2m0,

ahol rp > 0, 0 < ¥y < 27. Konnyen beldthatd, hogy az dllandésult dllapot (1,0)
vagy mds alakban: (1, 27), amelyhez minden pdlya konvergél. Valéban, r, mono-
ton novekszik (cs6kken), ha rg < 1 (rg > 1), és ; novekedve tart 27-hez. De
hidba van akarmilyen kozel a 9 > 0 kezddéllapot 0-hoz, a sorozat az egyensuly-
tél tdvolodo irdnyba mozdul el, tehat a fixpontot nem tekintjiik stabilnak.

Globalis stabilitas

Globalis stabilitdsnal a konvergencidt tetsz6leges kezdSpontra kell bizonyitani.
Bevezetésként egy olyan egydimenzids feladatot vizsgédlunk, ahol a stabilitds
nyilvanvalé.
3.1. tétel. a) Ha egy f fiiggvény folytonos, és a [0, 1] szakaszt énmagdba képzi le,
akkor létezik legaldbb egy fixpontja: x° = f(z°) € [0, 1].
b) Ha emelleit a leképezés sima (a derivdltja folytonos), és |f'| < 1, akkor
pontosan egy fixpont létezik, és a (3.1) iterdcio tart ehhez a fixponthoz.

Bizonyitas. a) Ha f(0) = 0 vagy f(1) = 1, akkor 2° = 0 vagy 1 fixpont.
A tovabbiakban kizarjuk 8ket. Ekkor szemléletesen magétdl értet6dd az allitds: az
y = f(x) gorbe az y = x 4tl6 folott indul: f(0) > 0, alatta végzddik: f(1) < 1,
kozben legaldbb egy helyen metszi az atlét: f(z°) = x° (Bolzano-tétel).

b) Ha a leképezésnek legalabb két kiilonbozd fixpontja lenne, akkor a két kii-
16nboz6 fixpont kozti szakaszon 1étezne egy olyan z pont, amelyre a Lagrange-
féle kozépérték-tétel szerint 2° —y° = f'(2)(z° —y°), f'(2) = 1 — ellentmondas.

A monotonités és | f’| < 1 miatt igaz a kovetkez3 egyenlStlenség-rendszer:

A) ha z <z° akkor z< f(z)< 2%

(3.3)
B) ha x> z° akkor x> f(x)> 2°.
Feltevés szerint igaz, hogy
A) ha z; <z akkor =z < 441 < 2%
34

B) ha z; > 2° akkor x> x4q41 > 2°.

Az A) esetben egy feliilrél korldtos, monoton ndvekvd, a B) esetben pedig
egy alulrdl korldtos, monoton csokkend sorozatunk van — mindkettd konvergens.
A folytonossdg miatt a bal és a jobb oldali hatdrérték kozos, tehét ez a fixpont. O
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Atugorjuk az egyvéltozés csokkend fiiggvény esetét (ahol a kétszeresen iteralt
f(f(x)) figgvény novekvd), és rogton az n-véltozds rendszer stabilitdsat vizsgdl-
juk.

A linedris rendszer stabilitdsa nagyon egyszertien vizsgalhat6 az (1.12) exp-
licit megoldéssal (1.4. tétel). Mit tehetiink a nemlinedris esetben, ahol 4ltaldban
nincs explicit megoldas? Ljapunovtdl szarmazik az az elgondolds, hogy anélkiil
is vizsgélhat6 a stabilitds (Molnar—Szidarovszki—Okugucsi, 1992), hogy a meg-
oldast meg tudnank (vagy meg kellene) hatarozni, ezt nevezik kvalitativ elmélet-
nek. Csupdn egy olyan pozitiv fliggvényre van sziikség, amellyel mérve a tdvolsa-
got a fixponttdl, a fiiggvény csokken. Szabatosan megfogalmazva: egy folytonos
V . X — R fiiggvényt Ljapunov-fiiggvénynek neveziink az f fiiggvényre nézve,
ha

(i) a V fiiggvény a fixpontban nulla, kiilonben pozitiv:

V(®)=0 é V(r)>0 (z#2a°);

7

és
(ii) 1ényegében minden (z, f(x)) allapotparban V' csokken:

V[f(z)] < V(z), kivéve,ha x =2°.

3.2. tétel. (Lyapunov, 1893.) Ha létezik a dinamikdnak Ljapunov-fiiggvénye, ak-
kor a fixpont globdlisan stabil.

Megjegyzések. 1. Altaldban nehéz taldlni Ljapunov-fiiggvényt, specialis esetek-
ben azonban vannak mddszerek, amelyek segitenek. Példdul minden stabil line-
aris rendszerre 1étezik egy kvadratikus Ljapunov-fiiggvény. Konkrétan: tekintsiik
az 1.7. feladatban megadott spirdl esetét (0 < p < 1), ahol V(z) = |z|? egy
Ljapunov-fiiggvény.

2. Erdemes megemliteni a Ljapunov-tétel fizikai hétterét: disszipativ rendszer-
ben (ahol a mechanikai energia egy része masfajta energiava alakul at), a me-
chanikai energia mindaddig csokken, amig a rendszer el nem éri az egyensilyi
allapotat.

7z

Bizonyitas. Legyen xo € X tetszSleges kezdGallapot, {x;} pedig a belle indul6
palya. Ha a palya véges id6szak alatt eljut a fixpontba, akkor a stabilitds trivialis.
A tovdbbiakban kizarhatjuk ezt a valdsziniitlen esetet. Ekkor a {V'(z;)} sorozat
pozitiv és csokkend, tehat van torlédasi pontja, amelyet V *-gal jeloliink. Mivel X
kompakt, az {z} sorozat tartalmaz legaldbb egy konvergens részsorozatot: {z, },
amelynek hatdrértéke 2*. Mivel V' folytonos fiiggvény, V (z*) = V* és { f(x4;)}
konvergdl f(z*)-hoz. De {V (z;)} is konvergens, tehdt a két torl6ddsi pont azo-
nos: V(z*) = V[f(z*)]. A (i) tulajdonsédg értelmében z* = z°. Ha minden
részsorozat ugyanoda tart, akkor a teljes sorozat is konvergens. O
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Lokalis stabilitas

A globalis konvergencidval szemben a lokdlis stabilitds csak a fixpont megfelel6en
kis kornyezetébdl indulé pélyak konvergencidjét szavatolja. Legyen f(x) folyto-
nosan differencidlhaté fiiggvény egy x° fixpontban, €s legyen

M =Df(x°), w= f(z°) — Mz°, (3.5)
ahol D az n-dimenziés differencidloperétor, amelynek (i, j)-edik eleme
Ofi
81‘]' '
Ekkor az
Ty = Mz +w (3.6)

rendszert a (3.1) rendszer linearizdlt részének nevezziik. Most kimondjuk az 1.4.
tétel nemlinedris altalanositasat:
3.3. tétel. A diszkrét idejii, (3.1) nemlinedris dinamikus rendszer lokdlisan stabil
az x° pontban, ha a linearizdlt része stabil, azaz a mdtrix spektrdlsugara kisebb,
mint 1:

p(M) < 1.

Megjegyzések. 1. Konnyen belathat6, hogy folytonos jobb oldali differencia-
egyenlet-rendszerben (instabil esetben is) korlatos idészakban a megoldas is csak
kicsit valtozik a kezdGallapottal. A 3.3. (stabilitasi) tétel ezt a folytonossagot ter-
jeszti ki az egész id6tengelyre, egyenletesen.

2. A tétel kiegészitése is fontos: a rendszer lokdlisan instabil, ha a linearizalt
rész instabil: p(M) > 1. Mi van akkor, ha p(M) = 1? Hasonléan az analizishez,
amikor a lokalis sz&ls6értékr6l semmit sem tudunk mondani, ha a masodik derivalt

nulla, ilyenkor tovabbi vizsgalatokra van sziikség.

Bizonyitasi alapdotlet. A 3.3. tétel folytonos idejii véltozatardl az 5.2. alfejezetben
sz6lunk, s ekkor részletezziik a bizonyitast. A lényege az, hogy stabil linedris
rész esetén szerkesztheté Ljapunov-fiiggvény, amelynek segitségével a stabilitds
igazolhato.

A skaldr esetben megadjuk a teljes bizonyitast is. Legyen 2° = 0, akkor
f(z) = Mz + 9(z), ahol lim,_,qJ(z)/z = 0. Ismét V(z) = 22 a jeloltiink
a Ljapunov-fiiggvény szerepére. Ekkor a nemnegativitasi feltétel teljesiil és a mo-
notonitasi feltétel V[ f(x)] < V(z), azaz M 222 + 2Mxd(x) + 9(z)? < 22 is 4ll,
ha e = J(x)/x-ra teljesiil

V1-M2 1- M?

€ < min , .
Vi A
Ehhez elegendd, ha |z| elegenden kicsiny. |
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sz

A fejezet hatraléve részében alapvet6 szerepet jatszik a legegyszertibb nemli-
nedris fiiggvény.
3.2. példa. (V0. 5.7. feladat.) Logisztikus egyenlet: Legyen n = 1 és

flz)=azx(l—2z), 0<zx<l é 0<a<d4. (3.7)

Miikodoképesség: 0 < f(x) < f(1/2) = a/4 < 1 < 0 < a < 4. Fixpont:
z° =1 —1/a (és a trividlis 2° = 0). Lokdlis stabilitds: f'(z) = a(1 — 2z) =
f/(x°) = 2 — a; stabilitdsi tartomédny: 1 < a < 3. (A trividlis 2° = 0 fixpont
instabil: f/(0) =a > 1.)

A lokdlis stabilitds elégséges feltételének érdekes alkalmazdsa a nemlinedris
fliggvény izolalt gyokének keresését szolgdld érintémddszer. Az izolalt gyokre
két alternativa 4ll: g(z°) = 0, g(x) < 0,haa < x < 2°és g(z) > 0, ha
x° < x < b (vagy forditva) Ha lerajzoljuk az dgynevezett karakterisztikus ha-
romszoget, amelynek dtfogéja az (x4, g(a¢)) pontbeli érints, amely az y = 0
vizszintes tengelyt az x;, 1 abszcisszdjd pontba metszi, akkor 14thatd, hogy

g(wt)

/ j—
g (I‘t) - )
Tt — T4l
ahonnan rendezéssel egy iterdciét kapunk:

g(we)
g ()’

Tigl = Ty — =0,1,..., ahol =x¢ adott. (3.8)

Kovetkezmény. (Newton-féle érintémddszer, 1670 utdn.) Legyen g(x) legaldbb
kétszer folytonosan differencidlhaté skaldr—skaldr-fiiggvény az [a,b] szakaszon,
és x° € (a,b) egy izoldlt gyok. Ha az xq kezddéérték a gyokhoz elegendd kozel
fekszik, akkor a (3.8) iterdcid a gyokhoz konvergdl.

A kovetkezmény bizonyitasa. A (3.8) jobb oldalan all6 leképezést jeldlje
g(x)
flz) = - :
g'(x)
Az izolalt gyok nyilvanvaldan fixpont. Ekkor a lokalis stabilitdsrol szol6 3.3. tétel
alkalmazésdhoz |f/(x°)| < 1 egyenl6tlenségre van sziikség. Szamoldssal

9°(@) — g(x)g"(z) _ g(z)g"(x)

@) =1- -
9 () 9% (x)
Definici6 szerint f'(z°) = 0, és a folytonossdg miatt f’ a gyok kozelében abszolit
értékben kisebb, mint 1. O
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Ismét globalis stabilitas

A kovetkez6 tételben visszatériink a globalis stabilitashoz, de olyan erds feltevé-
sek mellett, hogy a fixpont létezését és egyértelmiiségét nem is kell foltenniink,
mert bizonyithatjuk.

Ehhez sziikségiink lesz a kontrakcié fogalmara. Egy f : R™ — R" leképzést
a korlétos és zart (kompakt) X halmazon kontrakcionak (zsugoritdsnak) neve-
ziink, ha f(X') C X és létezik olyan 6 € (0, 1), amelyre

f(@) = f@WIl <dlle —yll, ha =zycd. (3.9)

Most mar kimondhat6 a nevezetes
3.4. tétel. (Banach-féle fixponttétel, 1922.) Ha az f leképezés kontrakcié az X
kompakt halmazon, akkor a (3.1) rendszernek pontosan egy fixpontja van, s ez
globdlisan stabil.

Megjegyzés.* Ez a tétel dltalanosabb terekre is érvényes, ahol a tér elemei nem
véges dimenzids vektorok, hanem példaul a Fiiggelék végén emlitett, dltalanos
vektortereken definidlt folytonos fiiggvények. A leképezések példaul az 5. feje-
zetben targyalandé altaldnos differencidlegyenlet megolddsdnak fokozatos meg-
kozelitései, s a hatarérték a differencidlegyenlet pontos megoldésa (5.2. tétel), de
alkalmazésként a 7.1. alfejezetet is emlithetjiik.

Bizonyitas. A kontrakci6 (3.9)-beli definicigjabdl teljes indukcidval adédik
i1 = @el| = || f(22) = fl@e)] < Ollar — zea]] < 8[Jz1 — o] |-

Innen u > t-re a hdromszog-egyenlStlenség ismételt alkalmazédsabol adédik
u—1
[l = xel| < llow = @yl 4+ |lzern — 2|l < D 6%|lz1 — ol
k=t
oo % 5t
< D0y = wol| = 5 llw1 = ol
k=t N

Tehdt {x;} Cauchy-sorozat, létezik X'-beli hatarértéke: 2°. Az f folytonossa-
ga miatt 2° = lim; x; = limy f(z4—1) = f(2°), tehdt ° fixpont. Indirekt mo-
don belétjuk, hogy csak egy fixpont van. Legyen legalabb két kiilonb6z6 fixpont:
y° # x°. Ekkor ||2° — y°|| = || f(z°) — f(v°)|] < ||z° — y°||, ellentmondéds. O

Megjegyzések. 1. n = 1 esetén egy sima f leképezés a korlatos és zart I sza-
kaszon kontrakcid, ha |f/'(z)| < 1, z € I. Val6ban, a Lagrange-féle kozépérték-
tétel szerint minden (z,y) parhoz van olyan koztes z, amelyre |f(z) — f(y)| =
[f'(2)] |z — y| < 6|z — yl, ahol § = max | f'(z)|.
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2. n > 1 esetén még linedris f(x) = Mx + w leképezés esetén sem egy-
szerli megadni a kontrakci6 sziikséges és elégséges feltételét (1asd Halmos, 1958,
vagy Young, 1970, 3.7. alfejezet). A transzformdacié-normakrél mondottakbdl vi-
lagos, hogy a linedris elméletben megismert spektralsugdrra vonatkozé p(M) < 1
egyenlbtlenség sziikséges feltétel, az || M|| < 1, illetve || M*|| < 1 pedig elégsé-
ges alkalmas természetes k-ra (vo. 1.8. tétel).

3. Valgjédban itt V(z) = ||z — x°|| egy Ljapunov-fiiggvény, azaz az iteracié
konvergens.

A kovetkezo feladatok a kontrakcids elv alkalmazhatésdganak korlatjait mu-

tatjadk meg.

3.1. feladat. Nincs fixpont. a) Léssuk be, hogy az f(z) = x + (1 + %) ! fiigg-
vénynek nincs fixpontja (—oo, 00)-ban, bar 0 < f’(z) < 1 minden valés z-re
teljesiil! b) Miért nem alkalmazhat6 a kontrakcids tétel?

Xt

A
0,50 [

040 [

030

0,20

T
|
|
'
A
|
|
|
|

T T T T T

010 [

= it —s Y =

0300 J A4S N USRI U U S S ' AN BRI R VS,
0,00 010 020 030 040 050 060 070 080 090 1,00

X X0 x* Xo

3.1. dbra. Globadlisan stabil fixpont: a = 1,5

Skalarfiiggvények esetén jol hasznalhat6 az igynevezett Lamerey-lépcsd (Ar-
nold, 1984, 18. dbra), amely a sikbeli {(z¢, f(x¢))} és {(z¢,x¢)} pontsorozatokat
0sszekot6 valtakozva vizszintes €s fiiggdleges szakaszokbdl 4ll6 1épcsd. Példaul
az xo pont képe f(xo): (zg, 0) pontbdl egy fiiggbleges egyenes visz az (xg, f(x¢))
pontba. Innen egy vizszintes egyenes az y = z egyenesbdl kimetszi az (x1,x1)
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pontot: 1 = f(x(), ahonnan tjabb fiiggbleges és vizszintes szakaszok felvélta
kovetik egymdst. A 3.1. és a 3.2. dbra két logisztikus fliggvényre bemutat egy
ilyen 1épcs6t (1asd még 3.2. példa és 3.3.* feladat). (Kozgazddszok a sertésciklust
leir6é pokhal6-elméletbdl ismerik, amelyet els6ként talan Ezekiel (1938) targyalt,
lasd még Simonovits (2020, 2.4. dbra).)
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X1
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X0 x] x° x5

3.2. abra. Globadlisan stabil fixpont: a = 2,5

A kordbban targyalt Newton-féle érintémoédszer (a 3.3. tétel kovetkezménye)
legegyszer(ibb és globalisan stabil véiltozata a

3.2. feladat. Négyzetgyokvonds. Egy [ pozitiv szdm pozitiv négyzetgyokét a ko-
vetkez6 iterdcids eljarassal szamithatjuk ki:

Ty = f(2) = % <$t + Z) ;
ahol zg egy tetszbleges pozitiv szam.
a) Bizonyitsuk be az eljards konvergencidjat a Lamerey-1épcsd segitségével a
B < xg < oo tartomdnyra!
b) Bizonyitsuk be, hogy az f(x) leképezés kis xz-ekre nem kontrakcid, de az
eljaras mindig B négyzetgyokéhez konvergal!
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3.3. dbra. Lokalisan stabil, globdlisan instabil fixpont

3.3.feladat.* a) Igazoljuk, hogy a logisztikus leképezés fixpontja lokdlis stabilitds
esetén (1 < a < 3) globlisan is stabil! (Vélasszuk szét az 1 < a < 2 és a
2 < a < 3 esetet!) b) Mekkora a konvergenciasebesség az a = 2 értéknél?

Most egy olyan példat mutatunk be, ahol a lokalis stabilitasbol nem kovetkezik

a globdlis stabilités.
3.3. példa. Legyen f(x) = (2> 4+ 1)/3. a) A 3.3. dbra szerint harom fixpont van,
jelik 8, v,¢e,ah0l =2 < f < -1 < 0 < v <1 < e < 2ésb) csak a kozép-
s lokdlisan stabil, és vonzasi tartomanya (ahonnan indul6 palydk konvergensek)
(B, ).

a) Egyszerd szamoldssal megallapithaté p(x) = f(x)— x elGjele néhany pont-
ban: p(—2) < 0,p(—1) > 0, p(0) > 0, p(1) < 0, p(2) > 0. Azaz a harom fixpont
tényleg a fent leirt médon helyezkedik el.

b) f'(z) = 22, azaz f a (—1 + 4,1 — §) intervallumokban kontrakcid, ahol
& > 0 kicsiny; és ott a fixpont stabil. A kimaradé (3, —1) és az (1, ) intervallum-
beli kezd&értékekbdl indulé palydk konvergencidja konnyen belthaté: f/(x) > 1
miatt példdul z:p € (8, —1) esetén 5 < xg < f(xp) < 0 miatt a keletkezd sorozat
el6bb-utobb belép a (—1,0) intervallumba, onnan a kontrakcids elv alkalmazha-
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t6. A (—o0, ) és az (g, 0o) intervallumbdl indulé palydk —oo-be, illetve oo-be
tartanak.

Megjegyzés. Magasabb fokd polinomok vagy bonyolultabb fiiggvények esetében
tobb lokélisan stabil fixpontot is kaphatunk.

3.2. Hatarciklusok

Mindenekel6tt folidézziik az 1.1. alfejezet végi ciklusdefiniciét. Legyen P egy
természetes szam. Egy x1, xs, ..., x p vektorsorozatot az f rendszer P-periddusii
ciklusdnak nevezziik, ha az x1-b6l indulé pédlya xs, . . ., zp-n keresztiil visszatér
x1-be. Célszert a legkisebb ilyen P-re szoritkozunk.

Nemcsak egy fixpont, de egy ciklus is lehet stabil. Egy x1,...,xp ciklust
az f rendszer P-periddusii lokdlis hatdrciklusdnak neveziink, ha az x1 kozelében
indulé palydk rdsimulnak a ciklusra. Képletben:

Ha |y; —x1| elégkicsiny, akkor  lim yrpig = zq, (3.10)
k—o00

ahol k és () egész szamok, 1 < @) < P.

Megjegyzések. 1. Vegyiik észre, hogy az x1, xs, . . ., xp ciklus azonos az xs, . . .,
xp, 1 ciklussal. Ezért kell a konvergencia (3.10) definicidjandl dvatosan eljar-
nunk.

2. Globalis hatdrciklus esetén majdnem tetsz6leges indul6 allapotbdl induld
palyatél megkoveteljiik a konvergenciat. Lehetnek azonban kivételes indulé alla-
potok, péld4ul egy instabil fixpont, amelybdl nyilvdn nem mozdul ki az 4llapot.

A fixpont és a ciklus kozti hasonldsagot az f fiiggvény iterdltjainak segitsé-
gével érthetjiik meg, amelyeket rekurzidval definidlunk, és indexiik nem hatvany-
kitevé:

fla) = f@), fAz)=f(f@),....f'@@) = f(f @),

Megjegyezziik, hogy x; = f!(x0). Beldthat6 a
3.5. tétel. Ciklus és fixpont.

a) Az x441 = f(x¢) [(3.1)] rendszernek az x1,xa,...,xp sorozat akkor és
csak akkor P-periodusii ciklusa, ha a

zee1 = 7 (2)

P-szer iterdlt rendszernek xg-k nemtrividlis fixpontjai:

zg = fF(zq) # flzg), Q=1,...,P.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

76 3. Nemlinedris differenciaegyenletek

b) Az a) ciklus akkor és csak akkor lokdlisan stabil (hatdrciklus), ha a megfe-
leld fixpontok stabilak, azaz ha a megfeleld mdtrix stabil:

pDf(zp)---Df(z1)] <1. (3.11)

Bizonyitas. a) Trividlis. b) A 3.3. tétel szerint p[D f¥(x1)] < 1, és a sz6ban forgé
matrix a lancszabély szerint D f(xp) - - - D f(x1)-gyel egyenld. O

A P-ciklus P kiilonb6z6 alakjdval kapcsolatos a
3.4. feladat.* Mi torténik, ha az xo, ..., xp, x; ciklusra irjuk fol (3.11)-et? (Bi-
zonyitsuk be, majd haszndljuk fol azt a linedris algebrai tételt, hogy ha A és B
n X n-es matrix, akkor az AB és a B A métrixnak azonosak a sajatértékei, Young,
1970, 2.1.11. tétel!)

A kovetkezd példaban egy 2-hatarciklust hatarozunk meg.
3.4. példa. Iteralt logisztikus egyenlet, 2-hatarciklus: A 3.5. tétel alapjan

fA(z) = af(@)[1 - f(z)] = a®>z(1 — 2)(1 — az 4 az?®), 0<z < 1.

2-ciklus: z1 = f2(x1), 1o = f?(x2) és 21 # xo # z°. Ebbdl ad6d6 a®x3 —
2a37%+a?(14+a)z—a? = 0 harmadfoki egyenletet elosztva az a(x—z°) els6fokd
gyoktényezdvel, egy masodfoki egyenlethez jutunk: az? —a(a+1)z+(a+1) =
0, amelynek két valds gyoke van:

(a+1)+(a+1)(a—3)

T12 =
2a ’

mindkettd 0 és 1 kozé esik, ha 3 < a < 4.

Stabilitds: (3.11) szerint (f2)(z;) = f'(z1)f'(z2) = —a®+2a+4, stabilitdsi
paraméterszakasz: |(f2) (z;)| < 1,azaz 3 < a < 1+ /6.
Megjegyzés. A 3.8. tételben latni fogjuk, hogy nagyobb a-kra rendre 4-, 8-, 16-
stb. hatarciklusok jelennek meg, amelyek pontjaik redukalas utan 4-ed, 8-ad, 16-
od stb. foku egyenletek gyokei. Az els6k kivételével ezeket azonban explicit alak-
ban nem tudjuk mar eldallitani. (Négynél magasabb foku algebrai egyenletek 4l-
taldban nem oldhaték meg zért alakban!) Ezért itt mér elvileg is szdmitogépes
modszerekre vagyunk utalva! (A gyakorlatban mar a négyzetgydkvonds is koze-
1it6 médszerekkel torténik, lasd 3.2. feladat!)

Attraktor és kvaziciklus

A fixpont és ciklus utdn kovetkezne a kvéziciklus éttekintése, amelynek linedris
valtozatarol az 1.10. tétel utdn sz6ltunk. Nemlinedris esetben csak topoldgiai esz-
kozokkel lehet pontosan definidlni a fogalmat. Mindenekel6tt az attraktort kell
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koriilirni. Itt pontatlanul azt mondjuk, hogy az A C X halmaz az f dinamikus
rendszer attraktora, ha minden a € A-ra létezik egy olyan x, € X kezdéallapot,
hogy a beldle indul6 { f!(x,)}; palydnak az a pont torléddspontja, masképp: egy
részsorozatanak a hatarértéke. Szintén pontatlanul azt mondjuk, hogy az f leké-
pezésnek kvdziciklikus attraktora van, ha az f leképezés az attraktorra leszikitve
topoldgiailag hasonlit a kor mar emlitett 7-szer irraciondlis szogi forgatdsahoz
(1.6. példa utdn).

3.3. Kaosz

Most olyan nemlinedris dinamikus rendszereket fogunk tanulméinyozni, amelyek
se nem stabilak, se nem ciklikusak, se nem kvéziciklikusak, ezt a 4. tipust kaoti-
kusnak nevezziik. [Részletesebben ldsd Szépfalussy—Tél (1982), Devaney (1989),
valamint Hommes (2013).]

Kezdoértékre valo érzéketlenség

Természetesnek ttinhet, hogy a dinamikus rendszer palydja alig véltozik, ha a kez-
déérték csak , kicsit” valtozik (késébb pontositjuk). Ezen alapul a Laplace-féle de-
terminizmus: ha ismerjiikk a rendszer kezd6allapotat és mozgédsegyenletét, akkor
tetsz6leges jovébeli idopontra meghatirozhat6 a rendszer dllapota. Ennek egyik
legsikeresebb példdja az volt, amikor Leverrier (és Adams) szamitdsai alapjan a
csillagdszok 1846-ban folfedezték a Neptun bolygét. A (3.1) dinamikus rendszer-
8l azt mondjuk, hogy az x( pontban érzéketlen a kezdéértékre, ha a) az (x;) palya
korlatos, és b) kozelrdl indulé palydk mindig kozel maradnak egymdashoz. Kép-
letben: minden ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan d. > 0, hogy ha ||xo — yo|| < e,
akkor ||z, — || <e,t=1,2,....

Megjegyzések. 1. Konnyen belathatd, hogy egy korlatos linedris rendszer min-
deniitt érzéketlen a kezd6értékre. Valdban, az a) feltétel miatt a sajatérték-hatva-
nyokkal kifejezett (1.12) dsszefiiggés szerint csak olyan rendszereket kell tekinte-
niink, amelyeknek a sajatértékei abszolit értékben nem nagyobbak, mint 1. Emiatt
az eltérések korlatlan ideig tetszdlegesen kicsi korlat alatt maradnak.

2. Ha nem tennénk f6l a korlatossagot, akkor szamos linedris rendszer nem
lenne a kezd&értékekre érzéketlen. Valdban, legyen x; 11 = 2x;. Ekkor kis ¢ ese-
tén az xg = 0 és a yp = 0 kezdGérték tetszOlegesen kozel van egymdshoz, de a
beléliik indul6 x; = 2¢6 és y; = 0 pélydk egyre tavolodnak. Ebben semmi megle-
pO nincsen, s a tovdbbiakban nem foglalkozunk nem korl4tos rendszerekkel.

3. Emlékeztet6iil: még olyan jol viselkedd nemlinedris rendszer is érzékeny

néhdny kezdballapotra, amelynek globdlis hatarciklusa van; az instabil fixpontbdl
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indulé palya a fixpontban marad, de akdrmilyen sz{ik kdrnyezetébdl induld dsszes
tobbi palya a hatarciklushoz tart: a 3.3. példa — ez még ,,j6l viselkedd” rendszer.

Kaosz

Eddig kizéarélag klasszikus fogalmakkal foglalkoztunk, amelyeknek 6nmagukban
semmi koziik sincs a kdoszhoz. Most ritériink az alfejezet kozponti fogalomcso-
portjara. A (3.1) dinamikus rendszerrdl azt mondjuk, hogy az xy pontban érzé-
kenyen fiigg a kezddértéktdl, ha a) az x( alkalmas kornyezetébdl induld palydk
korlatosak, és b) kozelrdl indulé palydk nem mindig maradnak kozel egymdshoz.
Képletben: van olyan ¢ > 0, hogy tetsz6legesen kicsiny > 0 esetén 1étezik olyan
t5 természetes szam €s yo kezdGallapot, hogy ||zo — yo|| < 6, de ||z, — yis|] > €.

A tovabbiakban feltessziik, hogy értelmezve van egy valdszintiségi mérték a
kezddallapotok halmazan. Egy dinamikus rendszert valoban kaotikusnak neve-
zlink, ha pozitiv valészinliséggel a pélya érzékenyen fiigg a kezd6értéktol.

Koréabbi megfigyelésiink szerint csak nemlinedris fiiggvényeknél taldlkozha-
tunk kéosszal.

Egy valoban kaotikus rendszer legaldbbis egy pozitiv mértékii kezd6allapot-
halmazon ,,rosszul viselkedik”. Ez azt jelenti, hogy a rendszerre pozitiv valdszi-
niliséggel nem érvényes a Laplace-i determinizmus. Az elv annak ellenére nem
érvényes, hogy nagyon egyszert, kevés paraméterrel leirhaté rendszerrdl van szé.
Ezt a koriilményt a Naprendszer stabilitdsanak vizsgalatakor felvet6dd haromtest-
probléma kapcsdn még 1900 elStt Poincaré folismerte, de észrevétele tobb évtize-
dig elsikkadt.

Egyébként a kaotikus dinamikanak szdmos definicidja van, ezek koziil még
egyet korvonalazunk. Egy dinamikus rendszer topologikusan kaotikus, ha a) vég-
telen sok kiilonb6zd periddusu ciklusa van, b) megszamlélhatatlanul sok aciklikus
(nem ciklikus) palydja van, és c¢) az aciklikus palydk mind egymastél, mind a cik-
lusoktdl idénként hatdrozottan eltérnek.

Vannak olyan topologikusan kaotikus rendszerek, amelyek valdjaban nem ka-

z

otikusak (példaul a késobbi 3.5. példa). Ezek a rendszerek hosszii tdvon elég

27z

rosszul, kiszdmithatatlanul viselkedhetnek bizonyos kivételes kezddallapotokra,

7 2

de aszimptotikusan jol, kiszdmithatéan viselkednek a legtobb kezd6allapotra.
(Rovid tdvon viszont sok kezddallapotndl is rosszul viselkednek!)
Most bemutatjuk az a = 4 paraméterértékd logisztikus fiiggvényt egyszer(si-

tetten szemléltetd sdtorleképezést:

fz) = 2, ha 0 <z <1/2;
] 2—2x, hal/2<z<1.
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Szoéban: a fiiggvény az elsd intervallumban linedrisan n6, a masodikban line-
arisan csokken, 0 és 1 kozott.
Ismerkedésként kezdjiik a kovetkezé feladattal.

3.5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a satorleképezés

a) nem elfajult (0-tdl kiilonbdzd) fixpontja x° = 2/3, és

b) 2-ciklusa x1 = 2/5 és x9 = 4/5;

c) két 3-ciklusa van: {2/9,4/9,8/9} és {2/7,4/7,6/7};

d) mindegyik instabil!

Bel4that6 a
3.6. tétel. (Ito-Tanaka—Nakada, 1979.) A 3.4. feladat sdtorleképezése kaotikus.
Bizonyitas helyett. Konnyen beldthatd, hogy a t-edik iterdlt fiiggvény 2f —21—1 =
2!=1 darab egyenl hossziisagu szakaszon né/csokken linedrisan 0 és 1 kozott, a
paratlan sorszamu szakaszokon nd, a parosokon csokken. A fixpontok szdma 2¢,
ebbdl a 0 mellett 2°~1 fixpont a k-adik iterdciénal megjelend 28~ -ciklust definidl,
k= 1,2,... tre (3.4. dbra). A kezdeti értéktdl val6 érzékeny fliggés most jol
lathat6. Akarmilyen kozel fekszik az xg és az yy kezd6érték egymashoz, 1étezik

egy s/2 alaki osztépont (s és t természetes szam), hogy az u > t iterdcié utdn
Ty €s y,, kiillonbozo agra keriil. O
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3.4. abra. Sétorleképezés és iteraltjai
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3.5. dbra. Logisztikus leképezés és iterdltjai

A logisztikus leképezés csak a legegyszeriibb esetben (¢ = 4) vizsgélhat6
elemi tton.

3.6. feladat. Polarkoordindta-rendszerben az x; = sin? ¢; transzformécié segit-
ségével vizsgaljuk meg az x4 = 4xy(1 — x4) leképezést! A 3.5. dbra az eredeti
fliggvényt, valamint a 2. és a 3. iteraltjat dbrazolja. Figyeljiikk meg a hasonlésagot
a 3.4. dbrdval!

Mit mondhatunk az iterdciok hatdrértékérdl ltaldban, ha skaldr—skalarfiigg-
vénnyel dolgozunk?

3.7. tétel. Legyen f egy egycsiicsii (eldszor novekvd, aztdn csokkend) és sima
fiiggvény, amely az I = [a, b] valds intervallumot énmagdba képezi le. Tegyiik fol,
hogy a fiiggvénynek van 3-ciklusa, azaz egy olyan c pontja, amelyre

fle) # f2(c) # fe) =c.

a) (Sarkovszkij, 1964.) Ekkor bdrmely, 1-nél nagyobb természetes P szdmra
a rendszernek van P-ciklusa.

b) (Li és Yorke, 1975.) Ekkor a rendszer topologikusan kaotikus.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas meglehetésen hosszadalmas, de nem igényel mély
eszkozoket. Meglepd, hogy a tételt nem fedezték ol joval kordbban.
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2. Sarkovszkij némileg tobbet bizonyitott, mint amit a)-ban kimondtunk: 1é-
tezik az 1-nél nagyobb természetes szamoknak egy univerzalis (f-tdl fiiggetlen)
rendezése, amelyben ha a P megel6zi Q-t, €s a rendszernek van (-ciklusa, akkor
van P-ciklusa is. A némileg bonyolult rendezés ismertetése helyett megelégsziink
azzal, hogy 2 az els§, és 3 az utolsé elem.

3. Konnyen belathato, hogy szamos fiiggvénynek van 3-ciklusa (lasd az alabbi
3.5. példat), de nagyon meglepd, hogy ilyenkor minden P-re van P-ciklus. Konk-

rétabban, képzeljiink el egy olyan {z1 p,z2 p,...,2pp}F_, kettds sorozatot a
(0,1) intervallumban, amelyben f : z1p — x2p — -+ = Zpp — T1,p,
P=203,....

Nem lenne csoda, ha példdul a 3.6. dbrdn l4that6 rendszer vadul viselkedne,
ahogyan Li és Yorke éllitja. Valéban? A vélaszt a szamitégépes szimulécié adja.
Ez segit az analitikus vizsgdlatokban alkalmazott fiiggvények kvalitativ tulajdon-
sadgainak megdllapitadsdban és gyakran pétolja az analitikus elemzést. A szimula-
ci6 tovabbi elénye, hogy megvilagit bizonyos kvantitativ viszonyokat.

El6szor csak egy dinamikus rendszer néhdny pélyajat tanulmanyozzuk.

3.7. feladat. A logisztikus egyenlet néhdny palydja. Irjunk egy szamitégépes
programot a logisztikus egyenlet viselkedésének tanulmanyozéasara a kovetkezo
paraméterértékeknél! a =1; 2; 3; 3,5; 3,839 és 4. Kisérletezziink a kezd6értékek-
kel!

3.5. példa. Egy vagy végtelen sok ciklus? Legyen a = 3,839.

a) Ekkor az w13 = 0,149888, x93 = 0,489172 és w33 = 0,959299 sorozat
globalisan stabil 3-ciklust alkot.

b) Kovetkezésképpen az dsszes tobbi P-ciklus (P = 2,4,5,...) lokdlisan
instabil.

A 3.5. példaban lattuk, hogy el6fordulhat, hogy végtelen sok kiilonb6zé cik-
lus van, de koziiliik csak egy stabil. Singer (1978) adott egy itt nem részletezett
elégséges feltételt arra, hogy egy skalar—skalar leképezésnek legfeljebb egy stabil
ciklusa lehet (v6. Grandmont, 1986).

Bifurkacio

A logisztikus egyenlet stabil fixpontjarél, valamint 2- és 3-hatarciklusarél mon-
dottakat folytatjuk (3.3. feladat és 3.3., 3.5. példa), és alkalmazzuk a 3.8. tételt.
3.8. tétel. Logisztikus egyenlet. Az xy = ax—1(1—xy—1) logisztikus leképezésnek
a) 1 < a < 3 esetén egyetlen globdlisan stabil fixpontja van;
b) k = 1,2,...-re létezik aj, a kovetkezd tulajdonsdggal: 3 < ap < a <
ape1 < 3,57 esetén egyetlen globdlisan stabil, 2-ciklusa, véges szdmii instabil
2 _ciklusa (h = 1,2, ...,k — 1) és egy instabil fixpontja van;
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¢) 3,57 < a < 4 esetén bizonyos a paraméterértékeknél végtelen szdami (kii-
lonbozd periodusii) instabil ciklusa, végtelen sok aperiodikus pdlydja van: hol
topologikus, hol valéban kaotikus dinamikdrol tantiskodva.

Bizonyitas helyett. A bizonyitds nagyon bonyolult és mély matematikai eszk$z6-
ket igényel, ezért csak utalunk a 3.7. tételbeli satorleképezésre. A 1ényeg az, hogy
a novelésével a k-adik iterdlt fliggvény a fixpontok kozelében hasonléva vilik az

P

el6z6 iterdlt fiiggvényhez, lasd Szépfalussy és Tél (1982); Devaney (1989).

Megjegyzések. 1. Sokan elfeledkeznek arrdl, hogy a logisztikus egyenletnek min-
den a-ra legfeljebb egy hatérciklusa lehet, azaz a tobbi ciklus instabilitdsuk miatt
gyakorlatilag lathatatlan. S6t, az is el6fordul, hogy a hatarciklus majdnem globa-
lisan stabil.

2. Nem eleve vilagos, hogy a (3,57; 4] paraméter-intervallum pontjai milyen
dinamikat szarmaztatnak. Jakobson (1981) azonban igazolta, hogy pozitiv mérté-
ki halmazon a logisztikus egyenlet igazi kdoszt ad, ahol a kezdeti értéktdl valo
érzékeny fiiggés pozitiv valészinliségli esemény.

Erdemes egy vagy néhdny pélya helyett az 6sszes paraméterértéket egyszerre
és aszimptotikusan vizsgélni. Ezt a médszert alkalmazzuk a kovetkez6 feladat-
ban, amely a bifurkdcio (eldgazés) nevet kapta, amikor a kordbban stabil fixpont
helyére egy két pontbdl 4116 stabil 2-ciklus 1ép.

3.8. feladat. Bifurkéci6s diagram. [rjunk egy szamitégépes programot a logisz-
tikus egyenlet aszimptotikus viselkedésének tanulmanyozasdra: az a paraméter a
h = 0,01 1épéskozzel fussa be a [2,7; 4] szakaszt!

a) Minden a-ra a kezd6érték legyen x = 0,6, és az els6 200 allapotot hagyjuk
el (4&tmeneti 4llapotok), a harmadik 100 allapot értékét rajzoljuk ki!

b) Javithatjuk a kép élességét (meggyorsithatjuk a konvergenciat), ha az a
futds kezd6értéke az a — h futds végértéke (3.6. dbra).

3.9. feladat. Onhasonlésag. Nagyitsuk ki a 3.6. dbrat példdul a 3,841 < a <
3,857 és 0,13 < a < 0,18 téglalapban. A 3.6. és 3.7. dbra 6sszehasonlitdsa azt
sugallja, hogy a részkép az egész képhez hasonlit, s ez tovabbi nagyitas esetén is
fennmarad: a jelenséget onhasonlosdgnak nevezziik.

Ha a 3.8. b) tételbeli peridduskettézés csupédn a logisztikus egyenletre lenne
jellemzd, akkor nem sokat foglalkoznank veliik. Mivel univerzalis jelenségrdl van
sz0, a megéllapitdsok 1ényege érvényes minden egycsicsu €s sima fiiggvényre.
(Grandmont, 1986, 7. pontja tovabbi informacidkat tartalmaz a bifurkécio jelen-
ségérol.)
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3.6. dbra. Bifurkécids diagram: teljes

0,18 +
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0,16 +

0,154

0,14 +

0,13 t t t t *
3,841 3,845 3,85 3,855 3,857

3.7. dbra. Bifurkécids diagram: a 3.6. dbra kinagyitott részlete
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Kaosz a sikban

Mivel az elsérendii egyvaltozds rendszerek elmélete nagyon kidolgozott, a ka-
osszal foglalkoz6 legtobb kdzgazdasdgi modell egyszerlien az egyvéltozds egy-
csucsu leképezések elméletére épiil: a konyvben ilyen a 4.1. és a 11.1. alfejezet.
A tobbvéltozds rendszerek tanulmédnyozdsa sokkal nehezebb. A kozgazdasagtan-
ban f6leg a 4.2—4.4. alfejezetben vizsgalt, Hicks tipusu, alsé-felsd korlatos szaba-
lyozasi modellek elemzésében sikeriilt elére jutnunk, szamitogépes szamitasokra
tdmaszkodva. A megoldas elve viszonylag egyszer(: kivdlasztunk egy kitiintetett
értéket, amelyr6l tudjuk, hogy a rendszer egyik koordinatdja el6bb-utébb athalad
rajta, s ezekben az dtmetszési pontokban azt vizsgéljuk, hogy a mdsik koordi-
nata értékei két szomszédos metszéskor milyen kapcsolatban vannak egymassal.
Az gy kapott egyvéltozdés monodromidt a kovetkez6képpen lehet definidlni: te-
kintsiik azokat a ¢-ket, amelyekre z1; = ] maximadlis érték, és valasszuk az
egymads utdni ¢ €s to indexet ezzel a tulajdonsdggal! Legyen J az wo 4, €rt€kkész-
lete az ¢ megengedett kezdeti dllapotra. Ekkor definidlva van az xo ¢, = R[za, ]
visszatérési leképezés, hiszen a rendszer visszatér egy korabbi allapotaba. f és R
viselkedése kapcsolatban 4ll egymadssal: azonos paraméterértékre vagy mindkettd
ciklikus vagy kaotikus (1asd Hommes, 1991).
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4. fejezet

Diszkrét idejii nemlinearis
modellek

Az 1. és a 2. fejezetbdl nyilvanvald, hogy a linedris determinisztikus modellek-
ben az élet ,.tdl szép ahhoz, hogy igaz legyen”. Ebben a fejezetben a 3. fejezet-
re épitve nemlinedris determinisztikus modelleket tanulmanyozunk, amelyekben
nemcsak véletleniil, hanem tipikusan is ciklusokat vagy bonyolultabb pélyédkat
kapunk. A fejezet szerkezete a kovetkezd: a 4.1. alfejezetben a szeszélyes inga-
dozédsok modelljét tanulmanyozzuk, amely visszavezethetd a 3.2-3.3. alfejezet-
ben vizsgdlt logisztikus egyenletre. A 4.2-4.4. alfejezetben a 2.2-2.4. alfejezet-
ben vizsgalt harom linedris modell nemlinedris altalanositasat elemezziik. A 4.5.
alfejezet a tanulsdgokat 6sszegzi.

4.1. Szeszélyes ingadozasok

Ez az alfejezet a szeszélyes gazdasdgi ingadozdsokkal foglalkozik (Day, 1982).
Legyen y; az egy fére jutd kibocsatas a t-edik id6szakban és k; tokeallomany a
t-edik id6szak elején. Kapcsolatukat egy neoklasszikus f termelési fiiggvény irja
le:

yr = f(ke). 4.1)

Legyen c; a fogyasztds és
It =Yt — Ct (4.2)

a beruhdzds. Foltessziik, hogy a beruhdzds aranyos a kibocsatassal:
i = LY¢, > 0. “4.3)

85
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86 4. Diszkrét idejii nemlinedris modellek

Legyen d,; az egy id6szakra juté értékcsokkenés. Ekkor a tékedllomany dina-
mikdja
k’t+1 =k + Lf(k‘t) — d;. 4.4)

2 2

Az elemzést egyszertisitendd, foltessziik, hogy az értékvesztés éppen az el6z6
1d6szakbdl 6rokolt tékedllomannyal egyenld:

dy = ky. (4.5)

(4.5)-6t behelyettesitve (4.4)-be, adédik az
dltaldnos alapegyenlet
kt+1 = /,f(kt) (46)

Day (1982) a logisztikus egyenlethez akart eljutni, ezért médositotta a jol is-
mert Cobb—Douglas termelési fliggvényt:

f(k)= Ak, ahol A>0 é 0<a<l. (4.7)

Foltette, hogy létezik egy maximadlis t6kedllomany (k*), amely mellett a kor-
nyezetszennyezés olyan nagy, hogy a termelés nulla. Alacsonyabb t6kedllomany-
ndl egy (k* — k)7 tényezd csokkenti a téke termelékenységét:

f(k) = Ak®(k* — k)Y, ahol ~>0 é O<a<l. (4.8)

(4.8)-at behelyettesitve (4.6)-ba, ad6dik a
parametrikus alapegyenlet:

kt+1 = LAk?(k’* — kt)’Y. (49)

Nyilvanval6, hogy a (4.9) jobb oldaldn 4ll6 fiiggvény egycsticsu. Foltessziik,
hogy a ¢, A, a, v és k* paraméterértékek olyanok, hogy a (4.9) leképezés a (0, k™)
szakaszt onmagdba képezi le. A 3.8. tétel dltaldnositasat alkalmazva, adédik a
4.1. tétel. (Day, 1982.) A paraméterértékektdl fiiggden a (4.9) egyenletii modell-
ben stabil, ciklikus és kaotikus pdlydk keletkeznek.

4.1. feladat. Logisztikus leképezés. Legyen A = 20, k* = 1, = 1 és v = 1.
Mutassuk meg, hogy a kg = 0,7 kezdballapotra « = 0,1; 0,16 és 0,2 esetén rendre
stabil, 2-ciklikus és kaotikus palya keletkezik!

4.2. feladat. Atmeneti kdosz. Mutassuk meg, hogy a 4.1. feladat paraméterér-
tékeit megtartva, ¢ = 0,1919 esetén dtmeneti kdosz keletkezik! Vessiik 0ssze a
ko = 0,538 és kg = 0,539 kezdballapotbol induld palydkat! A 4.2. abran az elsd
10 id8szakban a kiilonbség l4thatatlan.
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88 4. Diszkrét idejii nemlinedris modellek

Megjegyzések. 1. A logisztikus leképezést joval azel6tt ismerték, hogy a kaotikus
dinamikdval val6 kapcsolatat (3.8. tétel) folfedezték volna. Példdul Samuelson
(1947, 291. o.) taglalta e fiiggvényt, de folytonos idej{i keretben (v6. 5.7. feladat).

2. A 11.6. példdban latni fogjuk, hogy Gale (1973) egészen kozel volt ah-
hoz, hogy a logisztikus fiiggvény négyzetgyokén keresztiil folfedezze a kdoszt az
egylitt 16 nemzedékek modelljében, de elmulasztotta az alkalmat.

3. Goodwin (1967) nagyon népszerii folytonos idejii modelljét diszkrét ide;jii-
vé alakitva, Pohjola (1981) szintén a logisztikus egyenletet alkalmazta egy érdekes
feladatra. Linedris Phillips-gorbéje azonban negativ béreket adott alacsony mun-
kanélkiiliség esetén. Pohjola csupdn mennyiségi torzuldsrél beszélt eredményeivel
kapcsolatban. Szerintem egy ilyen modell abszurd.

4. Brody—Farkas (1987) a kdoszelmélet érdekes kdzgazdasdgi alkalmazdasa.

5. Két olyan attekintést emlitiink meg, amelyek nemlinedris dinamikus gaz-
dasdgi modellek elemzésével foglalkoznak, a logisztikus egyenletre valé kozvet-
len és kozvetett visszavezetéssel: Cugno—Montrucchio (1984), valamint Boldrin—
Woodford (1990).

4.2. A nemlinearis akcelerator—multiplikator modell

Ebben az alfejezetben is a t6kés gazdasdg beruhazasi ciklusait tanulméanyozzuk,
de most a 2.2. alfejezet modelljének nemlinedris véltozatdn; ahov4 a tovdbbhala-
das el6tt érdemes visszalapozni. Hicks (1950) dtlete volt, hogy a tervezett linedris
szabdlyozast id6ben dllandé (szerkezetd), kiviilrél adott korlatok médosithatjak,
azaz a rendszer csak szakaszonként linedris, azaz nemlinedris. Ezt az otletet alkal-
mazzuk majd a kovetkez6 két alfejezetben is.

ELEMI MODELL

Rogton a relativ értékekre ugrunk. A (2.11’) azonossagot egyszertien megismétel-
jiik, a linedris (2.12) és (2.13’) beruhazasi és fogyasztdsi egyenletet most csupédn
tervnek tekintjiik, amelyre a P fels6 index utal.

GDP-azonossdg

Yyt =it + ¢, (4.10)

ahol 7; a beruhdzasi hanyados, c; a fogyasztdsi hdnyados, és y; a GDP trendhez
viszonyitott érték.
Tervezett beruhdzds fiiggvénye

i =i + Byt — Yy—2), (4.11)
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4.2. A nemlinedris akcelerdtor—multiplikdtor modell 89

ahol v az autoném fogyasztds és beruhdzas k6zos novekedési tényezdjének a re-
ciproka, i az autoném beruhézasi hanyad, /3 pedig az akcelerdtor-egyiitthatd.
Tervezett fogyasztds fiiggvénye

& =c*+dy, 0<v<1, (4.12)

ahol ¢ az autoném fogyasztasi hanyad,  pedig a fogyasztasi hajlandésag.
Hicks bevezette a beruhdzasok i' alsé és a GDP y" fels korlatjat, amelyek

korldtozzak a rendszert.

Beruhdzds

D Do Sl
. iy, hai >4
=19 . . . 4.13
K { ', haif <l (4.13)

Fogyasztds

D D u -
¢, hac, <y" — iy
— 4.14
“ { y" —i¢, hacf > y" — i (4.14)

Rendezéssel adédik a kovetkezd alapegyenlet-rendszer:

e = f(yi-1, ye—2) = min{max[i* + Y B(y—1 — Yyu—2), ']+ +¥yye—1,y"},
4.15)
ahol y_1 és yq adott.
Belathatd, hogy a linearis modell dllandésult dllapota a nemlineédris modell
korlatai kozott fekszik:

(0)

© > ey <yt (4.16)

Lokalis instabilitas és hatarciklus

Az els6é nemlinedris hicksi tételiinket bizonyitas nélkiil emlitjiilk meg.

4.2. tétel. (Hicks, 1950.) Ha a linedris multiplikdtor-akcelerdtor rendszer stabil,
akkor nemlinedris varidnsa globdlisan is stabil.

Megjegyzés. A 3.3. példdban lattuk, hogy nemlineéris rendszerekben a lokdlis sta-
bilitdsbol nem kovetkezik a globdlis stabilitds. Meglepd médon szdmos korlatos
rendszernél — Hicks (1950), Arrow—Hurwicz—Uzawa (1959) [ldsd 6.3. alfejezet]
és a 4.4. alfejezet — megdrzddik a stabilitds a korldtok bevezetése utan. Csak a Si-
monovits (1981a) mutatta meg, hogy ez nem is olyan természetes, mint amilyen-
nek els6 latdsra tlinik. Hicks szerint azonban a valédi rendszerek tobbé-kevésbé
ciklikusak, tehat az akcelerator—multiplikdtor modell lokalisan instabil kell, hogy
legyen.
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4.3. abra. Hicksi 11-ciklus

Vélekedés. (Hicks, 1950.) Tegyiik {61, hogy a nemlinedris akcelerator—-multiplika-
tor rendszer lokélisan instabil:

V2B > 1. (4.17)

Ekkor létezik egy globdlisan vonzo egyszerii hatdrciklus, amelyre a pdlya az elsé
korldtba iitkozés utdn rdugrik.

Megjegyzés. Konnyen atlathat6, hogy az instabil akcelerator—multiplikator mo-
dell oszcilldl. Elfajult instabil oszcillicié esetén a rendszer mind az alsé, mind a
fels6 korlatba beleiitkozik, szabalyos instabil oszcillicié esetén harom eset lehet:
mindkét korlatba beleiitkozik, csak az alsé, vagy csak a fels6 korlatba iitkozik
bele.

A hicksi problémakér szemléltetésére a kovetkez6 specifikiciét hasznéljuk:
1 = 1 (nulla trendndvekedés); y* = 1,2; ir=0,c4=1- v, azaz y° = 1 (Blatt,
1983, 192. 0.). Kezdjiik egy egyszer( hatarciklussal!
4.1. példa. Egyszeri hatarciklus. Az i' = —0,1; 8 = 1,5; v = 0,75 paraméterii
rendszerben egy 11-hatarciklus az uralkodo.

Hicks vélekedésének egyszerii cafolatdt nydjtja a
4.2. példa. Osszetett hatarciklus. Az i' = —0,1; 8 = 1,5; v = 0,7 paraméter(i

rendszerben egy dsszetett 23-hatdrciklus, azaz két ,,11,5”-hatdrciklus egymas-
utdnja az uralkodo.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

4.2. A nemlinedris akcelerdtor—multiplikdtor modell 91

1,20

TTTTT

1,10

1,00

GDP

0,90

0,80

IlIIIIIII]IIIII|IIIIIIIIIIIIIIII||IIIIIIIIIT

0,70

|

|
)
EN
o
=N
N
[

4.4. abra. Hicksi kett6s ciklus

Bonyolultabb, de mélyebb ellenpéldat ad a

4.3. példa. Kviziciklus. Az i' = —0,05; f = 1,25; v = 0,7 paraméter(i rendszer
kvdzi ,, 12,4 -hatdrciklus.

A példdk alapjan bizonyitds nélkiil kézenfekvd az elég bonyolult bizonyitasu
4.3. tétel. (Hommes, 1991, 4.1B. tétel.) A hicksi modell lokdlis instabilitdsa ese-
tén a pdlydk globdlisan konvergdlnak a kovetkezd hdrom egyikéhez: egy egyszert,
egy osszetett vagy egy kvdziciklushoz.

Megjegyzések. 1. A hatirciklus tétel ,,bizonyitasakor” Hicks valdszinileg elnéz-
te, hogy masodrendi rendszernél nem az y, skaldrnak, hanem az (y;, y;—1)-parnak
kell visszatérnie. Kozgazdasdgi szempontbdl viszont nincs nagy kiilonbség a ha-
rom attraktor kozott, hiszen Hommes tételébdl kovetkezik, hogy poldrkoordinéta-
rendszerben az 4llapotsugér hosszu tdvon dllandé szogsebességgel mozog.

2. Hicks maga is jelezte, hogy ellentétben a valdsdggal, modelljében a fellen-
diilés rovidebb ideig tart, mint a visszaesés.

OSSZETETT MODELL

Mir Hicks (1950) is foglalkozott az 4ltalunk 6sszetettnek nevezett modellel, azon-
ban viszonylag kevés figyelmet szentelt a dolognak. A (2.21) és (2.22) egyenlet-
ben i, és ¢; helyett i} és ¢} frando.
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4.5. abra. Hicksi kvaziciklus

Tervezett beruhdzdsi fiiggvény osztott késleltetéssel

K
F =i+ >V By — t—k1). (4.11")
k=1

Tervezett fogyasztdsi fiiggvény osztott késleltetéssel

K K
¢ =Y e, w=0, Yo v <1, (4.12)
k=0 k=0
s ekkor a (4.10), (4.117), (4.12"), (4.13) és (4.14) differenciaegyenlet-rendszer ad-
ja az osszetett modellt. Hommes (1991, 4. fejezet) bizonyitotta be, hogy osztott
késleltetésnél kaotikus dinamika is folléphet. Itt elégedjiink meg a kovetkezdvel.
4.4. példa. Kdosz. Az y* = 1,5;i* = 0,y = 0,1; 2 = 0,3; 73 = 0,4;
Y=m+y+y3 =08 =1—i = —0,1; B; = 2,25; B> = 0 rendszer
kaotikus.

4.3. feladat. Irjunk szdmitégépes programot és lehetéleg grafikusan ellendrizziik
a 4.3-4.6. példakat!

Megjegyzések. 1. A sors ir6nidja, hogy maga Hicks nem szerette ezt a modell-
jét, mert azt hitte, hogy a val6sdgtdl eltérden til szabdlyosan viselkedik. Taldn
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4.6. abra. Hicksi kdosz

oriilt volna, ha megtudja, hogy modellje mégsem viselkedik olyan j6l matemati-
kai szempontbdl, illetve olyan rosszul kozgazdasagilag, mint ahogyan vélelmezte.

2. Kiilon felhivjuk a figyelmet Blatt (1978) és (1983, 11. fejezet) szellemes
példdjara. Vegyiink egy konkrét Hicks-modellt, és szdmitsuk ki a palydjat! Alkal-
mazzuk a hagyomanyos linedris konometriai becslést! Egy Slutzky (1927/37) és
Frisch-féle linearis sztochasztikus rendszert kapunk, annak ellenére, hogy nemli-
nedris determinisztikus rendszerrel szdrmaztattuk az iddsort. A becslés egyszert-
en elsikkasztja a nemlinearitdsokat.

3. Hommes (1991, 4. fejezet, 226. 0.) példat hoz arra, hogy két stabil (4- és
6-periddusi) hatdrciklus 1étezhet egymds mellett. Kér, hogy a numerikus példa
nagysdgrendjei nem redlisak.

4.3. A nemlinearis inditasi—-beruhazasi modell*

P

Az el6z0 alfejezet otletét kiterjesztve, a 2.3. alfejezetben elemzett linedris beruha-
zasi—inditasi modellt alsé és fels6 korlatok bevezetésével nemlinedrissa tessziik.
Az alfejezet a Simonovits (1990) dolgozaton alapul, de roviden ismerteti Hom-
mes—Nusse—Simonovits (1995) néhany eredményét is.
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94 4. Diszkrét idejii nemlinedris modellek

Korlatos szabalyozas

A nemlinedris szabdlyozasi modellek egy csalddjdban a linedris reakciéfiiggvé-
nyek csak az als6 és felsé korlatok kozott érvényesek. A korldtokat tdllépd re-
akcidk tervek maradnak, a tényleges dontés a megfeleld alsé vagy felsd korlat
lesz: dgynevezett ,bilidrdasztal” tipusi nemlinearitdsokkal dolgozunk. (Aldhuiz-
zuk, hogy ez a modell a dontési véltozokat alulrdl is és feliilrdl is korlatozza, mig
Hicks modelljében nincsenek dontési valtozok, tovdbba a beruhdzédsnak csak alsé,
a GDP-nek csak fels6 korlétja van.)

Az alfejezet harom tovéabbi pontot tartalmaz. El6szor roviden ismerteti az
inditédsi-beruhazési ciklus nemlinedris modelljét, majd a keletkez6 hatarcikluso-
kat vizsgélja, végiil a kvaziciklikus és kaotikus palyakkal foglalkozik.

A modell valtozoéi és egyenletei

A modell hat egyenletbdl 4ll, és hat valtozdja van. Négy egyenletet s négy rela-
tiv valtozét a linedris modellbdl vettiink at: a teljesség kedvéért felsoroljuk Sket,
GDP-hédnyadokban. Inditdsi hdnyad: s;, beruhdzdsi hanyad: 7, elkotelezettségi ha-
nyad: k¢, nettéimport-hanyad: b;. A két 4j valtozé a tervezett inditasi hanyad: sP
és a tervezett beruhdzasi hanyad: iP.

Legyen s' és s" két pozitiv szam, ahol s! < s"(< o) az s; inditdsi hdanyad
also és felsd korldtja. Legyen i' és i két pozitiv szdm, ahol (1 <)i! < i%, az i;
beruhdzdsi hdanyad also és felsd korldtja.

Most pedig kozoljiik a nemlinedris modell 6sszes egyenletét.

Elkotelezettségi hanyad

kiv1 = Yk + 058t — 14, O<’¢:1/G<1 és os > 1, (4.18)

ahol og a koltségtullépési egyiitthato.
Nettoimport-hdnyad

by = —B + Biit, B>0 é B >1, (4.19)

ahol 3 és 3; rendre a beruhdzasi hanyad abszolit és relativ egyiitthatdja.
Tervezett inditdsi hdnyad

s? =0 — ok —opbs_1, 0,0, 0 > 0, (4.20)

ahol ¢ az inditdsi hdnyados maximuma, o, €s o, az inditas—elkotelezettség, illetve
nettéimport reakcié-egyiitthatéja.
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Tényleges inditdsi hdnyad

sy, has) <s;
s¢ =14 s¢, ha s < sy < s 4.21)
s", ha s? > sh,

Tervezett beruhdzdsi hdanyad
iV =04 ke, Ly >0, 4.22)

ahol ¢ a minimélis beruhdzési hdnyad és ¢;, a beruhdzas—elkotelezettség reakcid-
egylitthatdja.
Tényleges beruhdzdsi hdanyad

iy, haif <i;
iy =< iy, had <idf <% (4.23)
i, hai > "
Az alapegyenletek

Az alapegyenletek a kdvetkezdk:

ki1 = ke + 0g5(ke, b—1) — i(ke), (4.24)
bir1 = B — Bii(ke), (4.25)
valamint s(ky, b;) és i(k;) a megfelels (4.20)—(4.21), illetve (4.22)—(4.23) reak-

ciofiiggvény.

Mind az indit4st, mind a beruhdzast a fesziiltségektdl fiiggéen harom fiigg-
vénydg definidlja, ezért minden idszakban Gsszesen 3 - 3 = 9 linedris leképezés
(rendszer) alakulhat ki. A (4.22)—(4.23) differenciaegyenlet-rendszer mindegyik
rendszerben linedris, s jobb oldala a rendszereket elvalaszté hatdron nem sima.
A korlat nélkiili rendszert az egyszertiség kedvéért linedris rendszernek nevezzik.

Az eredeti egyenletrendszer ekvivalens az alapegyenlet-rendszerrel.

Stacionarius palya és linearis rendszer

Az analitikus vizsgalatoknal foltessziik, hogy a linedris modell staciondrius indi-
tasi és beruhazasi értéke a korlatok kozé esik:

sl < és il < <% (4.26)
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4.8. a. dbra. Kvéazi-ciklus az id6tartomdnyban

0,09
0,08 —
0,07
0,06

0,05 - lzl

0,04 -

0,03 -

Nettéimport-hdnyad

0,02 -
0,01 -

000 L« v v 0wy
0,40 0,45 0,50 0,55 0,60

Elkotelezettségi hanyad
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4.9. c. dbra. Erzékeny fiiggés a kezdeti feltételektdl
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Megjegyzések. 1. Ekkor a nemlinearis modell stacionarius palyaja fiiggetlen a
korlatoktol, és megfeleld feltételek mellett minden eleme pozitiv (2.3. tétel).

2. A numerikus vizsgélatokndl nem tessziik fol (4.26)-ot. Beldthat6, hogy 1é-
tezhet olyan staciondrius palya, amely kiilonbozik a linedris rendszerétdl, sét, els-
fordulhat, hogy nincs staciondrius pdlya. Hommes—Nusse (1992) nagyon fontos-

s

nak tartjak az ekkor keletkezd jelenséget: a hatdrdtlépd kettévdldst.

4.4. feladat. Szamitsunk ki egy olyan normal allapotot, amelyben s° = s" és

i° =il

Inditasi-beruhazasi hatarciklusok

Az aldbbiakban felhasznaljuk a 3. fejezetben szerepld, nemlinedris diszkrét ide-
j rendszerek hatarciklusardl sz616 elemi definicidkat €s tételeket. Numerikusan
keressiink meg egy 4 éves inditdsi-beruhdzdsi hatdrciklust. Tobbféle hatarciklus
1étezhet:

a) A periddus lehet P = 2,3,4,...; s6t lehetséges, hogy nincs is ciklus.
(Felhivjuk az olvasé figyelmét, hogy a 3.7. tétel: ,,A 3-ciklus kdosszal jar’, egy-
valtozés rendszerekre vonatkozik!)

b) Adott periédusndl is tobbféle hatarciklus johet 1étre, attdl fiiggben, hogy
egy ciklus alatt az egyes korlatok hdnyszor és mikor érvényesiilnek. Bauer négy-
fazisu sémdjat legegyszertibben egy 4 éves hatarciklussal irhatjuk le.
45.példa. 05 =1,2; 5, =1,=02;0* =0, = 1,06; k* = 0,4; . = 0,2,
o =04; 05, = 0,5, 0p = 2. A korlatok: s' = 0,18, s* = 0,29; i! = 0,23 és " =
0,28. 4-hatarciklus. A konyv elsd kiaddsdban explicit médon is meghatiroztuk a
4-es hatarciklust, itt megelégsziink a 4.7. a.—b. abraparral.

Kvaziciklikus és kaotikus palyak

Tovabb folytatjuk vizsgalatunkat, és hatarciklusok helyett kvaziciklikus és kao-
tikus pélydkat tanulményozunk. Ebben a pontban tobb példat hozunk bonyolult
dinamikara.

4.6. példa. Kvaziciklikus pdlya: ¢t = 0,5; o = 0,55; 0 = 2. A 4.8. a.-b.
dbrapdr palydja nagyon hasonlit a 4.5. példa 4 éves hatarciklusdhoz, de lathaté-
an nem konvergdl semmilyen hatarciklushoz sem. A kvéaziciklus (vagy ahogyan
hagyoményosan nevezik: kvdziperiodicitds) matematikai definiciéjat Hommes—
Nusse—Simonovits (1995) tartalmazza.

4.7. példa. Kaotikus palya: ¢, = 0,6; o = 2,75; 0p = 2. A 4.9. a. és b. dbra pa-
lydja nagyon vadul viselkedik, és nemcsak az elsé 50 évben, de még 1000 év utan
is. Kiilon figyelemre méltd, hogy a (0,4501; 0,05) pontbdl indulé ,,szomszédos™
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palya — amely egy ideig koveti a (0,45; 0,05) pontbdl indulé szomszédjat —, egy
id6 utdn megmakrancosodik, és hfitleniil elhagyja szomszédjat (4.9. c. dbra). Nyo-
matékosan aldhizzuk, hogy az 4j palya idénként gy tesz, mintha megnyugodna,
normal allapotba érne, de aztdn djra megbokrosodik.

Most visszatériink egy mddszerhez, amelynek segitségével rendszeresen fol-
kutathatjuk a kiilonféle dinamikédkat. A keresési modszer neve bifurkacios (ketté-
valdsi) diagram, amelyet a 3.3. alfejezetben irtunk le.

0,18 T
Pl ;
0,14 -F‘,};- i

0,10 fh il

0,06

0,02 1

-0,02

4.10. abra. Bifurkdcids diagram

A 4.10. abra bifurkaciés diagramjdn U = 100, V' = 600 és a felosztds ma-
ximalis (képerny6tol fliggden tobb szdz). A o = 0,5 pont koriil eléggé széles
intervallumon viszontlatjuk a kordbban analitikusan vizsgdlt 4 éves hatérciklu-
sunknak (vagy ikertestvéreinek) a belsé fesziiltségeit, amelyeket e, = k — k* ad.
A 01, = 1 ponttdl jobbra elSkeriil egy 3 éves hatarciklus, majd o}, = 3 utdn egy
8 éves hatarciklus. A tobbi intervallum fol6tt meglehetdsen zavaros a kép: szinte
minden pont ki van toltve: vagy lassu a konvergencia, vagy kvéziciklikus, illetve
kaotikus rendszerrel van dolgunk. A részletek nagyitasaval pontosithatjuk megfi-
gyeléseinket, de ezzel mar nem foglalkozunk. Inkabb ratérnénk arra, hogyan lehet
megtaldlni a modell hosszi tdvi alakzatait.

Figyeljiik meg, hogy a fenti szamitdsban balrdl jobbra haladtunk, de haladha-
tunk jobbrél balra is: a oy (2)-hez tartoz6 (e, a;)-sorozat indulé értéke a oy (z+1)
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paraméterértékhez tartoz6 palya zar6értéke, (ey, ay ). Ha az igy kapott bifurkaci-
6s diagram kiilonbozik az eredetitdl, példaul egy oy, értéknél, akkor ennél a para-
méterértéknél valdsziniileg két kiilonbozé attraktor is 1étezik.

4.4. A nemlinearis készletjelzéses modell

Ebben az alfejezetben visszatériink a 2.4. alfejezetben bevezetett készletjelzéses
gazdasdghoz, de most mar a nemlinedris modellt ismertetjilk. Mint mar emlitet-
tiikk, az alapgondolat Kornai—Martos (1971) cikkébdl szarmazik. A nemlinedris
készletmodell Simonovits (1981a)-ban jelenik meg szemléltetésként, itt egy egy-

2~ s

szer(sitett véaltozatat mutatjuk be.

A modell egyenletei

A nemlinedris modell abban kiilonbozik linedris el6djétdl, hogy a termelés a kész-
letnek gyengén csokkend nemlinedris fiiggvénye. Példdul a linedris szabalyozasi
egyenleteket csak terveknek tekintjiik, s tényleges értékiiket alsé és felsd korlatok
kozé szoritjuk. Folirjuk a modell egyenleteit.
Készletvdltozds

zip1 =2+ (I — Ay — c. (4.27)

Tényleges decentralizdlt szabdlyozds
yi,t — yi(zi,t)v 1= ]-7 ey N (428)

ahol y;(+) egy egyvdltoz6s nemcsokkend fiiggvény.

Két példat mutatunk be.

a) Rogzitve egy miikodSképes (y°, z°) normadl dllapotot, a nemlinedris szaba-
lyozés lehet

yir — y; = arctan(d;(zi s — 27)], i1=1,...,n. (4.29)
b) Természetesen visszatérhetiink a hicksi eljarashoz is, a szakaszosan linedris

rendszerhez.
Tervezett decentralizdlt szabdlyozds

yr = y* — (d)z, (4.30)

ahol (d) egy diagonélis matrix.
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Tényleges decentralizdlt szabdlyozds

yi, hayl, <yl
Yit =1 Uy hayp <up, <ui i=1,...,n. (4.31)
y,  hay, >y

(4.30)-at behelyettesitve (4.31)-be, adédik a hicksi y(z;) fliggvény. (4.28)-at
behelyettesitve (4.27)-be, megkapjuk az
alapegyenlet-rendszert:

zer1 =2+ (I — Ay(z) —c. (4.32)

Normal allapot

Kezdjiik a normadl allapottal. El8szor tegyiik fol, hogy a normaél éllapot 1étezik és
pozitiv. (4.32) szerint y° = (I — A)~Lc fiiggetlen az y fiiggvénytsl! Behelyette-
sitve (4.28)-ba és invertalva, adodik

20 =y Hy?) > 0, i=1,...,n, (4.33)
ahol y,;” ! az y; fiiggvény inverze. Azaz igaz a trividlis
4.4. tétel. (4.33) esetén a készletjelzéses szabdlyozdsnak létezik egy pozitiv normdl
dllapota.

Globalis stabilitas

Héla a modell egyszerii szerkezetének, a feltevések alapjan a 3.1. alfejezet ered-
ményei kozvetleniil alkalmazhatdk a globalis stabilitasra. Sziikségiink lesz a (2.42)
feltevést dltaldnosit6 feltevésre, ti. hogy a szabdlyozas kontrakcio:

lyi(21) — yi(z)| < 0lzi —=f, 0<d <1, (4.34)

tetszGleges z| és z; parra.
Igazoljuk, hogy érvényes a
4.5. tétel. A (4.34) feltevés esetén a készletjelzéses szabdlyozds globdlisan stabil.

Bizonyitas. Térjiink at az eltérésrendszerre:
Zi=z— 2y s U=y — ;. (4.35)
Ekkor (4.32) a kdvetkezd alakot olti:
Zivi =zt + (I — A)y(zy), (4.36)

ahol :/y\(gt) = y(gt) — yo.
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Belathatd, hogy ¥ is kontrakci6 0 dllanddval, és pozitiv valtozdra pozitiv ér-
téket vesz fol, negativra negativot. Valasszunk egy olyan mértékegységrendszert,
amelyben teljesiil, hogy A oszlopdsszegei mind kisebbek, mint 1:

1TA<al®, 0<a<l1. (4.37)

Irjuk 51 (4.36)-ot koordindtdsan, vegyiik az abszolut értékeket és adjuk Sssze
Gket! Az (A.15)-beli [1-norma értelmében

S Bl <D [l - (1= )izl =1- 1= )0 Y [5l,  438)

azaz
[Zealls < [1 = (1 = a)dl[[Z]]1, (4.39)

ahonnan a 3.4. kontrakcids tétel alkalmazhato. a

4.5. feladat. IdGben véltozo rendszer stabilizdlasa. Tegyiik fol, hogy az A input-
output matrix id6ben valtozik, jele A, de van egy olyan allandé mértékegység-
rendszer, amelyben teljesiil (4.37) megfeleldje:

174, <1, O<a<l. (4.37")

Bizonyitsuk be az id6ben dllandé A matrixra vonatkoz6 4.5. tétel dltalanositasat
(4.37")-re!

Az alfejezet végére érve utalunk egy dgynevezett disequilibrium-elméleti kész-
letvarakozasi modellre, amelyet Honkapohja—Ito (1980) raciondlis varakozasokra,
Simonovits (1983), valamint Hommes—Nusse (1989) naiv varakozasokra elem-
zett.

4.5. Tanulsagok

Taldn nem art, ha 6sszefoglaljuk a fejezet tanulsagait. A t6kés gazdasdg beruha-
z4si ciklusainak kutat6i mar hosszu évtizedek 6ta elhagytdk a determinisztikus és
linedris megszoritds valamelyikét: (i) Frisch (1933) sztochasztizalta a linedris cik-
lusmodellt, (i1) Hicks (1950) pedig a beruhdzdsra vonatkozo alsé, és a nemzeti jo-
vedelemre vonatkozé felsd korldt bevezetésével kapott nemlinedris ciklusmodellt.
A nemlinedris modellek elemz8inek a matematika és a szamitastechnika akkori
szintjén csupdn korlatozott eredményeket sikeriilt elérniiik. Egészen az 1970-es
évek végéig kellett varni, hogy a nemlinedris dinamikus rendszerek elmélete gyo-
keret verjen a kozgazdasdgtanban. Mindkét megkozelitésnek vannak el6nyei és
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hatranyai. Bar a modern gazdasidgokban a ,,j6” és a ,,rossz” idészakok viszony-
lag szabdlyosan véltjadk egymadst, a beruhdzdasi és kiilondsen a készletfelhalmozdsi
mutaték mintdja ciklusrdl ciklusra ismétlédik, az ismétl6dés azonban sokkal pon-
tatlanabb, mint a természettudomanyokban. Mig a sztochasztikus megkozelitésnél
a pontos ismétlddéstél nem kell tartani, a nemlinedris megkozelitésnél — lokalis
instabilitast feltételezve —, rovid atmenet utdn Hicks pontosan ismétl6do ciklu-
sokat kapott — legaldbbis azt hitte. Hicks 4llitélag éppen emiatti elkeseredésében
fordult el az altala modernizalt cikluselmélettdl. A valésagos ciklusok felszall6
dga sokkal tovédbb tart, mint a leszdll6 4ga — aszimmetria. A sztochasztikus mo-
dellek azonban — legaldbbis dtlagban — szimmetridt mutatnak, mig a nemlinedris
modellek képesek az aszimmetria tiikrozésére (Blatt, 1980, 1983). Megemlitjiik
még Brock (1986) préobalkozasat a két elmélet relevancidjanak megallapitasara.

Vildgnézetileg is fontos a linedris sztochasztikus és a nemlinedris determinisz-
tikus megkozelités kozti kiilonbség. Az els6 megkozelités hivei dltaldban ellen-
zik, a masodiké viszont tdimogatjak az dllam beavatkozdsat a piac miikodésébe.
Hiszen a sztochasztikus zavarok hatdsit a gazdasdgra jellemzd késleltetések és
mérési hibak miatt lehetetlen kikiiszobolni, de a determinisztikus ugrandozasok
megszelidithet6k. Ebben a fejezetben a nemlinedris determinisztikus megkozeli-
tést kovettiik, s a linedris sztochasztikus megkozelitésre csak a 7-8. fejezetparban
tériink ki.

Bonyolult matematikai fejtegetéseink végére érve nem art ismét emlékeztetni
a kozgazdasdgi és matematikai ciklusfogalom kiilonbségére. Ha Ickes (1986) al-
taldnosabb kozgazdasdgi ciklusfogalmat fogadjuk el, ti. hogy (i) minden fazis oka
a kovetkez6 fazisnak, (ii) a fazisok ismétlédése szabalyszert, de nem feltétleniil
periodikus, akkor a hatarciklusok mellett szdmos mds csillapitatlan oszcillacio is
,,ciklusnak” tekinthetd.
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5. fejezet

Ko6zonséges
differencialegyenletek

Kozonséges differencidlegyenletrol vagy differencidlegyenlet-rendszerrdl beszé-
liink, ha egy egyenletben az id6tdl (dltalanosabban: egy skalartol) fiiggd valtozo-
kon kiviil azoknak az id6 (vagy mads skaldr) szerinti els§, masodik stb. derivaltjai
is szerepelnek. Latni fogjuk, mennyire hasonlitanak a differencidlegyenletekre vo-
natkoz¢ tételek a differenciaegyenletekre vonatkozé megfeleldikre (lasd 1. és 3.
fejezet). A jobb attekinthetdség kedvéért a legfontosabb definicidkat és tételeket
~-megismételjik™, a teljes parhuzam részleteitdl azonban megkiméljiik az olvasét.
(Mivel a folytonos idejti kozgazdasigi modellekben a ciklus és a kdosz alig szere-
pel, éppen csak érintjiik Sket.) Az 5.1. alfejezetben az altalanos linedris rendszerek
tulajdonségait tekintjiik at. Az 5.2. alfejezetben ratériink a nemlinedris rendszerek-
re, és kiterjesztjlik a linedris esetre kapott stabilitasi tételeket. Az 5.3. alfejezetben
a folytonos ideji szabdlyozas kérdéseit vdzoljuk. Hasznos tudnivaldkat tartalmaz
Samuelson (1947), Pontrjagin (1961), Martos (1981) és Arnold (1984). Hirsch
(1989) érdekes torténeti dttekintést nyujt a kérdéskorrél. Terjedelmi korlatok mi-
att ez a fejezet kiilonosen vazlatos lesz. Kiilon felhivjuk a figyelmet T6th—Simon
(2020)-ra, amely a gondos elméleti és alkalmazasi bevezetés mellett a Mathema-
tica szamitégépes programcsomag haszndalatat is bemutatja.

5.1. Linearis rendszerek
A differenciaecgyenletekhez hasonléan a linedris differencidlegyenletekkel kezd-
jiik a targyaldst. Legegyszer(ibb esetben csak az @(t) derivdlt szerepel az egyen-

letben, tehat a meghatdrozand¢ pélydt leiré x(t) fiiggvény nem.

105
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5.1. példa. Egyenletes (sebességili) mozgas: x(t) = v differencidlegyenlet meg-
olddsa x(t) = xo + vt.

Torténetileg a legelsd nem trividlis differencidlegyenlet a kovetkezd:
5.2. példa. (Napier, 1615 koriil.) & = Az, 2(0) = x¢. Az, hogy z(t) = zgeM
(t > 0) megoldas, egyszert derivalassal igazolhaté. Latni fogjuk, hogy mas meg-
oldas nem létezik. Az 5.6. feladatban megmutatjuk, hogyan lehet megtaldlni a
megoldast. (Egyébként negativ \-ra az egyenlet a radioaktiv bomlds tomegvalto-
z4sét irja le.)

El6szor korvonalazzuk, hogyan lehet tobbvaltozés inhomogén linedris rend-
szert visszavezetni homogénra.

Inhomogén egyenletrendszer

Legyen 7 = [0, 7] egy idGintervallum, x(t) egy valds véltozdés n-dimenzids si-
ma vektorfiiggvény, és M egy n x n transzformdcié (madtrix), ©(t) a fliggvény
idG szerinti derivéltja és w egy n-dimenziés vektor. Allandé egyiitthatds, linedris
differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik a kovetkez6 differencidlegyenletet:

x(t) = Mxz(t) + w. (5.1

Roéviden utalunk a differencidlegyenlet-rendszer koordindtazott alakjara:
n
xl(t) :Zmijxj(t)+wi, 1=1,....,n, (51/)
j=1

ahol M = (m;;) az M transzformdacié mdtrixa a rogzitett koordindta-rendszerben
és w = (w;) a megfelel koordintazott vektor.
A staciondrius pont implicit algebrai egyenlete

0= M2z°+ w, (5.1°)
amely megfeleld regularitasi feltételek mellett explicitté tehetd:
° = —M tw. (5.2)

A differenciaegyenletekkel val6 parhuzam jobban lathat6 lenne, ha (5.1) he-
lyett az
t=(M-DNzr+w (5.1%)

alakd egyenletet irnank (vo. (5.2) és (1.3)). Ez azonban szokatlan lenne, és csak
feleslegesen bonyolitand a képleteket.
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Homogén egyenletrendszer

Vezessiik be az
T=xz—2° (5.3)

eltérésvaltozot, és vonjuk ki (5.1)-bdl (5.1°)-t:
z = Mz. (5.4)

Széban: az eltérésvaltozok kielégitik azt a homogén rendszert, amely az inhomo-
gén (5.1) rendszerbdl az additiv dlland6 elhagydsaval keletkezik.

A tovédbbiakban a homogén rendszerrel foglalkozunk, s rovidség kedvéért el-
hagyjuk a kalapot (azt is mondhatjuk, hogy w = 0). A hivatkozdsok kedvéért 4j
alakjdban djra folirjuk az (5.4) egyenletet:

i = Mux. (5.4)

Az M skalar esetben (v6. 5.2. példa) mar megadtuk a megoldast: z(t) = eMx(0).
Kérdés: lehet-e ezt dltalanositani tetszdleges M matrixra? Vélasz: lehet, de el6bb
definidlni kell egy tetszdleges kvadratikus madtrix exponencidlis fiiggvényét
[(A.6)]:

BVEIE < (7175 LNy L
e :;) T :];)HM. (5.5)

A matrixértéki hatvanysorok elméletében a matrixexponens az id6 szerint diffe-
rencidlhatd, és az Osszegzés és a derivalas sorrendjének felcserélésébdl adodik a
skalarokra ismert d{e*M} /dt = Me'™ osszefiiggés. Most méar kimondhat6 az

5.1. tétel. Az (5.4) autonom homogén linedris rendszernek az xg kezdeti feltétel-
hez tartozo egyértelmiien meghatdrozott megolddsa a teljes félegyenesen folytat-
hato, s a kovetkezd alaki:

x(t) = eMbzo, t>0. (5.6)

Megjegyzés. Bizonyos alkalmazasokban a differencidlegyenletet idében vissza-
felé oldjuk meg.
A kovetkezdkben bemutatjuk a matrixexponens kiszdmitasanak maédszereit.

Sajatértékek és sajatvektorok

Akarcsak a differenciaegyenleteknél, a differencidlegyenleteknél is ltaldban cél-
szertitlen z(t)-t (5.5)—(5.6)-tal, matrixhatvanyozdassal kiszamitani. Linedris algeb-
rabdl azonban ismert, hogy M sajatértékei és sajatvektorai segitségével e!M vi-
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szonylag egyszer(ien folirhat6. Sziikségiink lesz az M matrix karakterisztikus po-
linomjéra:
P(X\) =det(A — M). (5.7)

Ismert, hogy a P(\) polinomnak multiplicitdssal n (valés vagy komplex) gyoke
van, amelyek M sajatértékei.

P(A\)=0, j=1,....n (5.8)

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fol, hogy 1étezik n darab linedrisan fiiggetlen
sajtvektor, s;:

MSj:Aij, j:1,2,...,n, (59)

azaz hogy van sajatbazis, amelyben minden kezdéallapot egyértelmtien folirhaté:
n
Trog = Zgjsj. (510)
j=1

Folhaszndlva, hogy M's; = Ais; és

< Lk
Ep— R
€ _Zk!’
k=0

(5.5), (5.6), (5.9) és (5.10) a kdvetkez6 Osszefiiggést adja:
n
z(t) =) &el's;. (5.11)
j=1

Ezzel igazoltuk a kovetkez6 tételt.

5.2. tétel. Ha létezik az M mdtrix sajdtbdzisa, és az s; sajdtvektorok (j=1,...,n)
segitségével a homogén megoldds kezddértékét (5.10) szerint folirjuk, akkor a \;
sajdtértékeket bevonva, (5.11) megadja a homogén megoldds tetszdleges iddpont-
beli értéket.

Megjegyzés.* Egy s sajatvektorhoz tartozé r > 1-szeres geometriai gyok esetén

az eMtagmellé a é;tieM, j = 1,2,...,r—1 tagok Iépnek; tobb ilyen sajdtvektor
esetén hasznélandé kett6s indexeket elhagytuk.
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Komplex sajatértékek

Az (5.11) egyenlet kozvetleniil hasznosithat6, ha M 0sszes sajatértéke valés. Mi
torténik azonban, ha vannak komplex sajatértékek? Mivel az M matrix elemei
valdsak, a P()\) polinom egyiitthatéi is valésak. JOl ismert elemi algebrai tétel
szerint ekkor minden komplex sajatérték a feliilvondssal jelolt komplex konjugélt-
javal egyiitt fordul el6. Beldthat6, hogy ekkor minden s sajatvektor és £ koordindta
is konjugélt parjaval egyiitt van jelen, s végiil is a komplex szamok eltiintethetSk.
Irjuk fol a kezdGérték valés vektorat az s és 5 sajdtvektor segitségével:

zo = &s + £5. (5.10%)

Megismételve a kordbbi gondolatmenetet:
z(t) = eMés + eMEs. (5.11%)
Mivel A = RA+4Z\ (valds és képzetes részek), ezért az Euler-képlet értelmében

M = RN (cos ot +isingt), =T\ (5.12)

(5.10%), (5.11%) és (5.12) adja az 1.3. tétel folytonos idejli megfelel6jét:
5.3. tétel. Ha az M mdtrixnak egyszeres komplex sajdtértéke—sajdtvektora van: \
és s, akkor a megfeleld blokkmegoldds (Fiiggelék)

z(t) = 2" (Rs cos pt — Tssin pt).

A kovetkezd feladat az 5.3. tétel legegyszertibb szemléltetése.
5.1. feladat. (V6. 1.8. példa.) Legyen & = Mz, ahol

0 -1 1
= 8 = '
M [ 1 0 ] és xo [ 0 ] !
Igazoljuk, hogy x1(t) = cost és xa(t) = —sint!
Nemcsak szemléltetésként, de gyakorlati (példdul fizikai) alkalmazasokban is

fontos az

5.3. példa. Masodrendi linedris differencidlegyenlet. Az §j+ oy + Sy = 0 egyen-
let kétféleképpen is megoldhato.

a) Visszavezetés elsorendii sikbeli rendszerre. Legyen 1 = y és o2 = 9.
Ekkor &1 =y = x9és &0 = §j = —ay — By = —axy — fx1. Ekkorn = 2,
0 1
M = .
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b) Komplex amplitiidék modszere. Keressiik a megoldast y(t) = yoe alak-
ban! Derivdljuk a feltételezett megoldast, helyettesitsiik be a differencidlegyen-
letbe és osszunk le ype -vel: a A2 + aX + B = 0 mésodfoki (karakterisztikus)
egyenletet kapjuk (v0. a Fibonacci-sorozatot, 1.3. példa).

Komplex gyokok esetén mindkét esetben az 1. fejezetben ismertetett médon
kell folytatni; o = 0, 8 > 0 esetén y(t) = Acos(pt 4 J), ahol A, ¢ és 0 valds
allandok.

Stabilitas, instabilitas

Linedris rendszerek esetén viszonylag egyszerlien megadhatok a stabilitds feltéte-
lei.

5.4. tétel. Linedris stabilitds. A folytonos idejii (5.4) linedris rendszer tipikusan
akkor és csak akkor stabil, ha M sajdtértékeire R\; < O teljesiil, j = 1,...,n.

Megjegyzések. 1. A matematikdban ehhez a stabilitashoz hozzéteszik az aszimp-
totikus jelz6t.

2. Kivételes kezd6allapotok esetén akkor is stabil lehet a rendszer, ha vannak
olyan sajdtértékek, amelyekre R\; > 0.

Bizonyitas. Egyszeres sajdtértékek esetén (5.11) alkalmazhat6. Eszerint x(¢) ak-
kor és csak akkor tart nulldhoz, ha minden sajatérték-exponens nulldhoz tart. Valds
sajatértékekre ez azt jelenti, hogy A\; < 0. Komplex sajdtértékparndl (5.12)-ben
adott Euler-képlet szerint a sajatértékpar kozos valds részének kell kisebbnek len-
nie, mint 0. (Végiil ha egy sajatvektorhoz egy sajatérték tobbszordsen tartozik,
akkor a te’it stb. tagok is pontosan akkor tartanak nulldhoz, ha RA; < 0teljesiil.)

O

Megjegyzések. 1. A globdlis és a lokalis stabilitas a folytonos ideji linedris rend-
szereknél is magatdl értet6dden ekvivalens.

2. Ha RA; < 0 és példdaul RA; = 0, akkor szigortian domindns gyokpar
esetén az aszimptotikusndl gyengébb Ljapunov-stabilitds igazolhatd, de tobbszo-
ros domindns gyok(dk) esetén instabilitds keletkezik. Ha példaul RA; > 0, akkor
a rendszer nem csak instabil, hanem id6nként a végtelenbe tavolodik, legaldbbis
majdnem minden kezd6allapotra.

Az 1.2. dbrdhoz hasonléan most az 5.1. dbrdn szemléltetjiik a sajatértékeken
alapul6 osztdlyozast. A bal oldalon l4athat6 a 3 oszcillicidmentes eset; stabil: a
(—1,0) szakaszon beliil sajatértékekkel; hatdreset: (—1,0] szakaszra ess sajat-
értékkel; instabil: legaldbb egy (—1,+1) szakaszon kiviili sajatértékkel. A jobb
oldalon l4that6 oszcillacios eseteknél komplex sajatértékparok a komplex sik bal,
illetve jobb oldali felére esnek, a hatdresetben pedig a képzetes tengelyre.
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Oszcillaciomentes Oszcilldlé
X
i D D
Stabil 3¢ & D
X
S N
Hatéreset A N %
X
D
X X &
Instabil
képzetes X
tengely

5.1. dbra. Sajatértékek osztdlyozdsa: folytonos id6

Feladatként mondjuk ki az 1.7. példa megfelel§jét.

5.2. feladat. Stabilitds. Mutassuk meg, hogy az § + ay + By = 0 mdsodrendii
linedris differencidlegyenlet akkor és csak akkor stabil, ha «, 8 > 0!

Mind a mechanikai, mind a kdzgazdasdgi alkalmazdsokndl fontos szerepet
jatszanak a nyeregpontok. Itt csak a legegyszeriibb esetet mutatjuk be.
5.4. példa. Nyeregpont. Legyen n = 2 és M egyik sajatértéke negativ, a ma-
sik pozitiv: \; < 0 < Ay, az s; és az sy sajatvektorral! (5.11) szerint z(t) =
£151eMt + Ex59€2t, Ekkor a 0 staciondrius pont nyeregpont: az xg = &151 kezd6-

allapotbdl indul6 palyak stabilak, az xg = £259 kezdballapotbdl indulé rendszerek
instabilak. (Az elnevezés eredetileg a kvadratikus alak tipusdra vonatkozott.)

Rétériink a nemlinedris egyenletek tanulmédnyozdsara.

5.2. Nemlinearis rendszerek

Legyen 7 = [0,7] egy valds (id6)intervallum, = egy n-dimenzids valés vektor,
és f(+,-) az (14 n)-dimenzids tér T x R"™ tartomdnydnak R"-be val6 leképezése.
Legyen z(t) egy vektorértékd sima (id6)fiiggvény, és & (t) a derivaltfiiggvény. Ha
x és T kielégiti az

w(t) = % = f(t,z(t), 0<t<T (5.13)
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elsGrendii kizonséges differencidlegyenlet(-rendszer)t, akkor az x(t) fiiggvényt az
egyenletrendszer megolddsdnak nevezziik. (0-ban jobb, T'-ben bal oldali derival-
takra szoritkozunk.) Az z(0) = xz( kezdeti dllapot dltaldban adva van, s ilyenkor
az adott kezdeti feltétel melletti megoldasrdl beszéliink. Lehet végérték-, sét — ma-
gasabb rendi differencidlegyenletek esetén — peremérték-feladatrol is beszElni, ez
utébbiban bizonyos kezdeti és végértékek vannak megadva (9. fejezet). Mivel eb-
ben a kényvben mindvégig kozonséges differencidlegyenletekrdl beszéliink, ezt a
jelz6t elhagyhatjuk.

Az (5.13) egyenlet koordindtamentes alakban van folirva, s ez a tomorség mi-
att is elényos. Nagyon gyakran azonban az egyenletrendszer koordinatazottan van
megadva:

() = fi(t,21(t), ..., 2a(t)), i=1,...,m (5.13")
ahol f; : R'*" — R sima fiiggvény és z;(t) : R — R fliggvény.
A magasabb rend( egyenletek segédvaltozok bevezetésével ugyanigy vissza-
vezethetSk els6rend( egyenletekre, mint a differenciaegyenletek. Legyen

y™ =gy, 9,...,y" V).

A kovetkezd jelolésekre lesz sziikségink: z; = vy, i=1,....n y© =y),
amelyek segitségével a kovetkezd n-valtozos elsérendd rendszert kapjuk:

-i'lsz?-"a in—lzxny .’j}'n:g(.’ﬂl,.%'g,...,l‘n).

Ellentétben a differenciaecgyenletekkel, egyes differencidlegyenleteknek nincs
megoldasa, masoknak tobb is van. Az is lehetséges, hogy bar 1étezik és egyértelmi
a megoldds, nem terjeszthets ki a teljes [0, 00) idGtengelyre. (N. B. Mindvégig
explicit egyenletekkel foglalkozunk. Implicit differenciaegyenleteknél lehet, hogy
nincs megold4s, vagy ha van, akkor tobb is lehet beldliik: 11.3. és 12.2. alfejezet.)

A kovetkezd harom példardl derivédlassal beldthatjuk, hogy igazak a benniik
szerepld allitasok.

5.5. példa. Nincs megoldas. Dirichlet-fiiggvény: & = 1, ha x raciondlis; # = 0, ha
x irraciondlis. (Darboux tétele szerint egy derivalt fiiggvény — ha nem is folytonos
— minden kozbiilsd értéket folvesz; Rudin, 1976, 5.12. tétel.)

5.6. példa. Tébb megoldds van. & = 22/3, 29 = 0 = z(t) = 0 és z(t) = (t/3).
5.7. példa. A megoldis értelmezési tartomdnya korldtos. & = z2, 2(0) = zg >
0= 2(t) =—1/(t — 1/zp), ahol 0 < ¢ < 1/xy.

Ha mar ismerjiik a megoldast, akkor behelyettesitéssel igazolhatd, hogy a sz6-
ban forg6 fliggvény tényleg megoldds. Szdmos fogds ismeretes a megoldds meg-
keresésére, ezzel a kérdéskorrel azonban alig foglalkozunk. Mivel sok differenci-
dlegyenletnek bizonyithatdan nincs zért alakd megoldésa (elemi fiiggvényekkel),
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gyakran kell numerikus kozelité megolddsra szoritkoznunk. (Ilyen problémdval
mdr az integrdldsndl is taldlkozhatunk, példdul a Gauss-féle ® hibafiiggvény sem
elemi.) Ezért is fontos, hogy kvalitativ eredményeink legyenek a differencial-
egyenletek megoldédsairdl. Most két olyan differencidlegyenletet mutatunk be,
amelynek az elemi fliggvények korében nincs zért alakd megoldasa.

5.8. példa. Nincs zart alaki megoldds (Arnold, 1984, 6.6.). Az @:(t) = z%(t) — t
egyenlet megolddsa nem irhat6 ol explicit médon, kizarélag elemi fiiggvények
segitségével (5.2. dbra).

5.9. példa. A matematikai (surléddsmentes) inga egyenlete. Legyen a nehézségi
gyorsulds g, az inga hossza L és a pillanatnyi kilengési szog y(t). Fizikai torvé-
nyek szerint y(¢) kielégiti a kovetkezd masodrenddi nemlinedris differencidlegyen-
letet: j = —Bsiny, ahol B = L/g, yo = A, 9o = 0. Ennek az egyenletnek sincs
zart megoldésa, de tapasztalatbdl is tudjuk, matematikailag is igazolhatd, hogy
id6ben periodikus a megoldésa: y(t) = y(t — Pa), ahol P4 az A-t6l fiigg.

Egzisztencia és unicitas

A(z ellen)példdk 4ttekintése utan tételekkel folytatjuk az ismertetést. Foltessziik,
hogy x¢ € X, megengedett kezdeti feltétel. Kezdjiik egy egzisztenciatétellel.

5.5. tétel. (Cauchy, 1824 és Peano, 1890; egzisztenciatétel.) Ha f(t,x) a T x X
tartomdnyon folytonos, akkor minden megengedett kezdeti értékre létezik legaldabb
egy megoldds a 0 idépontot tartalmazo valamely részintervallumon.

Bizonyitas helyett.” Az dltaldnos bizonyitds mély matematikai meggondoldsokat
igényel. Az Eulert6l szdrmazo6 alapotlet azonban konnyen elmagyarazhatd, és a
sokdig mostohdn kezelt differenciaegyenletekkel val6 kozelitésen alapul. Osszuk
fol a 7 idGtartomanyt k darab h = T/k egyenld hosszisdgi részre! Az osz-
tépontokat jeloljiik ¢, ;-vel! Az f fiiggvény folytonossidga miatt vélhetSleg nem
kovetiink el nagy hibat, ha a 7;; = (txi—1,tr;) intervallumban f(¢,x)-et a
rogzitett f(tri—1,xki—1)-gyel helyettesitjiik, ¢ = 1,..., k. Ekkor az z4(t) =
@ (thio1) + f(tri-1, Tri—1)(t — tgi—1) toréttvonal adédik kozelitd megoldas-
ként Ty ;-n, ahol x; = xp(tgi—1) + f(tki—1,%ki—1)h, ugyanigy az egymads
utdni ¢ indexekre. Ha k — o0, akkor egy mély matematikai tétel (Rudin, 1976,
7.23. tétel) szerint kivdlaszthaté az x(t) torott vonalaknak legaldbb egy olyan
részsorozata, amely minden ¢ € 7T -re tart az z(¢) megolddshoz. O

Az 5.2. példaban szerepld differencidlegyenletet az zo = 1 kezdeti feltétellel
k = 20 mellett a [0; 1] idGintervallumban a fenti médszerrel megoldottuk, s az
5.2. dbran mutatjuk be.
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5.2. dbra. Az (t) = 2(t) — t egyenlet kozelité megolddsa

5.3. feladat. Torottvonalas kozelités. Bizonyitsuk be, hogy adott ¢-re az 5.2. pél-
daban szerepld © = Az, x¢9 = 1 differencidlegyenlet a) k-részes tordttvonalas
megoldésa x1,(t) = (1 + Mt/k), és b) k — oo esetén tart e*-hez! (Megjegyez-
ziik, hogy a kozelit megolddsok az egész [0, t| szakaszon konvergélnak a pontos
megoldashoz. Pontosabb kozelitéshez a fiiggvényeket nem linedrisan, hanem ma-
gasabb fokud polinommal kozelitjiik.)

Ezen a ponton egy fontos analdgidra hivjuk fol a figyelmet. Diszkrét idejti
rendszereknél azokat a métrixokat nevezziik stabilnak, amelyek sajatértékei a nyilt
egységkorbe esnek. Folytonos idejti rendszereknél viszont azokat nevezziik stabil-
nak, amelyek sajatértékei a nyilt bal félsikba esnek. A kovetkez6kben vazoljuk,
hogy mi a kapcsolat a két eredmény kozott. Altalanositva az 5.3. feladatot, az
@ = Mz differencidlegyenlet-rendszer kozelithet6 az (1), = (I + hM)zip,
1 = 0,1,...,k — 1 differenciaegyenlet-rendszerrel, ahol h egy megfelelen ki-
csiny pozitiv valés szim. A folytonos idejli rendszer \; sajatértékének a diszk-
rét idejii rendszer 1 + hA; sajatértéke felel meg. Konnyen beldthatd, hogy ekkor
RA; < 0 kozelitdleg ekvivalens az |1 + h\;| < 1 feltétellel.

Az 5.2. példaban szerepld differencidlegyenletet A = —1 és 1 paraméterérték-
re az xo = 1 kezdeti feltétellel & = 20 és 40 mellett a [0; 1] idGintervallumban a
fenti mddszerrel megoldottuk és dsszevetettiik az elméletileg ismert pontos meg-
oldassal. Az 5.3. és még inkdbb az 5.4. dbran lathatd, hogy a durvabb kozelités
rosszabb, a finomabb jobb.
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5.3. dbra. Az & = —x egyenlet két kozelitd6 megoldasa

Pontos megoldds ----- Finom kozelités — — — Durvakozelités

3,00
280 F
2,60 - -7
240 F Gy
220
2,00 f
180 P
1,60 [ i
140 =
120F =

100 =—="1 . 1 s 1 L 1 L ] L 1 L 1 L 1 L 1

i 1
0,00 0,10 020 030 040 050 060 070 080 0,90 1,00
1d6

1

T
\\
|
\

Megoldas

5.4. dbra. Az & = x egyenlet két kozelitd megoldasa
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Az 5.4. példa szerint a megoldas egyértelmiiségének (unicitdsdnak) kimon-
dasdhoz az 5.5. tételi jobb oldal folytonossdgdndl szigoribb feltevésre lesz sziik-
ség. Egy f(t,x) fuggvényt Lipschitz-tulajdonsdgiinak neveziink a 7 x X halma-
zon, ahol X egy R"”-beli konvex tartomdny, ha alkalmas K szamra €s tetsz6leges
z,y € X-reteljesil || f(t,z)—f(t,y)|| < K||x—y]||. A Lagrange-féle kozépérték-
tételbdl lathatd, hogy egy kompakt halmazon a Lipschitz-tulajdonsag kovetkezik
az f fiiggvény simasagabdl. Figyelemre méltd, hogy K < 1 esetén a Lipschitz-
feltétel (amelyet altaldnosan 1876-ban éppen az egyértelmiség miatt vezetett be
Lipschitz) a kontrakciét adja [(3.9)].

5.6. tétel. (Picard és Lindelof unicitasi tétele, 1890, illetve 1894.) Ha az f(t, )
fiiggvény a T x X tartomdnyon folytonos és x-ben Lipschitz-tulajdonsdgi, ak-
kor (5.1) megolddsa minden megengedett kezddértékre egyértelmii egy alkalmas
J részintervallumon.

Megjegyzés. A differencidlegyenletek elméletében nagyon fontos és a bizonyitas-
bél kénnyen kiolvashatd, hogy adott ¢ id6re az x(t, z¢) megoldds folytonosan fiigg
a kezddértéktol. A kaotikus viselkedésnél azonban ez a fiiggés nagyon gyorsan
gyongiil az id6vel!

Bizonyitas helyett. Az dltalanos bizonyitds mély matematikai meggondolasokat
igényel (Pontrjagin, 1961), az alapétlet azonban konnyen elmagyardzhat6. EI6-
szor differencidlegyenletiinket egy ekvivalens integrilegyenletként irjuk at (vo.
Newton—Leibniz-szabdly):

2(t) = 2(0) + /O e a()] dr. (5.14)

Mir a 3.4. tétel koriil lattuk, hogy gyakran érdemes a fokozatos megkozeli-
tés mddszerével keresni egy fixpontot. Most is ezt tessziik a differencidlegyenlet
megoldasandl. Legyen x(-) folytonos fiiggvény az integrilegyenlet k-adik koze-
1ité megolddsa (xo(t) = xo). Tekintsiik a folytonos fiiggvények C[.J] absztrakt
terét, amelynek az xj(-) fiiggvény absztrakt eleme. Ekkor a (k + 1)-edik kozeli-
t6 megoldast a 3.4. tételt ltaldnosité kontrakcié-elvében szerepld iterdcid szerint
szamitjuk ki:

Tp11(t) = x(0) + /Ot flr, zk(7)]dr, ahol zo(t) = wxo. (5.15)

Megmutathatd, hogy megfelelden kicsiny, valtozatlan J id6intervallumon az
(5.15) éltal definidlt xp1 = ¢(xy) fiiggvényleképezés kontrakcid, azaz 1étezik
egyetlen fixpontja, nevezetesen az integrilegyenlet megolddsa. O
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Pontos megoldds ----- Finom kozelités — — — Durvakozelités
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5.5. dbra. Az & = x egyenlet megolddsanak fokozatos kozelitése

Megoldasi modszerek

A most leirt fokozatos megkozelités modszere tetsz6leges sima fliggvényre nume-
rikus kozelitésként alkalmazhatd. (Ezen a ponton a diszkrét idejdi rendszer (k)
1épéseit nem jeldlhettiik ¢-vel, mert iitk6zott volna a folytonos idejii rendszer szo-
kasos idévaltozojanak jelolésével.)

5.4. feladat. A fokozatos megkozelités modszere. Mutassuk meg, hogy a) a fo-
kozatos megkozelités modszerének k-adik 1épése az 5.2. példanal xy = 1 mellett
az e figgvény k-adfokud Taylor-polinomjt adja:

k
zp(t) =
7=0

)

(At)!
J!
b) amely & — oo esetén tart az e’ megolddshoz! Az 5.5. dbrdanak = 1,2és4

kozelitést, valamint a pontos megoldast mutatjuk be. Figyeljiik meg, hogy A > 0
esetén minél tdvolabb keriiliink a kezdeti értéktdl, anndl nagyobb a hiba!

5.5. feladat. Nincs Lipschitz-tulajdonsag. Mutassuk meg, hogy az 5.4. példaban
szerepls f(z) = x2/3 fiiggvény = = 0-ban nem Lipschitz-tulajdonsagu!

Az 4ltalanos tételek ismertetése utdn most bemutatjuk a két legegyszerlibb
differencidlegyenlet-tipus megoldasit.
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5.7. tétel. Egyszerii integrdlhatésdg. Ha f(t,x) fiiggetlen x-t6l: ©(t) = f(t),
akkor az (5.1) differencidlegyenlet-rendszer egyszeriien integrdlhato:

t
2(t) = 2(0) + / f(r)dr. (5.16)

0
Bizonyitas. Az (5.14) integralegyenletbdl kovetkezik. O

Megjegyzések. 1. A tétel latszélag n dimenziéra vonatkozik, valdjaban azonban
n fliggetlen skaldregyenletrdl van sz6.

2. Ebben az esetben az 5.6. (Picard-Lindelof-) tételben leirt fokozatos megko-
zelités mar az elsd 1épésben megadja a pontos megoldast, tovabbi 1épésekre nincs
sziikség.

5.10. példa. Szabadesés. A fizikabdl Galilei 6ta ismeretes, hogy a homogén gra-
vitdciés térben szabadon esd test sebessége az id6nek linedris fiiggvénye: @ (t) =
o + gt. Ekkor az (5.16) miatt az Gt-id6 fiiggvény x(t) = xg + @0t + gt?/2.

A kovetkez6 tétel az el6z6nél joval altaldnosabb, jol hasznalhatd, bar mégis-

csak specidlis.
5.8. tétel. Szérvdlaszthato vdltozdjii egyenlet. Legyen n = 1. Ha f(t,z) =
a(t)b(x) alaki, és nincs gyoke egy adott téglalapon, akkor az (5.1) differenci-
dlegyenlet implicit megolddsa a téglalapon fekvd (0, xg) kezdeti feltétel mellett a
kovetkezdképp kaphato meg:

z(t) 1 t
/mo I)(ﬁ)dg:/o a(T) dr. (5.17)

Megjegyzés. b(x) = 1 esetén visszakapjuk az 5.7. tételt.

Bizonyitas. Formalisan irjuk fol tortként az & derivéltat: dx/dt, és vigyiik a bal
oldalra az x-es tényezdket, jobb oldalra pedig a t-s tényezdket: dz/b(x) = a(t)dt!
Tegyiik fol, hogy mindkét oldal integralhaté 0 és t (azaz xq és x(t)) kozott! Elvé-
gezve az integrdldst, adodik az allitas. Differencidldssal belathatd, hogy a heurisz-
tikusan kapott implicit egyenlet adja a megoldast. O
5.6. feladat. Az 5.8. tétel segitségével vezessiik le az 5.2., az 5.4. és az 5.5. példa
(maér igazolt) megoldasat!

5.7.feladat. Az dgynevezett logisztikus egyenlet olyan id6beli folyamatokat (pél-
ddul divat vagy fert6z¢€s terjedése) ir le, ahol a skaldrérték helyzet relativ vélto-
zési sebessége (& /x) egyenesen ardnyos 1 és a helyzet kiilonbségével:

T dz

;_M:a(l—x), O<a2p<1l, a>0.
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(i) Igazoljuk a szétvdlaszthaté véltozok moddszerével, hogy a differencial-
egyenlet megolddsa
1 __1 — X0

= b= .
1 + be—at’ 0

a(t)

(i1) Mutassuk meg, hogy a megoldds monoton novekszik, és aszimptotikusan
1-hez tart!

A differencidlegyenletek numerikus megolddsa nem targya konyviinknek, a
fentieken tul csak utalunk példaul Ralston (1965) 5. fejezetére.
Stacionarius pont és stabilitas

Az egyszerliség kedvért a tovabbiakban csak olyan rendszereket vizsgélunk, ame-
lyek explicit médon nem fiiggenek az id6t6l, autonomak:

dx
T —— ) 5.18
b= = f(@) (5.18)
A dinamikus rendszerekben Kkitiintetett szerepet jatszik a staciondrius pont

(egyensulyi helyzet).
Egy «° pontot az f rendszer staciondrius pontjdnak neveziink, ha beldle in-
ditva a rendszert, az mindig ott is marad. Képletben:

Ha 2z9=2°  akkor z(t)=2° €T,

azaz
f(a®) =0. (5.19)

Megismételjiik a staciondrius pont stabilitdsirdl sz6l6é definicidkat, amelyek
diszkrét idejii valtozatat az 1.2. alfejezetben ismertettiik.

1. Egy 2° staciondrius pontot Ljapunov-stabilnak neveziink, ha barmely, hoz-
74 elegendd kozeli x kezdbéllapotbdl induld, és a teljes félegyenesen értelmezett
palya az z°-hoz mindvégig kozel marad. Képletben: tetszdleges ¢ > 0 szdmhoz
taldlhaté olyan 0 > 0 szdm, hogy ha ||zo — z°|| < 0, akkor ||z(t) — 2°|| < €
tetszéleges t-re.

2. Az (5.13)-rendszer Ljapunov-stabil x° staciondrius pontjit lokdlisan
(aszimptotikusan) stabilnak nevezzik, ha °-hoz elegend6 kozeli barmely x kez-
déallapotbdl indulé pélya az x°-hoz tart.

3. Globdlis stabilitdsrol beszEliink, ha majdnem minden x( indulé allapot egy
és ugyanazon staciondrius ponthoz tart6 palyat szarmaztat. (A rendszer tobbi sta-
cionarius pontjat természetesen ki kell zarni az indulé allapotok koziil, 14sd a stir-

l6ddsmentes merev inga fels6 egyensilyi pontjét.)

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

120 5. Kozonséges differencidlegyenletek

4. Egy staciondrius pontot (aszimptotikusan vagy Ljapunov-értelemben) in-
stabilnak neveziink, ha nem (aszimptotikusan vagy Ljapunov)-stabil.

A kovetkezd példa megmutatja, hogy miért nem elegendd a konvergencia
Ljapunov-stabilitds nélkiil az aszimptotikus stabilitas definici6jaban.

5.11. példa. Konvergencia Ljapunov-stabilitds nélkiil. Tekintiink egy polarkoor-
dindtdkkal megadott sikbeli rendszert: 7 = r(1—7r), 9 = rd,aholr > 0,0 <9 <
2. Konnyen beldthatd, hogy az dllandésult dllapot (1,0), azaz (1, 27), amelyhez
minden pdlya konvergél, de hidba van akdrmilyen kozel a 9y > 0 kezdGéllapot
0-hoz, ¥ > 0, tehét a rendszer majdnem egy teljes fordulatot tesz, miel6tt eljut az

allandosult allapotba.

Globalis stabilitas

Ratériink a nemlinedris (differencidlegyenlet-)rendszerek elemzésére.
Mindenekel6tt mutatunk egy elemi példat.

5.12. példa. (Az 5.7. feladat ellentettje.) Lokalisan stabil, de globadlisan instabil
rendszer: az & = —x + x> nemlinedris differencidlegyenlet. Staciondrius pontok:
x = 0é x = 1. Mivel z(t) < 0 esetén z(t) n6, 0 < x(t) < 1 esetén pedig
x(t) csokken, az z° = 0 staciondrius dllapot lokdlisan aszimptotikusan stabil a
—00 < xg < 1 indulé allapotokra. Hasonléan belathatd, hogy az 1 < xg < oo
indul6 éllapotokra z(t) novekszik, alulrdl korldtos pozitiv sebességgel, tehat a
végtelenbe tavozik, instabil.

A globdlis stabilitdst a Ljapunovtdl szdirmazé mdédszerrel vizsgdljuk. Foltesz-
sziik, hogy egyetlen staciondrius pont van: z°. E18szor definiljuk az (5.18) diffe-
rencidlegyenlet-rendszerhez tartozé Ljapunov-fiiggvényt. Tegyiik fol, hogy a diffe-
rencidlegyenlet-rendszer megolddsa egy kompakt (korldtos és zart) halmazban
fekszik. Tegyiik fol, hogy van egy olyan V(x) : R" — R fliggvényiink, amely
(i) egyetlen globalis minimumat az x° staciondrius pontban éri el, és (ii) a sta-
ciondrius pdlya kivételével minden pdlydn csokken: dV[z(t)]/dt < O minden
x(t) # x°-ra.

Megjegyzések. 1. Figyeljiilk meg, hogy az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya
alapjan, V() egy sor- és egy oszlopvektor skalar szorzata: V (z) = V/(z)d!

2. Altalaban nehéz Ljapunov-fiiggvényt taldlni, de az 5.10. tételben és a 6.3.
alfejezetben egyszer( kvadratikus alakokkal célhoz ériink.

3. Ha lim|,|_,, V(7) = oo, akkor teljesiil a kompaktsdgi feltétel.

5.9. tétel. (Ljapunov tétele a globalis stabilitasrol.) Az (5.13) nemlinedris rendszer
az x° = 0 staciondrius pontjdban globdlisan stabil, ha van Ljapunov-fiiggvénye.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

5.2. Nemlinearis rendszerek 121

Bizonyitasvazlat. Indirekt médon bizonyitunk: 1étezik olyan xq kezd&allapot,
amelybdl indul6 x(t, zp) teljesebb képlettel jelolt palya nem tart x°-hoz. Mivel a
pélya kompakt halmazban van, kivélaszthat6 az idGpillanatoknak egy olyan {¢;}
sorozata, amelynek megfeleld palya egy x! dllapothoz tart: limy o0 2 (g, 20) =
' # 2°. A monoton csokkenés miatt V[z(ty, z0)] > V]r(tpr1, o)), k =
1,2,..., afolytonossdg miatt limy_,o. V[x(tg, 70)] = V[2']. Fenndll

Viz(te, x0)] > V[z'], k=1,2,.... (5.20)

Inditsuk el a rendszert 2'-bél, és valasszunk ki egy masik konvergens {z(ug, ')}
részsorozatot, amely x2-hoz konvergal: limy,_, o 2 (uy, ) = 2 # 2. (5.20)-hoz
hasonl6an

V(zh) > V(z?). (5.21)

A dinamikus rendszerekre jellemz$ a kovetkezd azonossdg: x(t + u,xg) =

x[u, z(t, zo)]. Tekintsiik az el6z8 két sorozatbdl kombindlt {z(tx +ug, xo) }x vek-
torsorozatnak a V' -képeként kapott

V[x(tk + ug, LUO)} = V[.’L‘(Uk, SU(tk, I‘O))], k= 17 27 s (522)

szamsorozatot. Minden k természetes szdmra van olyan K természetes szam,
amelyre fenndll ¢ty + up < tg, azaz V]z(ty + ug,z0)] > V]z(tx,xo)] >
V(x!'). Ugyanakkor van olyan rész-részsorozat (nem jeldljiik kiilon), amelyre
limg o0 V [z (ug, o(ty, 10))] = V(2?).

Tehat megfelelden nagy k-ra (5.22) bal oldaldn V (x!)-nél nagyobb, bal olda-
lan V (z')-nél kisebb szdm 4ll — ellentmondas. O

A kovetkezd példa ragyogdan szemlélteti a Ljapunov-fiiggvény alkalmazsat.

5.13. példa. (Hahn, 1967, 77. o0.) Tekintsiink a kovetkezd sikbeli differencial-
egyenlet-rendszert:

i1 = @0+ Ky (22 +23) b dp = —xq + kag(zd 4 23).

AV (x1,22) = [22 + 23] /2 Ljapunov-fiiggvény segitségével bebizonyitjuk, hogy
arendszer a) k < 0-ndl stabil, és b) x > 0-ndl instabil. Valéban, dV (z1, x2)/dt =
1131 + 2230 = 11 [+ kr1 (22 +23)] + 22 [~ 11 + KT (22 +23)] = 26V (21, 22)?
a) esetben negativ: stabil, és b) esetben pozitiv: instabil. Természetesen az elva-
laszté k = 0-ndl visszakapjuk az 5.5. feladat egyszerti ciklusit.
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Lokalis stabilitas

Most ratériink a lokdlis stabilitds targyaldsara. Legyen f(z) folytonosan differen-
cidlhaté figgvény az x° = 0 staciondrius pontban, azaz (5.19): 0 = f(0); és

legyen
@=Mz, M=DF(0), (5.23)
ahol D a differencidloperator, amelynek (i, 7)-edik eleme
Ofi
8xj ’

Ekkor az (5.23) rendszert az (5.18) differencidlegyenlet-rendszer linearizdlt ré-
szének nevezziik.
Most méar kimondhatjuk a globdlis stabilitdsrol szol6 5.9. tétel ikertételét:

5.10. tétel. (Perron tétele a lokalis stabilitdsrdl.) Az (5.18) nemlinedris differenci-
dlegyenlet-rendszer lokdlisan (aszimptotikusan) stabil az x° = 0 pontban, ha az
(5.23) linearizdlt rész (aszimptotikusan) stabil.
Bizonyitasvazlat. (Zalai, 1989, a 7. fejezet fiiggeléke.) Két 1épésben bizonyi-
tunk. (i) Mivel az M matrix stabil, van olyan V' szimmetrikus pozitiv definit mat-
rix, amelyre V (z) = 2TV z pozitiv definit kvadratikus alak Ljapunov-fiiggvény
az (5.23) linearizalt rendszerre: barmely kezd6pontbdl indulé pédlydn a nevezett
kvadratikus alak csokken. (ii) A 0 megfelelGen kicsiny kornyezetére V' (z) Ljapu-
nov-fiiggvény marad az eredeti (5.18) nemlinedris rendszerre is.

(1) Ismert az a linedris algebrai tétel, hogy barmely M matrix a koordinata-
rendszer megfelel transzformaldsaval felsharomszog-matrixsza alakithatd: N =
S=IMS, y = S~'x unitér transzformaciéval (SST = I). (5.18) helyett

J= Ny+b(y), ahol lim 29 _ g

y=0 |yl
S6t, tetszbleges € > 0 szamndl elérhetd, hogy IV f64tlja folotti elemei abszolut
értékének 6sszege kisebb legyen, mint , ahol S fiigg e-t6l. A tovabbiakban tegyiik
ol, hogy M eleve ilyen alakd, és y helyett is x-et {frunk.

(ii) Legyen V (x) = 2T x a pozitiv definit kvadratikus alak, amelyrdl belatjuk,
hogy lokdlisan Ljapunov-fiiggvény. Derivéljuk V' (z)-et id§ szerint, helyettesitsiik
be a kvadratikus alakba a linedris tagot elkiilonité & = Mx + b(x) differenciél-
egyenlet jobb oldalat, és végezziik el a kijelolt miiveleteket:

dV (z)
dt

=iTz +2Td = [Ma+b(z)] Yz + 2T [Mx + b(z)] =
= 2T M 2 + 2" Mz + b(z) Tz + 2Tb(2).
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A nem bilinedris tagok konnyen becsiilhetdk: |2Tb(z)| = |b(x) Tz| < |z| |b(x)|
tart nulldhoz, ha x tart 0-hoz. A kvadratikus tagokat koordinatas alakba {rjuk 4t:

n n n n
:L'TMT.%'—i-a}TM.’L' = Z Z(@mjixj —i—i:imija:j) < Z Ei()\i—i—/\i)xi—i—% Z TiT;.
i=17=1 =1 =1

Az 5.4. tétel szerint \; + \; = 2R\; < 0. Ezért dV (z)/dx < 0, még akkor
is, ha figyelembe vessziik a nemlinedris tagokat, tehat az 5.9. tétel alkalmazhato.
O

Megjegyzések. 1.* Figyeljiik meg, hogy ezzel a mddszerrel az 5.10. tétel a Jordan-
alak nélkiil is igazolhat6.

2. Ha az M métrixnak legaldbb egy sajitértékének a valds része pozitiv, akkor
a rendszer instabil.

3. Az 5.13. példa megmutatta, hogy a hatdresetben, amikor a linearizalt rész
csak Ljapunov-stabil, de nem aszimptotikusan stabil, akkor a nemlinedris rendszer
lehet aszimptotikusan instabil is (x > 0-nal) és aszimptotikusan stabil is (k < 0-
nal).

Ciklus és kaosz

Mig a 3. ikerfejezetben oly részletesen elemeztiik a ciklusokat és a kdoszt, ebben
a fejezetben alig sz6lunk réluk. Ez a hallgatas annal inkabb furcsanak tlinhet, mert
mind a hatdrciklus, mind a kdosz kutatdsa eredetileg folytonos idejii differencial-
egyenletek vizsgilataval kezd6dott. Az ok: a kozgazdasagtanban a jol kalibrélt (a
valésdgot kvantitative is jol tiikrdz6) folytonos idejli rendszerekben alig van ciklus
vagy kdosz.

5.14. példa. Kis rezgések. Az 5.9. példaban vizsgalt matematikai inga egyenleté-
ben a sin y-t kis y mellett y-nal kozelitjiik:

J=-y, Y=A4, 3 =0. (5.24)

Egyszerii behelyettesitéssel is igazolhatd, hogy a megoldés y(t) = Acost, a pe-
riédus pedig Py = 2.

Galilei azt hitte, hogy a pontos modellben a periddus fiiggetlen az amplitido-
t6] (Simonyi, 1981, 173. 0.). Bonyolultabb meggondolédsokkal igazolhat6 (Arnold,
1984, 26.7.), hogy a periddus csak jé kozelitéssel dlland6 — ezért nehéz pontos 6rat
késziteni — Py = 27[1+ A%/16+ O(A%)], ahol A a maximalis kilengés szoge, és
O(A*) egy olyan mennyiség, amelyet A*-nel osztva a hdnyados korldtos marad.
Példaul 30 fokos maximalis kilengés esetén a periddus mindossze 2%-kal haladja
meg az idealizalt periddust, Fp-t (5.9. példa).
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A differencidlegyenletek elméletében jol ismert a sikbeli hatarciklus 1étezé-
sének Poincaré-Bendixson-elmélete (Pontrjagin, 1961). Mégsem id6ziink el a té-
makornél, mert kdzgazdasdgi alkalmazasait (1asd H.-W. Lorenz, 1989) vitathat6-
nak tartjuk: nincs késleltetés a beruhdzasi tevékenység modellezésében (1dsd még
Goodwin, 1951).

A kdosz modern elmélete egy haromdimenzids differencidlegyenlet-rendszer
meteoroldgiai alkalmazédsdval kezdddott. E. N. Lorenz (1963) azt vette észre, hogy
amikor az eredetileg hat tizedesjegy pontossdggal megadott kezd6értéket harom
jegyre kerekitve vitte be a szamitogépbe, a modell ,,elszallt”. Késdbb ezt nevezték
pillang6hatdsnak: Szibéridban egy pillangé megmozdult, és egy hét milva Alasz-
kaban hévihar tdmadt.

5.3. Szabalyozas folytonos id6ben

A tovébbi alkalmazdsok kedvéért réoviden érintjiik a folytonos idejd, differencidl-
egyenletekkel leirt szabalyozasokat.

Szabalyozasi rendszer

Folytonos idejiire fogalmazzuk at a diszkrét idejli szabdlyozdsi (irdnyitdsi) rend-
szer fogalmat, de most nincs sziikség az idében alland6 szerkezetre. Alapfogalom
az n-dimenzids dllapotvektor és az m-dimenzids szabdlyozdsi (vagy irdnyitds-)
vektor, jelik rendre x és u, valamint az dllapotegyenlet, amely az allapot valtoza-
si sebességét az id6, az dllapot és a szabdlyozds fiiggvényeként hatdrozza meg:

T =g(t,x,u), (5.25)

ahol g egy R!*"+™ — R fiiggvény. Visszacsatoldsrdl beszéliink, ha a szaba-
lyozasi vektor az id6n kiviil csak a pillanatnyi allapotvektortdl fiigg:

u = h(t,x), (5.26)

ahol h egy R!*" — R™ fiiggvény (nem fiigg explicite a milttél). Az igy ad6dé
egyenletet nevezziik
alapegyenletnek:

= f(t,z) = g[t,z, h(t, x)]. (5.27)

A fejezet hatralévo részében idében valtozatlan rendszerekre szoritkozunk, itt
a megfelel6 egyenletek rendre

T =g(x,u), (5.25%)
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u = h(x), (5.26%)
&= f(x) = glz, h(z)]. (5.277)

Stabilizdldsrol beszéliink, ha az (5.26%) visszacsatolas stabilizélja az (5.25%)
allapotegyenletet, azaz ha az (5.27*) alapegyenlet staciondrius allapota stabil. Az
alapegyenlet staciondrius megolddsa, x°, megadja a staciondrius szabalyozast is:

f(x®)=0 és u®=h(x°). (5.28)

Kozgazdasagi modellekben fontos szerepet jatszanak a teljesen decentralizdlt
visszacsatoldsok, ahol az allapot- és a szabdlyozdsi vektor dimenzidja azonos:
m = n és a visszacsatolds szétesik n fiiggetlen skaldrértéki visszacsatoldsra:

Elvileg szabélyozasi rendszernek tekinthetjiik a kovetkezé rendszert is — meg-
felel6 értelmezési tartomdnyokkal: illetve decentralizalt esetben

z = g(u), (5.25")
= h(z,u); (5.26")
'lli = hi(xi,ui), 1= 1,...,n. (5.29/)

Ilyen rendszerekkel taldlkozunk a 6.3. alfejezetben.

Linearis szabalyozasi rendszer

A tovéabbiakban a szabdlyozasi rendszerek linedris osztdlyaval foglalkozunk (vo.
Martos, 1981). El6szor eldallitjuk az

T=Axr+ Bu+p (5.30)

allapotegyenlet megoldasat, adott x( kezdeti allapot esetén.
A megoldé szorzék modszere most is segit. Szorozzuk be az (5.30) egyenlet
mindkét oldaldt e~4* métrixfiiggvénnyel:

e Mi(t) — e M Ax(t) = e M[Bu(t) + pl. (5.31)
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A bal oldal nem mds, mint az e~ “*x(t) szorzat derivéltja, azaz az 5.7. tétel

szerint .

e Ma(t) — g = /0 e A7 [Bu(r) + p] dr,

ebbdl rendezéssel adddik a végeredmény:
t
o(t) = Moo + [ A Bu(r) + pldr. (5.32)
0

Erdemes megemliteni, hogy az (5.32) jobb oldalén 4ll6 két tagnak szemléletes
jelentése van: az els6 tag az xg kezdeti feltételhez tartozé6 homogén megoldas
(u = p = 0), a masodik tag pedig az zp = 0 melletti inhomogén rendszer
ugynevezett partikuldris megolddsa.

Linedris visszacsatoldsrol beszEliink, ha a szabalyozasi vektor linedris fligg-
vénye az dllapotvektornak:

u=—Kz+q. (5.33)

A 7. fejezetben diszkrét idej rendszerben ugyan, de latni fogjuk, hogy a kvad-
ratikus célfiiggvényl optimdlis szabalyozas (5.33) alakdi.
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6. fejezet

Folytonos ideji modellek

Ebben a fejezetben ratériink a folytonos idejii dinamikus gazdasigi rendszerek
vizsgalatara. Szemben a kordbbi modellekkel, most olyan rendszereket vizsga-
lunk, ahol gyakran kényelmesebb és néha valésdgosabb a folytonos id6 feltétele-
zése. Harom teriiletet érintiink. A 6.1. alfejezetben a klasszikus és neoklasszikus
novekedéselmélet elsé modelljeit vezetjikk be. A 6.2.% alfejezetben a linedris koz-
gazdasdgi szabdlyozdselmélet legegyszertibb modelljeit tekintjiik at. Végiil a 6.3.
alfejezetben a walrasi drigazodds modelljét elemezziik.

6.1. Novekedési modellek

J6l ismert, hogy a neoklasszikus elmélet 1870 koriili kialakuldsatdl egészen a II.
vildghdborudig nem sok figyelmet szentelt a novekedés kérdéseinek. Harrod (1939,
1948) diszkrét idejti modellje mellett Domar (1946, 1957) folytonos ideji modell-
je az elsd novekedési modellek kozott foglal helyet. Az imént emlitett modellek
azonban klasszikusak 1évén, alig kapcsolédtak a modern kézgazdasdgtan f6ara-
mat képez8 neoklasszikus kozgazdasagtanhoz. Ezért okozott nagy 6romét, ami-
kor Solow (1956) és Swan (1956) megalkotta a neoklasszikus névekedési modellt.
Azébta a novekedéselmélet nagy utat tett meg, de mi csak a két ttt6ré modellosz-
téllyal tudunk foglalkozni ebben az alfejezetben. A témakorbdl Szakolczai (1963)
€s (1967) szerkesztésében gazdag valogatas all a magyar olvasé rendelkezésére,
angol nyelven Sen (1970) ajanlhat6. Az 1980 utdn kialakulé endogén noveke-
dés elméletérdl gazdag ismertetést ad Valentinyi (1995), tanulsdgos Kénya (2017)
magyar novekedést elemzd tanulmanya.

127
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Egy klasszikus novekedési modell

Domar modelljében végs6 soron harom makrovaltoz6 van: termelés (Y'), beruhé-
zas (I) és fogyasztas (C). A modell egyenletei a kovetkezok.
Termelés—Tdke

Y =AK; A>0. (6.1)
Tékenovelés
K=1 (6.2)
Beruhdzdsi fiiggvény
I=sY, 0<s<l. (6.3)

Mind A, mind s id6ben valtozatlan paraméterek.

Megjegyzés. E modell diszkrét viltozatanak egy modositdsdval mar a 4.1. alfeje-
zetben taldlkoztunk.

Most csak egyensilyi pdlya létezik. Egyszer(i behelyettesitéssel: K=1-=
sY = sAK, azaz a kibocsatas dinamikdjat az alabbi dllandé egyiitthats, homo-
gén linedris differencidlegyenlet irja le.

Alap differencidlegyenlet
Y = AsY. (6.4)

Az 5.2. példa alapjan adddik a

6.1. tétel. (Domar, 1946.) A (6.4) differencidlegyenlettel leirt klasszikus noveke-
dési modell pdlydja exponencidlis:

Y(t) = Yoe', (6.5)

ahol T" a novekedési iitem:
I'= As. (6.6)
Az életben érvényesiil6 nagysdgrendek érzékeltetésére megemlitjiik a kdvet-
kez6 szamharmast.
6.1. példa. Numerikus szemléltetés. s = 0,2; A = 0,25; " = 0,05.
Az 6sszehasonlitas kedvéért oldjuk meg a kdvetkez6 feladatot!

6.1. feladat. Harrod modellje. Irjuk fol a diszkrét idejd, késleltetés nélkiili klasszi-
kus novekedési feladatot!

Megjegyzés. Felfedezése 6ta a I' = As képletr6l nagyon sok kozgazdasagi vita
folyt. Tegyiik fol, hogy a munkaer6 novekedési iiteme v, a termelékenységé ),
ekkor teljes foglalkoztatis esetén a I' = v + n egyenlGségnek teljesiilnie kell. Mi
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biztositja ezt az egyenldséget? A klasszikus elmélet szerint ez csak véletleniil tel-
jesiil, s semmi sem biztositja az egyensuly stabilitdsat. Harrod (1939) kifejezése
szerint az egyensuly borotvaélen tdncol. Ezt a problémat oldja meg a neoklasszi-
kus megkozelités.

Egy neoklasszikus novekedési modell

A neoklasszikus megkozelités 1ényege a termelési tényezdk kozti sima helyettesit-
het&séget kimondé feltevésben rejlik. Tegyiik f6l, hogy a kibocsatés a tékén kiviil
a munkatdl is fiigg, ahol L(t) = Loe"’. (A miiszaki haladdstdl eltekintiink.) Neo-
klasszikus — alland6 skalahozadéki — termelési fliggvény szerint tetszbleges K és
L kombindcidval elGéllithat6 valamilyen kibocsétds: Y = F(K, L). Célszer(i az
egy fore juto kibocsatasra és tokére attérni:

Yy = % és k= % (6.7)
Ekkor Y = F(K, L) helyett
y=f(k) =F(k1) (6.8)
irhaté. Feltessziik, hogy
f'(:)  csokken, valamint f'(0) =cc és  f'(c0) = 0. (6.9)

Megtartva a (6.1)-et, (6.2)-t, (6.3)-at, valamint az dllandé megtakaritdsi ha-
nyad feltevését, levezethetd a kovetkezd
nemlinedris alap differencidlegyenlet:

k=sf(k) —vk. (6.10)
Val6ban:

(K) KL-KL IY KIL "
— )= =—— — —— = 8y — VK.
L 12 v ©T1p %

Kimondhat6 a

6.2. tétel. (Solow, 1956.) A (6.10) differencidlegyenletii neoklasszikus novekedési
modell egyetlen staciondrius pontjdt a kovetkezd egyenlet hatdrozza meg:

sf(k°) =vk® 0 <Ek® < oo (6.11)

s ez a pont globdlisan stabil.
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Bizonyitas. (6.10)-be behelyettesitve i = 0-t, adédik (6.11). A konkavitési fel-
tétel miatt éppen egy ilyen pont 1étezik, mert (6.9) és a I’Hospital-szabdly szerint
i (] =m0 =g [£22] = im0 =

(6.10) szerint 0 < k < k° esetén k >0,k <k < ooesetén k < 0, azaz k
mindkét oldalrél tart £°-h6z. A bizonyitds szabatossd tehet6 a Ljapunov-médszer
alkalmazdsaval. O

Bemutatjuk a legegyszeriibb termelésifiiggvény-csalddot.

6.2. példa. Cobb-Douglas-féle termelési fiiggvény. Y = AKL'~* esetén y =
Ak®, azaz k° = (sA/v)Y/(1-2),

A 6.2. tétel bizonyitdsanak gondolatmenetét szemlélteti a 6.1. dbraaz A = 1;
a = 0,3; v = 0,05; s1 = 0,2 és so = 0,3 esetben. Vegyiik észre, hogy nagyobb
beruhdzési hdnyadhoz nagyobb egyensilyi tékefelszereltség tartozik!

——— kisebb ~ ----- nagyobb
s=0,2 s=0,3

1,00
0,80

0,60

Kindlat

0,40

020

0,00 Lz L L | L L L 1 L . L 1 L . . 1 L L s )
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Kereslet

6.1. abra. Neoklasszikus novekedés

Mi torténik, ha elszakadunk az egyenstlyt6l?
6.2. feladat. (Gandolfo, 1971, 195-196. o0.) Szamitsuk ki a 6.2. példa nemstacio-
nérius megoldasat a kovetkez transzformacio segitségével: z = k1= !

A Bevezetésben éppen a Solow-modellre vonatkozdan idéztiikk Azariadis
(1993) elmarasztal6 véleményét az optimadlis magatartas levezetésének hidnyarol.
Anélkiil, hogy elfogadnidnk ezt a birdlatot, megemlitjiik, hogy a 8.2. alfejezetben
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diszkrét id6ben, 10.2. alfejezetben pedig folytonos id6ben visszatériink az opti-
madlis felhalmozds kérdésére. Itt csak utalunk Phelps (1961)-re, amely intertempo-
rdlis optimalizalds nélkiil meghatarozta az id6ben éallandd, aranyszabdly szerinti
optimadlis felhalmozasi hanyadot.

6.3. tétel. (Phelps, 1961.) Az egy fore juté maximdlis staciondrius egyensulyi fo-
gyasztds olyan téke/munka ardny mellett valosul meg, ahol a hatdrtermelékenység
megegyezik a munkaerd novekedési iitemével:

Fk°) = . (6.12)

Bizonyitas. C/L = [F(K,L) — vK|/L = f(k) — vk. A maximum sziikséges
feltétele értelmében a k szerinti derivéltnak el kell tlinnie, azaz f/'(k) — v = 0
adodik. O

A 6.3. tételt a legegyszeriibb termelésifiiggvény-csalddon szemléltetjiik.
6.3. példa. Cobb-Douglas-optimum. y = Ak esetén (6.12) az aAk® 1 = v
egyenletre egyszertisddik, ahonnan k° = (A /v)/(1=®) A 6.2. példaval ssze-
vetve: s° = a.

A 6.1. dbra adataival szemléltetjiik az optimumot a 6.2. dbran.

1,60
1,40
1,20
1,00

0,80

Fogyasztds

0,60

0,40

0,20 -
0,00 g by g b g gy gl pogl jagael g e fla g g Ly sg g by g il oy g4
0,00 0,10 020 030 040 050 060 070 080 090 1,00

Kereslet

6.2. abra. Maximalis fogyasztas

Eddig eltekintettiink a miiszaki haladdstol, amely a toke- és munkarafordita-
sokon tul is noveli a kibocsatast. Ha foltessziik, hogy a miiszaki haladds Solow-
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semleges, azaz minden évben azonos iitemben novekszik egy adott t6ke—munka
pérhoz tartozé kibocsatas, F[t, K (t), L(t)] = e" F[K (t), L(t)], akkora ' = v+n
jeloléssel a meg nem testesiilt miszaki haladds is modellezhet. Eppen ez volt So-
low maésik nagy teljesitménye (Solow, 1957).

6.2. A kormanyzati stabilizalas modellje*

Az el6z9 alfejezetben figyelmen kiviil hagytuk Keynes (1936) elméletének egyik
hires, korszakonként erésen vitatott alapgondolatét: a kormanyzat aktiv politika-
val stabilizdlhatja a magangazdasag viselkedésébol keletkez6 iizleti ingadozaso-
kat. Most Gandolfo (1971, 5.1. alfejezete) nyoman ismertetjiik Phillipsnek (1954)
a kormdényzati stabilizdl4srdl sz6l6 modelljét. Az egyszerliség kedvéért eltekin-
tiilnk a novekedéstol, s az egyenstilyi értékeket nullanak tekintjiik, ezért Y a kibo-
csatasi fesziiltséget jeloli.

A magangazdasag spontan mikodése

El6szor a magangazdasag spontdn miikodését irjuk le. Két egyenletiink van: egy
keresleti és egy kindlati.
Aggregdilt tillkereslet

D=(1-a)Y —-u, 0<a<l, (6.13)

ahol D a(z aggregdlt magén)tilkereslet, a a koltési hatdrhajlandésdg és u egy
egzogén zavar.
Termelési vdlasz a tilkeresletre

Y=aD-Y), a>0. (6.14)
Némi szdmolédssal u = 1 és Y(0) = 0 mellett adédik a
magdngazdasdg spontdn viselkedésének alapegyenlete
—aat _ 1
Y =5 7 (6.15)
a

(6.15) szerint lim;_,, Y (t) = —1/a.

Kormanyzati stabilizalas

Ratériink a kormdnyzati stabilizdlds elemzésére. A klasszikus miszaki szabalyo-
zaselméletet kovetve, Phillips haromfajta stabilizdlasi politikat kiilonboztetett
meg.
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Az ardnyos stabilizdldsi politika,
amelynél a kormdnyzati kiadds ardnyos és ellentétes el6jelii a kibocsatasi fe-
sziltséggel:

Gy* = —1f,Y, fo>0. (6.16)

A derivativ stabilizdldsi politika,
amelynél a kormdnyzati kiadds ardnyos és ellentétes el6jelii a kibocsatasi fe-
sziltség valtozasi sebességével:

Gi=—fY, fa>0. (6.17)
Az integrdlo stabilizdldsi politika,

amelynél a kormanyzati kiadas ardnyos és ellentétes eldjelii a kibocsatasi fe-
sziiltség integraljaval:

G = —fi/Ydt, fri > 0. (6.18)
Az ered6 kormdnyzati politika a harom tipus dsszege:
G* =G, + Gy +Gf. (6.19)

A valésagban G* a kivdnatos kormdnyzati politika (erre utal a *), amelytdl a
tényleges kormanyzati politika a /3 reakcidegyiitthat6 szerint eltér:

G=p(G"-Q), B> 0. (6.20)
Természetesen most a maganszektor keresletéhez hozzdadddik a kormanyzaté:
D=(1-a)Y+G—-u, 0<a<l. (6.13")

S ezzel kifejtettiik a stabilizdldsi modellt, amelyet (6.13'), (6.14), (6.19) és
(6.20) alkot. Némi szamolassal levezethet6 az igynevezett
alap differencidlegyenlet

Y + (aa + B)Y + afBaY — afG* = —ap. (6.21)
Behelyettesitve (6.16)—(6.18) megfeleld kombinacidjat, adédik a tényleges
szabdlyozds alapegyenlete. Akdrcsak a 2.5. tételnél az inditds—beruhdzds lined-

ris modelljében, most is szembe keriil a stabilizalas két célja: a staciondrius érték
javitdsa és a hullimzasok csillapitdsa.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

134 6. Folytonos idejii modellek

6.4. tétel. (Phillips, 1954.) a) A tiszta ardnyos stabilizdldsi politika képtelen tel-

Jesen eltiintetni a jovedelemcsokkenést, és (csillapitott) oszcilldciokat hoz létre.
b) A (6.17) derivativ stabilizdldsi politika javitja a (6.16) ardnyos politikdt.
c) A (6.18) integrdlo stabilizdldsi politika sikeres, ha szorzoja nem til nagy:

fi < (aa+ B)a. (6.22)

Bizonyitasvazlat. Ha G* = G|, akkor (6.16)-ot behelyettesitve (6.21)-be, a ko-
vetkez$ differencidlegyenlet adddik:

YV + (aa+ B)Y +af(a+ f,)Y = —af. (6.23)

A staciondrius allapot
-1
Yo=——, 6.24
T (6.24)

mig a homogén megoldés karakterisztikus egyenlete

M+ (aa+ BN+ afla+ f,) = 0. (6.25)

6.3. A versenyzoi arigazodas cseregazdasagi modellje

Az el6z0 két alfejezetben eléggé egyszert skaldr modelleket vizsgaltunk. Most ra-
tériink a cseregazdasdgra, ahol nincs termelés, csak csere. A versenyzdi drigazodds
tobbvaltoz6s modelljében komolyabb nehézségekkel fogunk taldlkozni. Hivatko-
z4asi alapunk angolul Arrow—Hahn (1971) 9., 11. és 12. fejezet és magyarul Zalai
(1989) 7. fejezet.

Az egyensily statikus modellje

A dinamikus vizsgalat el6tt kdrvonalazzuk az egyensuly statikus modelljét. Le-
gyen n egy természetes szdm, és legyen p = (p1,...,pn) T egy n-dimenzids
drvektor. Ezen arvektor mellett a piaci tiilkereslet vektora (rdviden: tdlkereslet)
2(p) = [21(p), ..., zn(p)]T. Foltessziik, hogy az emberek minden drat jévedel-
miikhoz viszonyitanak, tehat kizdrhatjuk a pénzilliziét. Tovabbi feltevés: a tilke-
resleti fiiggvény egyértelm, az draknak (és a jovedelmeknek) nulladfokd homo-
gén fiiggvénye:

z(mp) = z(p) minden pe R} é >0 esetén. (6.26)
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A homogenitési feltevés értelmében normalhatjuk az drakat, példdul az utol-
s6 terméket drmércének vesszilk: p, = 1, vagy az drak 6sszegét normalizdljuk:
S pi = 1,azaz pT1 = 1, szimbolikusan: p € S, szimplex.

Az egyensilyi szemléletnek megfelel6en foltessziik, hogy a tiilkereslet aggre-
gdlt értéke azonosan nulla, Walras torvénye teljesiil:

pTz(p) =0 minden pe R} -re. (6.27)

Technikai feltevés, hogy a z(p) tilkeresleti fiiggvény folytonos. Az éltalanos
egyenstlyelméletben nagy sulyt fektetnek arra, hogy a piaci tilkereslet fiiggvé-
nyét egymadssal versengd fogyasztok €s termelSk optimalizaldsdabdl vezessék le
(példaul Arrow—Debreu, 1954; Arrow—Hahn, 1971, 3. és 4. fejezet; Zalai, 1989,
7. fejezet). Debreu, Mantel és Sonnenschein eredményei szerint (1asd példdul
Debreu, 1974 és Kirman, 1992) azonban tetszdleges n-véltozds piaci tilkeresleti
fliggvény szarmaztathaté n fogyaszté optimalizalasabol, amennyiben a tilkeres-
leti fiiggvény kielégiti a fenti tulajdonsdgokat. Ebben az értelemben az egyéni
optimalizélds nem sztikiti le a piaci tulkeresleti fiiggvények osztalyat. (Igaz, Hil-
denbrand (1983) és Grandmont (1992) hatdsosan érvel, hogy az egyénileg nem
optimalizdl6 szerepl6k megfelel6 eloszldsa esetén az aggregdlt viselkedés opti-
malis, példdul az 4rigazoddsi folyamat globdlisan stabil.) Egyensiilyi drvektorrol
beszéliink és a p° jelolést alkalmazzuk, ha a tilkeresleti vektor nempozitiv:

z(p°) < 0. (6.284)

A Walras-torvény alapjan konnyen belédthatd, hogy szabad jészdgnak nincs

(pozitiv) ara:
ha z(p°) <0, akkor p;=0. (6.28b)

El6szor kimondjuk az egyenstlyi ar 1étezését.
6.5. tétel. (Arrow—Hahn, 1971, 2.2. tétel.) Feltevéseinket némi technikai megszo-
ritdsokkal kiegészitve a versenyzdi gazdasdgban létezik legaldbb egy egyensiilyi
drvektor.
Bizonyitasvazlat. A tovibbi gondolatmenet miatt érdemes legaldbb a bizonyitas
alapotletét vazolni. Egy olyan T' leképezést keressiink, amely ,,javitja” a nem-
egyensulyi arrendszer hibdit. Legyen d; pozitiv valés szdm,

M;(p) = dizi(p),., 1=1,2,...,n, (6.29)
ahol z az x valds szam pozitiv része, amely pozitiv szimra maga a szdm, negativ
vagy 0 szdmra pedig 0! Legyen p* az tj arvektor:

p+ M(p)

pr=T(p) = Ip+ M(p)]T1

(6.30)
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Belathatd, hogy T az S,, szimplexnek dnmagéba valé folytonos leképezése, amely-
nek a Brouwer-féle fixponttétel szerint létezik fixpontja. Egyszerli szdmoléssal
igazolhatd, hogy 7T barmely fixpontja egyensuly. a

Rétériink az egyensily egyértelmiiségére. A rovidség kedvéért két unicitasi
tételt ismertetiink, amelyekre a stabilitds bizonyitdsdndl is sziikségiink lesz. Sima
tulkeresleti fiiggvénnyel kell dolgoznunk, kiillonben még a lokdlis egyértelmiiség
sem biztosithatd.

Azt mondjuk, hogy a z(p) tilkeresleti fiiggvény kielégiti a kinyilvdnitott pre-
ferencia gyenge axiomdjdt, ha tetsz8leges p # wp° (w > 0) arvektor esetén
(»°)T2(p) = 0.

Konnyen beldthatd, hogy (i) egyetlen fogyaszto esetén a tilkeresleti fliggvény
ilyen, és (ii) ekkor az egyensilyi arvektor irdnya egyértelmiien meghatarozott.
6.3. feladat. Bizonyitsuk be a fenti (i)—(ii) allitasokat!

Differencialhat6 tilkeresleti fiiggvénynél azt mondjuk, hogy kiilonboz6 ¢ és
J esetén a két termék a p drvektorndl brutto helyettesithetd, ha p; novelésekor z;
tilkereslet nd. (A brutto jelzé arra utal, hogy a tilkeresleti fiiggvény a kompenza-
latlan (marshalli), nem pedig a kompenzalt (hicksi) keresletre vonatkozik.)

Szemléltetésiil 4lljon a
6.4. példa. Cobb—Douglas—hasznosségfiiggvények esetén a cseregazdasdg bruttd
helyettesithet. Legyen up,(z1, ..., 2n) = [[}= L x; 19 ahol ayp; >0, Y7 =1,
Legyen a h-adik fogyaszté vagyonvektora a”. Egyszerl’i szdmoléssal zjh(p) =
anpTa/p; — a ,azaz 23, = 0z;(p°)/Opy, jeldléssel 23, = 3=, ahja?/pk > 0,
ha j # k.

Lassuk az egyértelmdiségi tételt!
6.6. tétel. (Arrow—Hahn, 1971, 9.7. tétel kovetkezménye.) Ha minden dru brutté

értelemben helyettesithetd minden druval minden p € S,,-nél, akkor a normdlt
egyensilyi dr egyértelmii.

Bizonyitas. Legyen p° = (p9,...,p%)T egy egyensiilyi 4r és p=(p1,...,pn) T >0
egy masik drvektor. Legyen v; = p;/p?, legyen k a (v;) sorozat maximumbhe-
lye: v > v1,v2,..., U, és A @ maximumérték: vy = max;(v;) = A:p < A\p°,
és a k-adik helyen egyenlGség all. A homogenitasi tulajdonsig és az egyensily
értelmében 0 = zx(p°) = 2 (Ap°). Tekintsiik azt a csokkend drvektorsorozatot,
amelynek elsé tagja A\p°, utolsé tagja p, az i-edik vektornak csak az i-edik ele-
me valtozik. Ekkor az dltaldnos helyettesithetdség miatt z; minden 1épésben nd,
kovetkezésképpen z(p) > 0, tehdt p nem egyensuly. a
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A bizonyit4sbdl kiolvashaté még egy érdekes tulajdonsag:
6.7. tétel. (Arrow—Hahn, 1971, 9.8. tétel.) Legyen p és p° két kiilonbozd drvektor,
v; = pY/pi, és legyen k a maximumhely! Tegyiik fol, hogy minden dru helyet-
tesithetd minden druval p-nél! Ekkor p-rél p°-re térve a k-adik dru tilkereslete
né.

Ezzel befejeztiik a statikus el6zmények ismertetését.

Az arigazodasi folyamat

Lattuk, hogy megfeleld feltevések mellett a statikus modellben létezik egyensiily,
és ez gyakran egyértelmii. Walras (1874, 1877) és korai kovet6i azonban nem
rendelkeztek a modern egyensilyelmélet eszkozeivel, hogy e két allitast bizonyit-
sdk. (Az alapul szolgdl6 fixponttételt Brouwer 1911-ben igazolta.) Az egyenletek
és valtozok szdmanak naiv 6sszehasonlitdsa mellett ezért megprobalkoztak egy
olyan heurisztikus bizonyit4ssal, amely a piaci igazodds utdnzdsanak foghat6 fol.
Walras nyoman Samuelson (1941, 1947) a kovetkez6 arigazoddsi szabdlyt irta
fol. A ¢ pillanatban az drver§ kihirdeti az éppen érvényes drakat, p(t)-t. A piacon
azonnal kialakul a megfeleld, elGjeles tilkeresleti vektor, z[p(t)]. Ha a t id8pilla-
natban az i-edik termék piacan tilkereslet van, akkor e tilkereslet ardnydban az
arver6 azonnal emeli e termék arat; ha tdlkindlat van, akkor ugyanigy csokkenti.
Az Uj ar segitségével megismétlddik a 1€pés. Ha a tapogatdzasi folyamat stabil,
akkor az drrendszer nyilvanvaléan egyensulyba jut. Képletben:

ahol d; > 0 az ¢-edik termék pozitiv igazodasi egyiitthat6ja kiviilrél adott nagy-
sag. Vektoridlis irdasmddban:
p = (d)z(p), (6.32)

ahol (d) a d vektorbdl alkotott diagondlis matrix.

Vegyiik észre a hasonldsdgot a 6.5. tétel bizonyitdsdban alkalmazott (6.29) és
a mostani (6.31) osszefiiggés kozott! Lényeges megkotés, hogy e dinamikus iga-
zodasi folyamat soran, az egyensily elérése elott (hamis drakon) tilos kereskedni,
ezért is beszEliink tapogat6zasrol. Ellenkezd esetben ugyanis id6vel véltozna az
egyes fogyasztok vagyona, a”. (Masik lehetdség, hogy foltessziik, hogy az druk
romlandok, ezért nincs folhalmozas.)

A (6.31) igazodasi folyamat konnyen vezethet negativ arakhoz, ha valamilyen
id6pontban az i-edik joszdg dra eléri a nulldt, de az irdnta megnyilvanulé tilke-
reslet még mindig negativ. Ezért a kovetkezd korldtozast kell bevezetni:

b _{ dizi(p), ha p; >0 vagy z(p) > 0;
1

1o ha p; =0 és z;(p) <0; i=1,...,n. (6.33)
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Vegyiik észre, hogy a (6.33) differencidlegyenlet-rendszer jobb oldala szaka-
dasos, sot esetleg nincs is értelmezve, ezért az 5. fejezetben ismertetett szokasos
egzisztencia- és unicitdsi tételek nem alkalmazhatdk. Mi egyszertien foltessziik,
hogy a rendszer jol viselkedik.

Lokalis stabilitas

Az irodalomban meghonosodott szokdssal ellentétben el6szor a lokdlis stabilitast
vizsgaljuk. Ekkor természetesen elegendd a (6.31) vagy (6.32) valtozatra szorit-
kozni, de az n-edik drut drmércének tekintjiik.

pi = dizi(p), i=1,....n—1 és p,=1. (6.31")

Az 5.10. tétel alapjan kimondhaté a

6.8. tétel. (V6. Samuelson, 1947, IX. fejezet és Arrow—Hahn, 1971.) A (6.31")
drigazoddsi szabdly lokdlisan stabil egy p° egyensiily koriil, ha az (n—1)x(n—1)-
dimenzids csonkitott (d)z'(p°) mdtrix stabil.

A legegyszeriibb esetet vizsgélja a

6.4. feladat. (Arrow—Hahn, 1971, 12.1. tétel.) Bizonyitsuk be, hogy ha létezik
egyenstly a kéttermékes gazdasdgban, akkor az globdlisan stabil!

A tovabbiakban a 6.8. tételt egy Metzlert6l szarmaz6 tételre konkretizaljuk.

6.9. tétel. (Metzler, 1945.) Ha az dltaldnos brutto helyettesithetdség fenndll a p°
egyensiilyi pontban, akkor akdrmilyen d igazoddsi vektorndl a (6.31") drigazoddsi
folyamat lokdlisan stabil (teljes stabilitds).

Sziikségiink lesz Euler nevezetes tételére.

6.1. segédtétel. Egy n-vdltozds, skaldr értékii sima nulladfokii homogén fiigg-
vényre érvényes a kovetkezd azonossdg:

Bizonyitas. Irjuk fol a 0-dfokd homogenitds képletét:
flax) = f(z), ahol « >0 tetszGleges skalar.

Az azonossag mindkét oldalanak «v szerinti teljes derivaltjat véve adddik az allitas.
O

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

6.3. A versenyz0i drigazodds cseregazdasigi modellje 139

A Metzler-tétel bizonyitasvazlata. Legyen megint 27, = 02;(p°)/9p;. A 6.1.
segédtételt a nulladfokd homogén z;(p) fiiggvényre folirva és rendezve:

n—1

O .0 o] -
E Dj2i5 = —Zin, 1=1,...,n—1.
j=1

Feltevésiink alapjan 2, > 0, 4,5 = 1,...,n — 1, azaz Z?;ll Pz < 0,
1 = 1,...,n — 1. Ez egy jol ismert lemma szerint éppen a csonkitott matrix
stabilitdsdval egyenértékd, vo. az A.10. tétellel. O
Globalis stabilitas

A globilis stabilitds vizsgalatt a korlatossag elemzésével kezdjiik.
6.10. tétel. (Arrow—Hahn, 1971, 12.2. tétel.) A (6.33) drigazoddsi folyamat pd-
lydja korldtos.
Bizonyitas. Belatjuk, hogy a p vektor a kovetkezd (n — 1)-dimenzids ellipszoid-
feliileten mozog:
n n 2
“(0
3 :sz( ), (6.34)
i=1 di

Val6ban, képezziik a (6.34) egyenlet bal oldaldn all6 kifejezés id6 szerinti
teljes derivéltjat, és helyettesitsiik be a (6.33) feltételt, majd a Walras-torvényt:

S
=T

)

SH

=1

n

20:1; n
Z ]Z;pz ZQZPZZZ:O

i=1 v =1

Vegyiik észre, hogy latszélag csak a felsé dgon haladtunk, de az alsé dgon
haladva is ugyanezt kapjuk, mert ott p; = 0! O

Rétériink a globdlis stabilitas tanulmanyozésara. Els6ként egy gyengébb tételt
mondunk ki.
6.11. tétel. (Arrow—Block—Uzawa, 1959.) Ha a tiillkeresleti fiiggvény kielégiti a
kinyilvdanitott gyenge preferencia axiomdjdt minden p pontban, akkor akdrmilyen
d igazoddsi vektorndl a (6.33) drigazoddsi folyamat globdlisan stabil.
6.5. feladat. Bizonyitsuk be a 6.11. tételt a Ljapunov-mddszerrel a (6.34) bal
oldalan szerepl6 fiiggvény alkalmas eltoldsaval!

Maisodszor egy altalanosabb tételt mondunk ki.
6.12. tétel. (Arrow—Block-Uzawa, 1959.) Ha az dltaldnos helyettesithetdség fenn-
dll minden p pontban, akkor akdrmilyen d igazoddsi vektorndl a (6.33) drigazo-
ddsi folyamat globdlisan stabil.
Bizonyitas. Legyen V (p) = max;(p;/p?). A 6.7. tétel értelmében a maximalis
ard termék tulkereslete nd, ara tehdt csokken, tehdt V' Ljapunov-fiiggvény stb. O
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Instabilitas

Az 1950-es években még nem tudtdk azt a fent emlitett tényt, hogy minden el-
képzelhetd piaci tilkeresleti fiiggvényrendszer elédll legfeljebb n szamu, hasz-
nossagfiiggvényiiket maximalizalé fogyasztok cserekapcsolatdbdl. A kutatok azt
sejtették, hogy az optimalizalasbol szdrmazé piaci tulkeresleti fiiggvényrendsze-
rek szelidek, s az drigazodasi folyamat stabil. Ezért volt meglepetés, amikor Scarf
(1960), majd Gale (1963) egyszerti példdkat hoztak instabilitasra.

6.5. (ellen)példa. (Scarf, 1960.) Legyen a j6szdgok (7) és a hdztartdsok (h) szdma
harom: n = 3 és m = 3. Legyen a h-adik hdztartds vagyona w” = e, (a h-adik
egységvektor), és hasznossagfiiggvénye U”(z) = min{xy, zp1}, h = 1,2,3,
ahol z4 = x;. Adott p arvektor mellett a h-adik fogyaszté optimalis kereslete
al = pn/(pn + Pra1), hai = h,h + 1ésa} | =0, ahol x9 = x3. Ekkor a piaci
tilkeresleti fliggvény

Pi(Pi—1 — Dit1)
(pi + pi—1)(Pi + Dit+1)

2 =

Az egyensiilyi allapot: p° = 1. Legyen az igazodasi vektor d = 3 - 1. Ek-
kor (6.34) szerint az arvektor a v/3-sugart hiromdimenziés gombon mozog. Te-
gyiik fol, hogy az indulé dllapot olyan, hogy p1(0)? + p2(0)? + p3(0)? = 3, de
p1(0)p2(0)p3(0) # 1. Marpedig szamoldssal beldthatd, hogy d[p1paps]/dt = 0,
tehat nincs konvergencia. O

6.6. feladat. Fejezziik be a z; levezetését!

Diszkrét idejii arigazodas

Egy pillanatra visszatériink a 4. fejezet diszkrét idejii dinamikdjdhoz, konkrétan
az drigazodasahoz (Arrow—Hahn, 1971, 12.8. alfejezet).

Pit+1 = [Pit + dizi(pe)] 4, 1=1,...,n. (6.35)

A 6.3. a. és b. dbra a dt = 0,1 diszkrét kozelitéssel id6tartomanyban és a
fazistérben szemlélteti a 6.4. példdrél elmondottakat, p1(0) = pa(0) = /2 és
p3(0) = 1. Figyeljiik meg, hogy a 6.3. a. dbra harmadik gorbéje, az dgynevezett
|p+ — p°| euklideszi norma (v6. A.5. példa), Ljapunov-fiiggvényhez illéen tényleg
csokken!

A 6.4. dbra a dt = 0,1 diszkrét kozelitéssel szemlélteti a 6.4. példardl elmon-
dottakat, p; (0) = pQ(O) = pg(O) = 1/2

Mig a folytonos idejti modellben csak az igazodasi egyiitthatok ardnya volt
érdekes, most az abszolit nagysag is szerepet kap. Az el6bbinél, ha év helyett
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— Ldar === 2.4r — — - Ljapunov fiiggvény
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6.4. dbra. Egy ciklikus drigazodasi folyamat

hénapokban szdmolunk, akkor a tilkereslet intenzitdsa véltozatlan marad, de az
igazodasi egylitthatét 12-szeresére kell/lehet novelni. Az utbbindl a 1épésvaltas-
ndl az eredeti tilkereslet 1/12-edére csokken, ezért az igazodasi egyiitthatét 12-
szeresére kell novelni. A 3.2. tétel alapjan igazolhat6 a 6.4. és a 6.9. tétel diszkrét
ideji megfeleldje:

6.13. tétel. Ha diszkrét idejii drigazoddsndl az dltaldnos helyettesithetség fenn-
dll a p° egyensiilyi pontban, akkor akdrmilyen 0 < d < 1 igazoddsi vektorndl a
(6.35) drigazoddsi folyamat lokdlisan stabil.

Arrow—Hahn (1971)-hez képest Gjabb eredményeket tartalmaz Saari (1985).
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IL. rész
Dinamika optimalizalassal

Mint a Bevezetésben mar elemeztiik, a jelenleg uralkod6 kozgazdasagtani irdny-
zatok szerint a gazdasagi €let szerepldinek magatartdsi szabdlyait optimalizalasbol
kell (célszert, illik) levezetni. Erdekességként megemlitjiik, hogy a fizikaban cél-
szerlinek bizonyult az objektiv mozgdstorvényeket bizonyos célfiiggvények ma-
ximalizaldsabol (vagy minimalizdldsabdl) levezetni, bar senki sem gondol arra,
hogy valaki tudatosan maximalizdlna az egyébként ,értelmetlen” célfiiggvénye-
ket. Ebben a részben egy dontéshozo (a reprezentativ fogyaszté) dinamikus opti-
malizaldsat tanulmanyozzuk. A 7-8. fejezetpar diszkrét, a 9—10. fejezetpar folyto-
nos iddvel dolgozik. A fiiggelék B) részében vazoljuk a tobbvaltozds szEéls6érték-
szamitas legfontosabb tudnivaléit.

A 7. fejezetben a diszkrét idejli dinamikus optimalizdlst, azon beliil a dinami-
kus programozdst mutatjuk be, amelyet gyakran a linedris allapotegyenlet(i, kvad-
ratikus veszteségfiiggvényl és Gauss-féle zajokkal terhelt szabélyozdsi rendszer
optimalizédlasdval szemléltetiink.

A 8. fejezetben a diszkrét idejli szabdlyozdsi modellekkel foglalkozunk.

A 9. fejezetben az optimdlis folyamatok elméletét ismertetjiik, ahol a palyadkat
egy iranyithaté differencidlegyenlet-rendszer vezérli, s olyan iranyitast keresiink,
amelyik maximalizdl valamilyen pélyafiigg6 id6beli integralt.

A 10. fejezetben a folytonos idejd optimalis folyamatok elméletét alkalmazva,
az optimdlis fogyasztdsi pdlydkat tanulmanyozzuk egzogén és endogén munka- és
tokejovedelmek mellett.

143
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7. fejezet

Optimalis szabalyozaselmélet —
diszkrét ido

Egy idore visszatériink a diszkrét idejii médszerekhez és modellekhez. Ebben a
fejezetben a dinamikus optimalizalast, s annak egyik valtozatat, az optimdlis sza-
bdlyozdselméletet vazoljuk. A célfiiggvény az id6szaki dllapottdl és szabalyozés-
tol fiiggd alapfiiggvények Osszege, a feltételek els6rendii szabalyozasi differencia-
egyenletek. Az optimumot vagy kozvetleniil hatdrozzuk meg, vagy kétidészakos
optimalizdlasok sorozatdra vezetjiik vissza — ez utébbit dinamikus programozds-
nak nevezik.

A fejezet felépitése a kovetkez6. A 7.1. és a 7.2. alfejezet rendre a determi-
nisztikus, illetve a sztochasztikus optimumelvet ismerteti. A tobbi alfejezetben a
dinamikus programozast alkalmazzuk a szabdlyozdselméleti feladatok egy eléggé
tdg korére. A 7.3. alfejezetben a teljes megfigyeléshez tartozé optimdlis szaba-
lyozést tanulmédnyozzuk. A 7.4.* alfejezetben a sztochasztikus zajjal (mds szdval:
zavarral) terhelt optimalis megfigyelést, az igynevezett Kalman-sziirdt ismertet-
juk, majd szintetizdljuk az eddigi eredményeket: sztochasztikus zavarral terhelt
rendszer optimadlis irdnyitdsat tanulmanyozzuk. Végiil egyéb szabalyozaselméleti
feladatokkal foglalkozunk. A szabdlyozdselméleti alkalmazdsokbdl megemlitjiik
Bryson—Ho (1969) és Csédki (1973) monografidjat. A dinamikus programozasrol
részletes lefras taldlhat6 Stokey—Lucas (1989) és Ljunqvist—Sargent (2000) kony-
vében.

145
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7.1. A determinisztikus optimumelv

Alapfeladat

A diszkrét idejii optimalis szabdlyozdselmélet alapfeladata a kdvetkezd: adott egy
id6ben additiv célfiiggvény, amelynek az éllapot- és a szabdlyozaspalyatdl fiiggd
értékét kell maximalizalni egy allapotegyenlet irdnyitdsaval.

Sziikségiink lesz a kovetkez6 jelolésekre: ¢ = 0,1, 2,...,T az idéindex, ahol
T + 1 a rendszer élettartama, x; a rendszer (n-vektor) dllapota a t-edik id6szak
elején, xy11 = g¢(w, uy) az z; allapotbdl az m-dimenzids u; szabélyozdssal egy
id6szak alatt elérhetS #j dllapot, az (1.25) linedris szabdlyozds nemlinedris al-
taldnositdsa vagy az (5.29) folytonos idejl rendszer diszkrét idej valtozata. Az
fit(z¢, uy) skaldr a t-edik id8szakban keletkezett hasznossdg, az f; : R — R
fuggvény a t-edik idészaki alapfiiggvény. Ekkor a dinamikus optimalizdlds alap-
feladata a kdvetkezdképpen fogalmazhaté meg:

T
th(xt,ut) — max, (7.1)
t=0
feltéve, hogy
Tir1 = ge(Te, up), t=0,1,...,T, xo,rr41  adott. (7.2)

Megjegyzések. 1. Gyakran fogunk a hasznossagfiiggvény ellentettjével, a veszte-
ségfiiggvénnyel dolgozni, s ekkor a célfiiggvény minimalizdlando.
2. Gyakran nem akarunk peremfeltételekkel bajlédni, akkor a (7.1")-ban sze-

repeltetiink egy fryi(x7y1) tagot:

T

fre1(zrsr) + Z fi(zy, uy) — max. (7.1)
=0

3. Altalaban foltessziik, hogy az f; alapfiiggvény minden viltozéjaban no-
vekvo, ezért az optimalitési feltételekben lényegtelen, hogy egyenlStlenség vagy
egyenlOség all.

Bevezetésképp kitliziink egy feladatot.

7.1. feladat. Tekintsiik a legegyszeriibb dinamikus optimalizalasi feladatot:

M=

¥ (ur) — max,

~+
Il
)
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7.1. A determinisztikus optimumelv 147

feltéve, hogy
Tyl = Tt + Ug, t=0,...,T, zo,x7+1  adott,

ahol xy, uy és v skaldr, valamint v szigortian konkdv fiiggvény, megfelels értel-
mezési tartoménnyal.

a) Oldjuk meg a feladatot u;-k kikiiszobolésével!

b) Oldjuk meg a feladatot z;-k kikiiszobolésével!

z 2

Akdrcsak késobb, a folytonos idejl varidciészamitasrol sz6lo 9.2. alfejezet-
ben, most is fontos szerepet jatszik a 7.1. feladatot altaldnosité reducibilis eset,
amikor (i) az éllapot- és a szabdlyozdsi vektor dimenziéja azonos: n = m, va-
lamint (ii) az allapotegyenletbdl a szabdlyozasi véaltozé meghatdrozhaté: u; =
ot(xy, T4 1). Behelyettesitve a i alapfiiggvénybe és u; € U C R™ korldtfel-
tételbe ¢(x¢, r141)-t, a redukalt feladat a kovetkezd:

T

> filwe, o(xe, 2441)] — max,
=0

feltéve, hogy i (x¢, x441) € U, t =0,1,...,T. Ekkor a dinamikus programozés
alapfeladata leirhaté a szabdlyozdsi valtozok nélkiil. (Stokey—Lucas végig csak
ezzel az esettel foglalkozik. Tovabbi megszoritasuk az id6invariancia, azaz a kép-
letekben az id6 explicite nem szerepel.) Legyen v; : R?® — R az alapfiiggvény,
X C R"és Ty az X-nek egy obnmagdba val6 leképezése. Ekkor a célfiiggvény

T
ZT/Jt(IEt, $t+1) — max, (71”)
t=0
feltéve, hogy
i1 € Di(xy), t=0,1,...,T és xo,xpy1 adott; (7.2")

u; lehet korlatos és korlatlan.
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Kozvetlen optimalizalas

A (7.1)—(7.2) dinamikus optimalizalasi feladat megolddsandl ki akarjuk hasznal-
ni, hogy mind a célfiiggvény, mind a korldtok idében additivak. Egyik lehet&ség
a hagyomanyos, kdzvetlen optimalizdlds. A Lagrange-szorzos feltételes maxima-
lizalas alapjan sziikségiink lesz még a kovetkezd jelolésekre. Legyen {pt}gﬂ a
Lagrange-szorzék n-dimenziés vektorsorozata, ahol pry1 = 0, és a t-edik id6-
szak ugynevezett Hamilton-fiiggvénye:

Hy(wg,u,pr) = filwe,we) + pf ge(ze, ue), (7.3)

OH
ahol az utolsé alapfiiggvény fr1(z74+1), valamint e olyan n-dimenziés vek-
x

OH H
tor, amelynek i-edik eleme —, és —— olyan m-dimenziés vektor, amelynek
xI; u

OH

j-edik eleme T Igazoljuk a kovetkezd tételt.
g

7.1. tétel. Megfeleld simasdgi feltételek esetén a (7.2) dllapotegyenlet mellett a

(7.1) célfiiggvény lokdlisan optimdlis megolddsa kielégiti a kovetkezd, Lagrange-

szorzokra vonatkozo forditott idejil differenciaegyenlet-rendszert:

OH.
ptflza—t(xt,ut,pt), t:T+1,,1 (74)
Tt

és az optimalitdsi feltételt:

OH;
—_— =0 t=1T,...,0. 7.5
aUt (xtautapt) ) ) ) ( )

Sematikusan: pry; = 0-ra (7.4)-bdl kiszdmitjuk pr-t, majd (7.5)-bdl x7-t, az
4j értékekkel T' — 1-re, ..., végiil O-ra szamolunk.

Bizonyitas. Felirjuk a feltételes sz&ls6érték-feladat Lagrange-fiiggvényét:

T
L(z,u,p) = Z{ft(ﬁtaut) —P;r[ﬂﬁtﬂ - gt(xtvut)]}'
t=0
Alkalmazva a Hamilton-fiiggvényt,
T
L(z,u,p) = Z{Ht(xtaut) _p;trl'tJrl}-
t=0

Kiszdmitva és 0-va téve az xy és az u, szerinti parcidlis derivaltakat, adédik a
(7.4)—(7.5) egyenletrendszer. O

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

7.1. A determinisztikus optimumelv 149

7.1. példa. Linedris-kvadratikus (LQ) szabdlyozds. Legyen A; és B; két skalar
sorozat, x; €s u; skaldr dllapot- és szabdlyozasi véltoz6. Ekkor a lineéris dllapot-
egyenlet z; 11 = Az + Byuy (V6. (1.25)). Legyen az idészaki veszteségfiiggvény
kvadratikus:

fi(@e, up) = Fra? + Goul,

ahol F}; nemnegativ és G; pozitiv szimsorozat.
A 7.1. tételt alkalmazva, (7.3) értelmében

Hy(xe,up, pr) = Foaf + Gouf + pr(zes1 — Ay — Bowy),

ezért (7.4) szerint p;_1 = 2F,x; — Aypy és (7.5) szerint 2Guy — pe By = 0 ad6-
dik. Az optimumfeltétel szerint u; = [B/(2G¢)]p:. Behelyettesitve az igy kapott
optimadlis szabdlyozast az allapotegyenletbe, és megforditva az idé6t, a kovetkezo
egyenletet kapjuk.

1 B?

T = tht-&-l + 2GtAtpt'

Valgjaban prébalkozni kell, hogy a ,,vegyes” peremfeltételdi differenciaegyenlet-
rendszert megoldjuk. (Részletesebben: Ljungqvist—Sargent, 2000, 62-65. o.)

Az altalanos feladat elemzésénél ad6dé egyenletrendszer megolddsa éltaldban
nagyon bonyolult lehet, s ez indokolhatja, hogy specidlis eljdrést keressiink.

Dinamikus programozas

Ratériink a dinamikus programozésra. Egyetlenegy nagy feladat helyett mérlegel-
jlink kisebb feladatok sorozatit (t = 0,...,T):

T
fre1(zrsr) + Z fr(xr,ur) — max, (7.1t)

T=t

feltéve, hogy (7.2) szabdlyozasi egyenlet teljesiil, 7 = ¢, ..., T és x; adott. Mivel
a t célfiiggvény csak f;-ben kiilonbozik a t 4 1 célfiiggvénytdl, valdjaban T + 1
szdmdu, egymdssal Osszekapcsolt kétidészakos feladatot oldunk meg.

Tegyiik fol, hogy mindegyik feladatnak van optimélis megolddsa. Legyen a
t-edik feladat maximuma az x; pillanatnyi dllapot fiiggvényében v (), t =
0,1,...,T, ez az értékfiiggvény.

Konnyen beldthat6 a kovetkez6 rekurziv Osszefiiggés: ha a (¢ + 1)-edik fel-
adat optimadlis megoldésa tetszdleges x4 ,.kezdballapot” mellett sy 1, T¢42, - - -,
ur, xp41 6s értéke vy (x41), akkor a t-edik feladat optimdlis megolddsa tet-
szbleges x; kezddallapot, és u¢, Tyy1, Upt1, Tet2s - - -» UT, TT41, ahOl T4y =
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gi(xe, uy); és az értékfiiggvények kozott teljesiil a kovetkezs fiiggvényegyenlet:
ve(we) = max{fo(ze, ue) + vps1(Te1)| 21 = gel@,we)}. (7.6)

Valéban, ha x;-b8l u;-vel pontosan eljutottunk ;. 1-be, akkor mar az (¢ + 1)-edik
paraméteres feladat optimuman haladhatunk tovabb.

Erdemes egy hétkoznapi példdval szemléltetni az optimumelvet. Az egysze-
riség kedvéért egy id6optimum-feladatot vdlasztunk, de értelemszerdien valaszt-
hatnidnk biarmely més feladatot is. Tegyiik f6l, hogy Budapest és Miskolc kozott
a minimadlis idejd ut Hatvanon és Gyongyoson keresztiil halad. Akkor a Hatvan
és Gyongyos kozti iddoptimum megegyezik a Budapest és Miskolc kozti idGopti-
mum megfeleld szakaszaval.

A megoldasnal (akarcsak a mondabeli Ariadné fonalandl) érdemes idében
visszafelé haladni. Oldjuk meg el&szor a (7.6) feladatot ¢ = T'-re:

vr(or) = frei(zrir) + fr(or,ur) — max, 741 = gr(zr, ur)!

Tetszbleges xp paramétervektor mellett 1étezik az optimdlis up = hp(z7) vissza-
csatoldsos szabalyozds, amely megadja az x71 = gr[zr, hr(z7)] végallapotot
és a vp(zy) optimumértéket.

A (T — t + 1)-edik indukcids 1épésben az optimalis u; = hy(z;) szabélyo-
zést és a vy(zy) értékfuggvényt hatdrozzuk meg, kihaszndlva a korabbrol ismert
vy (xpy1) értékfiggvénnyel fenndllé kapesolatot: az optimalis uf = hy(zy) sza-
balyozas kielégiti a

ve(a}) = fe[zf, he(2))] + ver1{gelxy, he(27)]} (7.7)

egyenletet és u; szerint maximalizalja fi(x9, ug) + vep1[ge(2f, ue)]-t.

Végiil az utolsé 1épésben adott zy paramétervektorra meghatirozzuk az op-
timdlis ug értéket, hiszen az utolsé el6tti feladat szabad paramétere most x1; =
go(z0, up)-val meg van hatdrozva.

Ez adja az tigynevezett optimumelvet.

7.2. tétel. (Bellman, 1957.) A (7.1)—(7.2) feladat feltételes optimuma a kévetkezd
rekurzioval szamithato ki. Az egyszeril (7.6) feltételes maximumfeladatot idében
visszafelé haladvat = T, T — 1,...,0-ra megoldjuk: v, = hy(x;) az optimdlis
(visszacsatoldsos) szabdlyozds, és xir1 = gi[zi, hi(xe)] = () az optimdlis
dllapotdtmenet.

A kordbbiakkal ellentétben most nem jelolhettiik f-fel az optimdlis atmenet-
fuggvényt, mert az alapfiiggvényt a hagyomanyokat kovetve mar f-fel jeloltiik.
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A fenti leiras elvi jelleg(i, és alkalmazdsokban tovabbi konkretizalast igényel.
Tegyiik fol, hogy a célfiiggvény és az dtmeneti fiiggvények folytonosan differenci-
alhat6éak mind az allapot-, mind a szabdlyozasi vektorban, és nincsenek sarokopti-
mumok. A hagyomanyos szEéls6érték-feltétel alkalmazasaval a kovetkezo eljarast
kapjuk:

7.3. tétel. Megfeleld simasdgi feltételek mellett a (7.2)—(7.1) feladat sziikséges
optimalitdsi feltételei a kovetkezok:
Ofe

0 0
Gl ] + 5B (gl bl e ha(w)] = 0. 0.9

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy a h; optimélis valaszfiiggvény differencidlhato.
(Benveniste és Scheinkman ezt a feltevést igazolja: Stokey—Lucas (1989, 84. 0.).)
Ekkor vegyiik a (7.7) jobb oldaldn 4ll6 kifejezés u; szerinti derivaltjét, és adédik
(7.8). O

Megjegyzés. Specidlis esetekben a (7.8) egyenlet explicit médon megoldhat6. Az
ltaldnos megolddshoz azonban numerikus médszerekre van sziikség. El§szor a
legegyszeriibb eseteket mutatjuk be.

7.2. példa. Elemi determinisztikus példa. T = 1, n = 1, 4llapotegyenlet: z; =
To+ug és To = 11 —uq; veszteségfiiggvény: :U%+;v% Ekkor v (x1) = min,, 2 =
miny, (r1 —u1)? = 0, hauy = 1. vo(z0) = Miny, ¥3 = miny, (zo + ug)? = 0,
ha ug = —xy.

7.2. feladat. Elemi determinisztikus feladat. 7' = 1, n = 1, dllapotegyenlet:
T1 = xg + ug €s x2 = x1 + uy; veszteségfiiggvény: a:(% + u% + :1:% + u% + a:%
Hatarozzuk meg az optimalis megoldast!

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a 7.1. példat és a 7.1. feladatot dinamikus prog-

% 2y L

ramozas nélkiil is konnyen megoldhatjuk hagyomanyos sz€ls6érték-szamitassal.
Azonban T > 2 esetén mér célszer az optimumelvet alkalmazni.

7.3. példa. (A 7.1. példa folytatasa.) Beldthatd, hogy az optimalis uy = —Kyxy
visszacsatolds K; > 0 egyiitthatdja

K - B Si1 A
t= A4 pia
Gt + Bt St_l,_l

ahol S; segédviltozo kielégiti a kovetkezd differenciaegyenletet:

G A28,

S, = Tt
! Gt + BESi1

+Fy, Sty = Fro,

s ez utébbi differenciaegyenletet idSben visszafelé kell megoldani.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

152 7. Optimadlis szabalyozaselmélet — diszkrét id6
x =T u
allapot szabalyozas ellentettje

]
g
>
0 1 2 3 4 5]
1d6
7.1. abra. Rovid tavi optimalis linedris-kvadratikus (LQ) szabélyozas
A megoldast a 7.1. dbra szemlélteti id6ben 4llandé paraméterek (A = 2,

B=1,F =1,G = 5)é T = 5 esetén. Figyeljilk meg, hogy a pdlya nem
stabil, az dllapot nem tart a O egyediili egyensilyi dllapothoz.

7.3. feladat. Bizonyitsuk be a 7.3. példa segitségével, hogy ha az ug, . .., ur po-
zitiv szamok Osszege 1, akkor négyzetosszegiilk minimuma az ug = -+ = up =
1/(T + 1)-nél valésul meg. (Ha xp41 = 0, akkor Fpyq =0, Ap — BrKp = 0.)
Egyébként ezt a feladatot sokkal egyszertibben megoldottuk kozvetleniil (7.1. fel-
adat, ahol ¢ (u) = u?), de mégis szemlélteti a dinamikus programozast!

Id6ben alland6 paraméterek, leszamitolt alapfiiggvények

A kozgazdasagi fogyasztasi palydk értékelésében jelentSs szerepet jatszik az ex-
ponencidlis leszdmitolds, amikor az egymast kovetd idészakok hasznosségait (5?)
mértani sorozat szerint szamitjuk be, ahol 0 < 8 < 1 a leszamitoldasi egyiittha-
t6. Jelent6sen egyszerisodik a dinamikus programozasi feladat, ha az alapfiiggvé-
nyek a leszdmitol4stdl eltekintve dllandok, az utolsé id6szak alapfiiggvénye nulla,
az atmeneti egyenletek szintén idében valtozatlanok:

ft(l‘tvut) :ﬁtf(.’l,'t,Ut), t:Oa]-aaTa
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Tep1 = g(xe, ug), t=0,1,...,7 és =z adott;
T
BT fo(wria) + 3 B f (w4, ug) — max.
t=0

A kés&bbi folytonos idejii modellekben (9-10. fejezet) az e, B > 0 ki-
fejezéssel eldre jelezziik majd, hogy a szorzo legfeljebb 1. A diszkrét idejii mo-
dellekben ez nem szokas! Ezért az a furcsa helyzet alakult ki, hogy az er&sebb
leszdmitoldst kisebb (nem pedig nagyobb) leszdmitol4si tényezd képviseli.

A stacionaritési feltevéseket akkor tudjuk igazan kihasznélni, ha bevezetjiik a
Jelenértékfiiggvényt:

Vi(zy) = B~ vy ().

Ekkor (7.6) megvaltozik:

Vi(we) = max{f (@, ue) + BVir1 (@e41)] w1 = glwe, ue) ) (7.9)

Végtelen idotav

Tovébb egyszerlisodik a dinamikus programozasi feladat, ha az id6tav végtelen
(T = 0):

o0
> B flae, ur) — max, 0<pB<1. (7.10)
t=0
Némileg egyszertsitjiik (7.9)-ben a jeloléseket: az idGindexet elhagyjuk, és az
Uj allapotot x*-gal kiilonboztetjiikk meg a régi allapottol.
Megtelel$ korlatossagi feltételek mellett a (7.10) végtelen sor konvergens és
az optimalizalasi feladat értelmes.
7.4. tétel. (VO. Stokey—Lucas, 1989.) Standard feltételek mellett létezik az idd-
ben vdltozatlan uw = h(x) optimdlis vdlaszfiiggvény, kozte és V (x) értékfiiggvény
kozott a kovetkezd kapcsolat dll fenn:

V(z) = mgx{f(m,u) + BV (x")| 2" = g(x,u)}. (7.11)

Megjegyzések. 1. A végtelen id6tavnal a véges idGtavnal szerepld végfeltétel he-
lyére az dgynevezett transzverzalitdsi feltétel 16p: lim;_,o, BV (z;) = 0. Ennek
szerepét legegyszeriibben (7.10) kovetkez6 dtalakitdsanal érthetjiik meg:

V(w0) = max[f (x0, u) + BV (21)] = - -

T
= max > B fxeu) + 87V (i)
=0
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A transzverzalitasi feltétel ahhoz kell, hogy a 371V (27, 1) maradéktag aszimp-
totikusan eltlinjon (lasd a 8.4. és 8.5. feladatot).
2. Hasonl6 a végtelen mértani sor 6sszegképletének heurisztikus levezetése:

S(B)=a+af+af’+--=atpS(p), ammz S(B)=1—5 IA<L

Kitéro a fiiggvényegyenletekre

(7.11)-ben a V (z) fuggvény az ismeretlen. Ekkor fiiggvényegyenletrél beszéliink.
(Tulajdonképpen az 5. fejezetben targyalt kozonséges differencidlegyenletek is
fliggvényegyenletek!) Ezen a ponton egy rovid kitérét tesziink a fiiggvényegyen-
letekre, és bemutatjuk a legegyszer(ibb fiiggvényegyenletet:

7.4. példa. Cauchy-féle fiiggvényegyenlet. A v(1) = 1 feltétel mellett egyetlen-
egy folytonos (differencidlhatd) v(z) fiiggvény elégiti kia v(z+y) = v(z)+v(y)
egyenletet minden valds z, y parra: v(x) = .

Bizonyitas. v(0) = 2v(0) = 0. Fontossdga miatt elGszor a differencidlhatd, aztan
a folytonos fliggvényre adjuk meg a bizonyitast.
a) Differencidlhat6sag esetén a

[v(z +y) —v(@)]/y = v(y)/y = [v(y) —v(0)]/y
differenciahdnyados y — 0 esetén v'(x) = v'(0)-hoz tart stb.

b) Folytonossag esetén legyen n egy természetes szam. Teljes indukcidval
igazolhatd, hogy v(nx) = nv(z). Most legyen m egy természetes szam. Az el5z6
osszefiiggést alkalmazva: 1 = v(1) = mv(1/m), azaz v(n/m) = nv(l/m) =
n/m. A fiiggvény folytonossdga miatt tetszGleges x irraciondlis szdmra is teljesiil
v(z) = x. O
7.4. feladat. A logaritmus jellemzése. Bizonyitsuk be, hogy egyetlenegy folyto-
nos (differencidlhatd) V (€) fiiggvény elégitikia V' ({n) = V(&)+V (n) figgvény-
egyenletet minden pozitiv valés &, n parra a V(e) = 1 feltétel mellett: V(&) =
log &!

Fokozatos megkozelités*

Ha ismerjiik az értékfiiggvényt, akkor (7.11) segitségével kiszdmithatjuk az opti-
malis visszacsatolast. Altaldban azonban nem ismerjiik az értékfiiggvényt sem.
(7.11)-hez hasonlé6 fiiggvényegyenlettel mar taldlkoztunk az n-dimenzids térre
kimondott, de sokkal altaldnosabban is érvényes kontrakciés elvnél (3.4. tétel).
A differencidlegyenletek fokozatos megkozelitési megoldasandl (5.2. tétel) mar
erre az altalanos tételre hivatkoztunk. Most is igéretesnek tiinik az ott alkalmazott
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fokozatos megkozelitési médszer. Ismét induljunk ki egy tetszéleges V' fiiggvény-
bdl az egyenlet jobb oldalan és nézziik meg, hogy milyen fiiggvényt kapunk a bal
oldalon. Az igy kapott leképezést jeloljiik M-mel: V' — MV, azaz

MV (z) = m{imx{f(a:,u) + V(2| " = g(z,u)}. (7.12)

Megfelel6 korlatossagi feltételek mellett az M leképezés folytonos fiiggvé-
nyeket folytonos fiiggvényekbe képez. Vezessiik be az R™-beli kompakt I tég-
latesten folytonos fiiggvények linedris terét, és értelmezziik rajta a maximum-
normdt: ||V|| = max,es |V (x)|! A Fiiggelék végén szerepel, hogy ez a tér tel-
Jjes a maximumnormdra nézve, tgynevezett Banach-tér, azaz minden Cauchy-
konvergens sorozatnak van hatarértéke. Ha a folytonos fiiggvényeknek egy {Vj }
sorozata egyenletesen tart V-hez (azaz a konvergencia kiiszobindexe fiiggetlen
x-t6l), akkor az eltérés normdja nulldhoz tart: limy_, o ||V — V|| = 0, és fordit-
va. Ezért a leképezést elegendben sokszor iterdlva, j6 kozelitést kapunk. Egy Vj
fiiggvénybdl kiindulva a Vi, = MV},_; iterdcidval szeretnénk megkozeliteni a V'
értékfiiggvényt. Ezzel parhuzamosan megoldjuk a (7.12) maximumfeladatot, és
megfeleld konkavitasi feltételek mellett a kapott valaszfiiggvényt hy-val jeloljiik.

7.5. tétel. (Blackwell, 1965, Stokey—Lucas, 1989, 4.7. tétel.) Legyen Vy egy tet-
szoleges folytonos I — R fiiggvény és Vi, = MVy,_1 a (7.12)-beli iterdcio. Meg-
feleld korldtossdgi és konvexitdsi feltevések mellett a fokozatos megkozelités kon-
vergens, az értékfiiggvények konvergdlnak: Vi, — V és a visszacsatoldsok is:

hk—>h.

Blackwell (1965) éppen a (7.11) feladat megolddséara dolgozott ki egy altala-
nos feltételt, amely a monotonitds és a diszkontélds segitségével adott elégséges
feltételt a kontrakcidra.

A 7.4. tétel analdgidjara kimondhato a

7.6. tétel. Megfeleld simasdgi feltételek mellett az optimalitds sziikséges feltétele,
hogy minden x dllapotra teljesiil

O o, @) + B gl W) o2 b 0. (13)
Meghatdrozva az optimadlis visszacsatoldst és dtmenetet, a kdvetkezd kérdé-
sek vetédnek fol: (i) Az optimdlis dtmenetfiiggvénynek létezik-e egyaltalan al-
landésult dllapota: x° = ¢(x°)? (ii) Hany éallandésult allapot 1étezik? (iii) Van-e
lokalisan vagy globdlisan stabil allanddsult dllapot?
Stokey—Lucas (1989, 6. fejezet) alaposan vizsgélja e nehéz kérdést, de mi nem
kovetjiik Sket e rogos tton.
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7.2. A sztochasztikus optimumelv

Mir a determinisztikus feladatndl is szdmos olyan matematikai bonyodalom Iépett
fel, amelyet a révidség €s a kényelem kedvéért elhanyagoltunk. A sztochasztikus
targyaldsnal e nehézségek csak fokozddnak. Jellemzd, hogy a matematikailag sza-
batos targyaldshoz (9. fejezet) Stokey és Lucas két el6készitd (7. és 8.) fejezetet
iktatott be.

A valészinliségszamitdsi nehézségek a kovetkez6képp szemléltethetdk.

A klasszikus valészinliségszdmitdsban egy valdszinliségi valtozo diszkrét vagy
folytonos értékii lehet. Péld4ul a kockadobads értéke 1, ..., 6, a Budapesten lehul-
16 évi csapadék mennyisége elvileg valés szammal jellemezhetd véletlen mennyi-
ség. Gyakorlatilag csak mm-ben szdmolhatunk, de ez a diszkretizalds elméletileg
elégtelen lenne. Példaul a kockadobas varhaté értéke sem egész szam (ti. 3,5), és
altaldban a diszkrét eloszlasok leggyakoribb hatareloszldsa folytonos.

Mar ez a kett6ség is zavard, mint azt az egész konyvben megjelend kettoség
is mutatja. A diszkrét és folytonos eloszlds azonban keveredhet is (példdul a si-
vatagban pozitiv valészintiséggel nulla csapadék esik egy egész év alatt). S6t, a
folytonos eloszldsokon beliil kétféle folytonossdg jelentkezik, amelyet szaknyel-
ven rendre abszoliit folytonos és szinguldris eloszlasnak neveziink (Rényi, 1966,
IV. fejezet).

Tovabbi bonyodalom 1ép f6l, ha nemfiiggetlen valdszintiségi valtozok id6beli
sorozataval, igynevezett id6sorokkal foglalkozunk. Az 1.7. tétel utdn mar érintet-
tilk a legegyszeriibb nemfiiggetlen elem id&sortipust, a Markov-lancokét, ahol az
egyes idészakok valészinliségi valtozdja véges vagy megszamldlhatdéan végtelen
diszkrét értéket vehet f6l. Az éltaldnos eset, az igynevezett Markov-folyamatok
targyaldsa azonban meghaladnd konyviink kereteit.

Egyszerliség kedvéért iddben fiiggetlen eloszlassorozatokat vizsgdlunk. Le-
gyen rendre z; és wy a t-edik id6szak k-dimenzids valésziniiségi valtozdja, amely
a célfiiggvény, illetve a szabdlyozdsi véltozd értékét mddositja; bevezetve a vér-
hat6 érték E operatorat, Ez; = 0 és Ew; = 0. Tovabba (7.1)—(7.2) helyett:

T
E{fT+1(fBT+1, ari1) + ) felwe, ug, Zt)} — max, (7.14)
=0
feltéve, hogy

Tip1 = ge(Te, ug, wy), t=0,1,...., T és x9 adott, (7.15)

valamint w; vektor a t-edik id0szak zavara.
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z~ oz

(7.6) helyére viszont a kdvetkezd, dltalanositott értékfiiggvény-egyenlet 1€p:
vi(wy) = %%X{ft($t, ug, ) + E’Ut+1($t+1)\ Tt41 = gt(xt,uuwt)}- (7.16)

Szemléltetésként bemutatjuk a 7.1. példa sztochasztikus dltaldnositasat.
7.5. példa. Elemi sztochasztikus példa. T = 1, n = 1, allapotegyenlet: 1 =
To + ug €s xo = x1 — up — wi; veszteségfiiggvény: E{x% + :c%}

vi(zy) = min{Ex%} = min{E(z; — u; — w1)2} = Ew%, ha wu; = ;.
ul u1

vo(zo) = min{z? + Bw}} = Ew?, ha wuy= —x0.
ug

7.5. feladat. Elemi sztochasztikus feladat. 7' = 1, n = 1, dllapotegyenlet: x; =
o + ug és ro = x1 + u1 + wi; veszteségfiiggvény: E(x% + ug + :c% + u% + :z:%)
Keressiik meg az optimumot!

A 7.4. tétel sztochasztikus altalanositdsa a
7.7. tétel. (V6. Stokey—Lucas, 1989, 9. fejezet.) Megfeleld feltevések esetén (7.11)
helyére az iddfiiggetlen sztochasztikus Bellman-egyenlet lép:

V(z) = max{f(z,u,z) + BEV (z*,w)| 2" = g(z,u,w)}, (7.17)

ahol u = h(x,w) az idében vdltozatlan optimdlis vdlaszfiiggvény.
Megjegyzések. 1. Ha a perturbaciok idében nem fiiggetlenek, akkor (7.14)—
(7.17)-ben feltételes varhat6 értékek 1épnek a kozonséges varhato értékek helyére.
Normélis eloszldsok esetén a feltételes valdszintiségi valtozok is normalis elosz-
lasdak, ezért a feltételes varhat6 értékek viszonylag konnyen és rekurzive kisza-
mithatok.

2.% A determinisztikus esetre kidolgozott fokozatos kozelitések mddszere a
sztochasztikus esetben is alkalmazhato.

7.3. Optimalis LQ-szabalyozas teljes megfigyelésnél*

A most kovetkezd alfejezetekben az altalanos szabdlyozaselmélet legfontosabb
specidlis esetét vizsgaljuk: a rendszer linedris, a célfiiggvény kvadratikus és a
sztochasztikus zavarok normalis (Gauss-) eloszlasuak, roviditve: LQG-rendszer.
Az 1.3. alfejezetben tdrgyaltuk a linedris rendszerek szabdlyozhatosdagdt és meg-
figyelhetdségét. E két fogalom fiiggetlen az optimalizalastol, de az optimalizalas
szigordan raépiil az irdnyithatdsdgra és a megfigyelhet6ségre.

Legyen x € R" az dllapotvektor és u € R™ a szabdlyozdsi vektor. Egyel6re
foltessziik, hogy az x4 dllapot a t-edik idGszak elején pontosan ismert. Legyen Ay
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és By rendre egy n X n-es és n X m-es matrixsorozat, t = 0, ..., T. Egy diszkrét
idejd, valtozo egyiitthatds linedris rendszer a kovetkezd egyenlettel jellemezhetd.
Allapotegyenlet:

Tyr1 = Arxy + Byug, xg kezdballapot adott. (7.18)

Szokds szerint id6ben additiv veszteségfiiggvénnyel dolgozunk, amely az ed-
digi hasznossagfiiggvény ellentettje, s ezért maximalizdlas helyett minimaliza-

lunk:
T

fr(xra) + ) filme ug). (7.1)
t=0
A legegyszer(ibb id6szaki célfiiggvény, amely belsé (lokalis) optimumot ad,
kvadratikus:

fe(we,ue) = (x — a7) T Fy(we — 27) + (ue — up) T Ge(ur — ), (7.19)

ahol {z}, u; } az dgynevezett referenciapdlya, F; és G rendre n- és m-dimenzids
szimmetrikus pozitiv definit matrixok (kivétel: G4, = 0), amelyeknek az elemei
azt a veszteséget mutatjdk, amelyet az egyes id6szakokban az egyes édllapotoknak
és szabdlyozasoknak a referenciapalyétdl vald egységnyi eltérése okoz.

Az LQ-optimalis szabdlyozds alapfeladata a kovetkez6: minimalizaljuk a
(7.1), azon beliil a (7.19) id6ben additiv, kvadratikus veszteségfiiggvényt a (7.18)
linedris 4llapotegyenlet mellett.

Megjegyzés. Ellentétben a fizikdval, ahol a legtobb mennyiség eljele tetszbleges,
a kozgazdasigtanban a legtobb mennyiség eljele kotott. Esetiinkben ugyanis nem
mindegy, hogy a termelés tobb vagy kevesebb, mint a referenciaérték stb. Ezért az
értelmes gazdasdgi alkalmazdsokban ugy szokds megvalasztani a referenciapé-
lyat, hogy a megengedett palydk vagy mindig a referenciapdlya alatt, vagy mindig
felette haladjanak, vagyis az el6jel kérdése fel sem meriil. A tovdbbiakban az egy-
szerliség kedvéért foltessziik, hogy a referenciapdlya azonosan nulla: z* = 0 és
u* = 0.

7.8. tétel. (Kalman, 1960, Bryson—-Ho, 1969, 2.3. alfejezet.) Az LQ-feladat opti-
madlis megolddsdt egy linedris visszacsatolds adja:

u = — K. (7.20)

Az optimdlis visszacsatoldsi mdtrix az Sy veszteségi mdtrixszal (vo. (7.22)) pdrhu-
zamosan — iddben visszafelé — rekurzive szamolhato:

Ky = (B Si41Be + G) ' B Si41 Ay, (7.21)
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ahol
Si = AL Si 1A — KN (BF Spp1 By + Go) Ky + Fy,  Sryr = Frya. (7.22)

A szabdlyozds minimdlis maradék vesztesége t-t6l (T + 1)-ig az x; pillanatnyi
optimdlis dllapot kvadratikus fiiggvénye:

vy(29) = 20T Sy (7.23)

Megjegyzések. 1. Teljes indukcidval beldthatd, hogy a (7.21)-ben szereplG inverz-
matrixok léteznek. Valéban, St pozitiv definit, s ez idSben visszafelé 6roklddik
a (7.21)—(7.22) iteracidknal. Az invertalando BtT St11B: + Gy matrix egy nem-
negativ és egy pozitiv definit matrix Osszege, tehat sajatértékei pozitivak, azaz a
matrix tényleg invertalhato.

2. Figyeljiik meg, hogy az optimalis szabalyozas visszacsatolasi matrixait id6-
ben el6zetesen (off-line) ki kell/lehet szdmitanunk, mégpedig idében visszafelé
haladva: Siy1-b6l Ky-t, majd Si-t stb. Ez a bonyolult, dltaldban szamitégépet
igényl6 szamitas filiggetlen az egyelSre ismeretlen kezd6allapottdl. Ha viszont az
elozetes szamitasokat elvégeztiik, akkor a tényleges szabalyozas alatt (on-line) az
elézetesen ismeretlen kezdeti dllapotbdl egyszertien kiszdmithatok a kdvetkezd
allapotok, és igy az id6beli optimalis irdnyitas.

3. A feladatot megoldhatndnk a kvadratikus programozds mddszereivel is,
ekkor azonban a megoldas sokkal tobb id6t kovetelne. A most ismertetett meg-
old4s ugyanis kihaszndlja, hogy a feltételi egyenletrendszer egyiitthatométrixa
kvazi-blokkdiagonadlis (,,1épcs6hdzszeri”), célfiiggvénye egyiitthatomatrixai pe-
dig blokkdiagondlisak. Ha csak egyszeri megolddsrdl lenne sz6, akkor a 1épés-
szam (nT')? nagysdgrendii lenne. A feladat specidlis szerkezetét kihasznal6 itera-
tiv megolddssal a 1épészam n>T-nagysigrendiire csokken!

4. Fontos specidlis eset az aszimptotikus, ahol T' — oco. Ekkor a célfiiggvényt
normdlni kell: limp_,oo 771 Z;le fi. Megfeleld feltételek esetén a K és az S
matrix kielégiti az id6fiiggetlen algebrai métrixegyenletet:

K = (BTSB+G)'BTSA, (7.21%)

S =ATSA - KTY(BYSB+ G)K + F. (7.22%)

Beldthatd, hogy ekkor a visszacsatolds stabil, azaz p(A — BK) < 1, és
limt Tt — 0.

A 7.1. ébra folytatasaként a 7.2. dbran bemutatjuk a 7.2. példa végtelen id6ta-
vi optimumét (17" =10 kozelitéssel).
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x . TTmT u
allapot szabalyozas ellentettje

Viltozék

0 2 4 6 8 10

7.2. dbra. Hosszu tdvd optimalis LQ-szabédlyozas

Bizonyitas. A linedaris-kvadratikus feladatokndl szerzett tapasztalatok alapjan
megsejtjiik, hogy a hatralévd veszteség a pillanatnyi allapot kvadratikus fliggvé-
nye: (7.23). (7.18)-at és (7.19)-et behelyettesitve a (7.7)—(7.8) 6sszefiiggésparba,
adédik, hogy

ZL‘;I‘Ftl't + U;I‘Gtut + (A + Btut)TStH(AtSUt + Buy), (7.24)
— az elso két tag a jelen, a masodik két tag a jov6 vesztesége — €s
(Atl'? + Btug)TS’tHBt + U?TGt =0.

— az optimumfeltétel.
A masodik egyenletet rendezve:

uf = —(BFSi11By + Gi) ' BF S 1 A (7.25)

Vegyiik észre, hogy (7.25)-ben «f szorzdja éppen a (7.21)-beli — K matrix. Iga-
zolni kell még a minim4lis maradék veszteség értékére kimondott sejtést is: (7.24)-
be behelyettesitve (7.25)-6t, adodik egy x?TSt:cg kvadratikus alak, (7.22) adja a
rekurzidt. a
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7.4. Optimalis allapotbecslés és szabalyozas tokéletlen
megfigyelésnél*

Ebben az alfejezetben el6szor az optimalis allapotbecsléssel foglalkozunk, majd
visszatériink az optimadlis szabdlyozdsra. Feltessziik, hogy minden véletlen vektor
normadlis eloszldsu, s a tovabbiakban err6l nem tesziink kiilon emlitést.
Optimalis allapotbecslés

Miel6tt az dllapotmegfigyeléssel foglalkoznank, foltessziik a kovetkez6 kérdést:
mi torténik, ha az dllapotegyenletet additiv zaj terheli? Ekkor

i1 = Ay + Brug 4wy, (7.26)

ahol wy egy n-dimenziés, idében fiiggetlen valészintiségi valtozé, nulla varhat6
értékkel és (); kovariancia-matrixszal:

Ew; =0, E(wwl) = 8Qr,

ahol J;; a Kronecker-szimbdlum, értéke 1, ha s = t, és 0 egyébként.
Mir az 1.3. alfejezetben foglalkoztunk a hidnyos megfigyeléssel. Legyen az
irdnyitasi rendszer zajjal terhelt, de tegyiik fol, hogy nincs irdnyitas: u; = 0:

i1 = Ay + wy,

ahol az ismert az indul6 xg allapot valamilyen a priori eloszldsa, z§ varhato ér-
tékkel és M kovariancia-matrixszal:

E(zo— 2§) =0, Bl(zo — af)(wo - §)"] = Mo.

Foltessziik, hogy =g és w; szintén fiiggetlen valdsziniiségi véltozo, azaz
El(xo — af)wf] = 0.

Rétériink a tokéletlen megfigyelés kérdésére. Legyen y; € R a t-edik id6szak
megfigyelési vektora, amely linedris fliggvénye az xz; € R"™ dllapotnak és a z;
hibatagnak:

Y = Cixy + 2. (7.27)

Foltessziik, hogy a hibatag id6ben fiiggetlen valészinliségi vektorsorozat, nul-
la varhato értékkel és R; kovariancia matrixszal:

Ezt = O, E(ZtZST) = 5tSRt7

ahol d;5 a Kronecker-delta.
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Foltessziik még, hogy z; és (g, wy) ugyancsak fiiggetlen valésziniiségi vek-
torvaltozok, azaz

E[(zo —28)2f] =0 é E(wzl) =0, t=0,...,T.

Val6szinlségszamitasbol ismert a silyozott legkisebb négyzetek mddszere,
ahol a sulyok matrixa M;. Optimaélis becslésiinknél minimalizélni kell az x7 — x4
el6zetes és az y; — Cray utdlagos hiba stlyozott varhatd szorasat.

Ji = (xf — xt)TMt_l(gﬁte — ) + (Y — Ctl't)TRt_l(yt — Cyxy),

T

J=>J;— min. (7.28)

t=0
A kovetkezd tétel meghatdrozza az optimélis allapotbecslés képletét.
7.9. tétel. (Kalman, 1960, Bryson—-Ho, 1969, 12.4. alfejezet.) Az optimdlis dlla-
potbecslés a kdvetkezd egymds utdni lépésekben végezheto.
Eldzetes vdrhato érték
xy = A1y . (7.29)

Utolagos vdrhato érték
xf = xf + Hy(yr — Cya}). (7.30)
Minimdlis eldzetes hibakovariancia
H; = PB,CYR; . (7.31)
Minimadlis uj hibakovariancia
P = (M '+ CFYR7ICy)™r = My — M,CF(CiM;CF + Ry) " CyM;. (7.32)
Minimdlis teljes hibakovariancia
M1 = AP AT + BiQ B (7.33)

Megjegyzések. 1. Akdrcsak az optimdlis szabalyozasndl, az optimdlis allapot-
becslésnél is a szamitasok egyik része el6zetesen (off-line) elvégezhetd: (7.31)—
(7.33). Most id6ben el6re haladunk e szamitdsoknal. A rendszer elinditdsa utan
adott 2§ = 0-bdl inditva a becslést, Y;—1 = {yo,...,y:—1} informdciévektor
alapjan (7.29) segitségével szamitjuk ki az eldzetes x¢ allapotbecslést, majd a leg-
Ujabb megfigyelés, y; alapjan (7.30) segitségével javitjuk a becslést. Ezt nevezik
az irodalomban Kalman-sziirének.

2. Figyeljik meg a hasonldsdgot az optimalis szabalyozds és az optimdlis
becslés kozott! E hasonlésdg miatt a levezetést sem kell megismételniink.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

7.4. Optimdlis dllapotbecslés és szabdlyozds tokéletlen megfigyelésnél 163

7.6. példa. Sulyozott legkisebb négyzetek mddszere. Legyen T' = 0 és becsiiljiikk
meg x-et y megfigyelése alapjan.

(° —2)TM 1 (2° — 2) + (y — C2)T R~ (y — Cz) — min, (7.29)
e=H(y— Cz%), (7.31)
H=PCTR™. (7.32")

M a mérés el6tti, P a mérés utani kovariancia-matrix.

Optimalis LQG-szabalyozas és becslés

A 7.3. alfejezetben tokéletes megfigyelés mellett optimalizdltuk a rendszer miko-
dését, a 7.4. alfejezet elején pedig irdnyitdsmentesen optimalizaltuk a tokéletleniil
megfigyelt rendszer dllapotbecslését. Ebben az alfejezetben egyesitjiik az el6z6
két feladatot: tokéletlen megfigyelés mellett egyszerre optimalizaljuk a szabalyo-
zast és a megfigyelést. Azaz a sztochasztikus linedris (7.26) 4llapotegyenletet az
ugyancsak sztochasztikus linedris (7.27) megfigyelési egyenlet alapjan fogjuk op-
timalizalni.

7.10. tétel. A bizonyossdgi ekvivalencia tétele (Kalman, 1960, Bryson—Ho, 1969,
14.7. alfejezet.) A kettds LOG-feladat optimdlis megolddsdt egy olyan becslésso-
rozat, s az arra épiild linedris visszacsatolds adja, amelyek egymdstol lényegében
fiiggetlenek; elbzetes vdrhato érték

xf = (Ap—1 — Beo1 K1)y, (7.30%)
utolagos vdrhato érték
xy =z} + Hy(yr — Cia}), (7.31%)

optimdlis irdnyitds
uy = —Kiaf, (7.20%)
ahol a mdtrixok, példdul Hy-k tovdabbra is rekurzivan kiszdmithatok.

Megjegyzés. Erdekes, hogy e feladat megolddsdban, legaldbbis specidlis esetben
a kozgazdaszok megelézték a miiszakiakat, 14sd Simon (1956) és Theil (1957)
bizonyossagi ekvivalencia tételét.

Bizonyitas. Lasd a 7.8. tétel bizonyitasat, valamint Bryson—Ho (1969)-t. O
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Egyéb szabalyozasi feladatok

A fenti feladatok csupdn a legegyszeriibbek. Itt csak felsorolunk néhdny bonyo-
lultabb kérdéskort, a hozza tartozo forras jelzésével.

a) Joval nehezebb, de sokkal redlisabb a feladat, ha az additiv zavarok helyett
multiplikativ zavarok szerepelnek (v6. Wonham, 1967).

b) Az imént vizsgalt klasszikus szabalyozaselmélet teljesen centralizalt (a visz-
szacsatoldsi métrix nem blokkdiagondlis) és teljes emlékezetli rendszereket (a
visszacsatoldsndl kordbbi értékeket is fel lehet haszndlni) vizsgédl. Witsenhausen
(1968) — hamarosan ismertetendd — ellenpélddja ramutatott arra, hogy nemklasszi-
kus optimadlis szabdlyozds (nem teljesen centralizdlt vagy nem teljes emlékezeti)
nem feltétleniil linedris. Az ok meglehet6sen egyszerd: decentralizalt szabalyo-
z4sndl a szabdlyozasi valtozo jelzésiil is szolgdlhat. Koznapi példdval élve: id6ben
visszaugorva 1997 eléttre, az OTP szamlarendszerbdl gyakran nem deriil ki, hogy
kit6l kaptam pénzt. Megdllapodhatok viszont egy iizletfelemmel, hogy dtutaldsnal
mindig 9 Ft-ra ,kerekiti” az atutalt 6sszeget. Ezzel legfeljebb 5 Ft-ot nyerek vagy
veszitek, én pedig szinte ingyen megtudhatom, hogy valdsziniileg t6le szarmazik
a pénz. Igen am, de elvileg kerekithetiink 90 fillérre, s6t 99 fillérre is, s ekkor a
veszteség legfeljebb 50, illetve 5 fillér, s az informécié még pontosabb.

Modositsuk a 7.2. példat! (Most a zaj nem az allapotegyenletben, hanem a
megfigyelési egyenletben van, és a veszteségfiiggvény is kiillonbozs.)

7.7. példa.* (Witsenhausen, 1968.) Egy olyan nemklasszikus LQG feladat, amely-
nek optimuma nem linedris fiiggvénye a megfigyelésnek.
Allapotegyenletek
T =x0+uy és X9 =1x1 — Uj.
Megfigyelési egyenletek

Y=z € y=x1+=%

Veszteségfiiggvény
qug + x%, q > 0.

Megengedett szabalyozas

Upg = Uo(yo) és Uy = U1 (yl).

A bizonyitds sok oldalnyi, inkdbb elhagyjuk. Otlet: meghatdrozhaté a linedris op-
timum, és adhaté egy néla jobb (de nem optimadlis) nemlinedris visszacsatol4s.
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c) Eddig foltettiik, hogy a rendszer paramétereinek eloszldsa egyszer s min-
denkorra ismert. Mi torténik akkor, ha a statisztikai vizsgdlatok a szabalyozdssal
egyid6ben kezd6dnek? Az tigynevezett dudlis vagy adaptiv szabdlyozas foglalko-
zik e kérdéssel (Tse—Athans, 1967).

d) Eddig kizardlag olyan rendszereket vizsgéltunk, amelyekben a mozgis-
egyenlet linedris és a veszteségfiiggvény kvadratikus. Mi torténik az altalanos,
nemlinedris és nemkvadratikus esetben? Erre vdlaszolunk a kdvetkezd fejezetben.
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8. fejezet

Szabalyozasi modellek — diszkrét
ido

o~

Az el6z6 fejezetben a diszkrét idejli optimdlis szabdlyozds matematikai elméletét
vazoltuk, most néhiny kézgazdasdgi alkalmazdst mutatunk be. Kiindulépontunk
Modigliani-Brumberg (1954) és Ando—Modigliani (1963) életciklus-modellje.
A 8.1. alfejezetben a tobb idészakos optimdlis megtakaritdst (egzogén tényezs-
arak mellett), a 8.2. alfejezetben az optimadlis felhalmozést (endogén tényezbarak
mellett) vizsgaljuk. A 8.3. alfejezet az optimdlis lehaldszés elméletét targyalja. Az
alkalmazdsok részletes leirdsa Sargent (1987), Manuelli—Sargent (1987), Stokey—
Lucas (1989) 2. és 5. fejezetében, valamint Ljungqvist—Sargent (2000) taldlhato.
Gyakorlati alkalmazasokat ismertet Salmon—Young (1979).

8.1. Tobb idoszakos optimalis megtakaritas

Itt a tobb idészakos optimdlis megtakaritds feladatat vizsgéaljuk. Latni fogjuk,
hogy a 7.1. tétel el6tti emlitett reducibilis dinamikus programozasi feladattal al-
lunk szemben.
Legyen ¢ az idGszaki fogyasztds (egyelGre idGindex nélkiil), u(c) az idészaki
hasznossdgfiiggvény, (3 a leszdmitoldsi tényezd és
T
U({ee}) = Bulc)

t=0

a {c,} fogyasztési pélya életpdlya-hasznossdga. Legyen k; a t-edik idGszak eleji,
tékefelhalmozasbol szarmazé vagyon, wy a t-edik id6szak munkajovedelme, c;

167
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a fogyasztds és r az id6ben véltozatlan kamattényezd (=1+kamatldb). Definici6
szerint teljesill a vagyondinamikai egyenlet

kt+1 = T(kit + w — Ct).

Ezért a feladat a kovetkezs alakot 6lti: olyan (k) t6kepdlyat keresiink, amelyre

d k
Z/B (kt + wg — e ) — max,
r
t=0
ahol
rke + rwe > kigq, t=0,1,..., ko adott, kr41 = 0.

Hasznos lesz leforditani a 7. fejezet dltalanos és a 8. fejezet specidlis jeloléseit;
allapot: * — k, szabélyozds: u — c¢, hasznossagfiiggvény: f — wu. Gyakorlatban
az egyenl6tlenségek az optimumban egyenléségre teljesiilnek.

Véges idotav

Ezt a feladatot a dinamikus programozas nélkiil oldjuk meg. Csak azt kell ész-
revenni, hogy megengedve az dtmeneti negativ pénzvagyont, a feladat egyetlen
korlatra visszavezethet6: a leszamitolt életpalya-fogyasztds egyenld a vagyon és a
leszdmitolt életpdlya-kereset Osszegével:

ZT Ct = Z’I“ wt+k0—W
t=0

8.1. tétel. Ha V = [Sr < 1 és a véges hossziisdgii életpdlydn van fogyasztdi hitel,
akkor az optimdlis fogyasztdsi pdlydt

u'(cy) = U, t=0,...,T (8.1)

optimumfeltétel hatdrozza meg, ahol m a Lagrange-szorzo az egyesitett koltségve-
tési korldtbol szamolhato ki. A pdlya az életkorral csokkend: ciy1 < cy.

Bizonyitas. A Lagrange-szorzés mddszert alkalmazzuk:

M’ﬂ

E(C();"' ,Cr, T +7T7' (wt —Ct)] +7Tk0

~+
Il
(=)
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8.1. dbra. Optimaélis fogyasztasi palya — fogyasztasi hitel

Innen parcidlis derivalassal adddik a feltételezett belsGoptimum-feltétel: (8.1),
ahonnan dltaldban csak numerikus mddszerrel hatdrozhaté meg m és segitségé-
vel a fogyasztasi palya.

Mivel ¥ < 1 és v pozitiv értéki csokkend fiiggvény, ¢; valéban csdkken a
korral. O

Szemléltetésként kovetkezik a

8.1. példa. Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvény u(c) = loge, van fogyaszt6i
hitel. (8.1)-b8l f~t/c; = mr~t, azaz ¢, = W!'/7w. 7 is meghatdrozhaté: ko +
Yiorwy =7 3 B

Az elmondottak jol szemléltethetSk a kovetkez6 adatokndl: T' = 15, w = 1,
ko = 1, = 1,03 és 8 = 0,95. A 8.1. abran lathatd, hogy a 7. és a 15. év
kozott az optimalizal6 fogyaszté hitelt vesz f6l. Masokkal egyiitt Deaton (1992)
megmutatta, hogy ha nincs olcsé fogyaszt6i hitel, akkor nem érvényes az elmélet.

Ha nem lehet fogyaszt6i kolcsont folvenni, akkor nem lehet kikiiszobolni az
id6északi vagyonmérlegeket: k; > 0,¢ = 0,1,...,T. Ekkor a kezdeti vagyontdl
és a keresettdl fiigg, hogy korlatozzdk-e vagy sem a fenti korlatok az optimalis
palyat.

Ezen a ponton bevezetjilk a CRRA hasznossagfiiggvényt (az angol rovidités
alapja Constant Relative Risk Aversion), amellyel a 10.1 alfejezetben, a 11-12.
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fejezetben még bévebben is foglalkozunk:
u(c) = o 1c” (o #0),

ahol ¢ = 1 — o > 0 a relativ kockdzatkeriilési egyiitthatd, és € = 1/( a helyettesi-
tési rugalmassdg. Redlis esetben 0 < ¢ < 1. (Figyeljik meg, hogy negativ o-kra
a o~ ! egyiitthat6 tartja meg novekvének az u(c) fiiggvényt.)

8.1. feladat. Szamoljuk végig a 8.1. példat CRRA hasznossagfiiggvényre!

Végtelen idotav

Mi torténik, ha T" — co?

El6készitésként szolgal a
8.2. példa. Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvény és dlland6 kereset. A végtelen
1d6tav miatt a 8.1. példa egyszerlisodik. Pozitiv kamatldb esetén az életpélya-
kereset véges: w(1 — 1/r) és w1 = [ko +w(1 — 1/7)](1 - B).

Stokey és Lucas altaldnos hasznossagfiiggvényt mérlegelve és fogyaszt6i kol-
csont kizarva valaszolnak a kérdésre.

8.2. tétel. (Stokey—Lucas, 1989, 5.17. alfejezet.) Végtelen iddtav, dltaldnos hasz-
nossdgfiiggvény és dllando kereset esetén a fogyasztds a korral csokken, s a kez-
dévagyontol fiiggden elobb vagy utobb a folyo jovedelemre szoritkozik.

Az értékfiiggvény taldlgatdsdval és ellendrzésével végigszamolhatd a kvet-
kezd példa.
8.3. példa. (Ljungqvist—Sargent, 2000, 33-34. 0.) CRRA hasznossagfiiggvény és
alland6 kamattényezd melletti optimalis fogyasztasi palya. (7.14) alapjan

V(k) = m(z:zx{u(c) + V(K| k" =r(k—c)}.

Azt sejtjiik, hogy V (k) = o1 Ak, ahol A egy meghatdrozandé llandé. (A sejtés
a példa végén leirt egyszertibb médszerbdl levezethetd!)

ElGszor meghatdrozzuk a jobb oldalt maximalizalé c(A, k) fogyasztast és
k*(A, k) t6két, majd az értékegyenletbe behelyettesitve, kiszamitjuk A-t és az
adodoé c(k) = (A, k)-t:

k

1
- 1—p _
c(A k) = Ty =, ahol A pE ==

Br <1,

azaz
c(A k) = (1 — L Hr M)k
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Megemlitjiik, hogy ebben az esetben 1étezik egy sokkal egyszer(ibb eljards is:
evidens, hogy az optimdlis fogyasztds ardnyos a t6kével: ¢; = vk;. Szdmolassal:
az allapotatmenet-egyenlet

Ko=r(l=mk,  k=7r'(1-7'k, c=2"(1-) k.

Behelyettesitve ezt az Osszefiiggést az értékfiiggvény (7.10) definicidjdba, az op-
timalis v egyszerden kiszamithato.

A most bevezetendd linedris hasznossdgfiiggvény kozgazdasdgi értelemben
elfajult, a kovetkezd két feladatban csupan illusztracidként szerepel.
8.2. feladat. Linedris hasznossagfiiggvény hitelfelvétellel (Stokey—Lucas, 1989,
74. 0.). Legyen a fogyaszté kezdeti gazdagsaga kg €s legyen az idészaki hasznos-
sagfliggvénye linedris, példaul u(c) = c. Tegyiik f6l, hogy korlatlanul megtakarit-
hat és kolcsonozhet r = 1/3 kamattényezd mellett. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
az értékfiiggvény lehet co és V (k) = k!
8.3. feladat. Linedris hasznossagfiiggvény hitelfelvétel nélkiil (Stokey—Lucas,
1989, 76. 0.). A 8.2. feladatot egyetlen ponton mdédositjuk: nincs fogyaszt6i hi-
tel. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az értékfiiggvény V (k) = k, de az 6rok csak-
felhalmoz4s stratégidja nem elégiti ki a transzverzalitasi feltételt!

8.2. Optimalis felhalmozas

A modell

Ha cseregazdasag helyett termel8gazdasagot vizsgalunk, akkor egzogén helyett
endogén tényezbdarakkal kell dolgoznunk. Most a diszkrét idejii egyszektoros op-
timdlis novekedés modelljét vizsgaljuk, ahol a modell id6tavija, T véges vagy oo.

Legyen u(c) az id8szaki hasznossagfiiggvény, [ a leszamitolasi tényezs és
U({ci}) = SE Btules) a {es} fogyasztisi palya hasznossaga. Foltessziik, hogy
f* atermelési fiiggvény, és a mindenkori tkeallomdnynak egy adott, J része sem-
misiil meg egy idGszak alatt. Ezért ¢, = (1 — 0)ky + f*(k¢) — k1. Bevezetve
az f(k) = (1 — §)k + f*(k) bdvitett termelési fiiggvényt, ¢; = f(kt) — kiga.
(Azt is mondhatnank, hogy a toke egy idészak alatt megsemmisiil, azaz § = 1 és
f* = f.) Tehat a feladat a kovetkez6 alakot 6lti: olyan (k;) tSkepélydt keresiink,

amelyre
T
> B'ulf(ke) — kes1] — max, 0< B <1, (8.2)
t=0
ahol
0 < kit1 < f(ke), t=0,1,... és kg adott. (8.3)
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Foltessziik, hogy mind az u hasznossagfiiggvény, mind az f termelési fligg-
vény sima (folytonosan differencialhat6), novekvé és konkav, kielégitik az Inada-
feltételeket:

U'(0) = oo, U'(o0) = 0, 1'(0) = oo, f'(0) = 0.

A (8.2)—(8.3) éltalanos feladatnak nincs explicit megoldésa, kvalitative azon-
ban vizsgilhat6 és numerikusan megoldhato.

Véges idotav

El6szor a véges id6tavot vizsgéljuk: T < oo. Ekkor az optimumelv nem mads,
mint egy kozonséges feltételes szEélsdérték-feladat elsdrendi feltételeinek egyiit-
tese, amely f és u konkavitdsa miatt nemcsak sziikséges, de elégséges is:

ﬁf’(kt)u/[f(kt) — kt+1] = U/[f(kt_l) — kt], t = ]., e ,T; (84)

kry1 =0, ko adott. (8.5)

A kovetkez6 specidlis esetnek mégis sz€p analitikus megoldasa van (folytonos
ideji véltozatat lasd 6.2. feladat).

A Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvény és termelési fiiggvény, u(c) = logc
és f(k) = k* esetén (8.2)—(8.3) a kovetkez$ alakot 6lti: olyan (k;) tOkepélyat
keresiink, amelyre

T
> B'log(kf* — k1) — max, (8.6)
t=0
feltéve, hogy
0 < ki1 < k2. (8.7)

Példakon és feladatokon keresztiil vizsgdljuk a felvet6dd kérdéseket.

8.4. példa. (Stokey—Lucas, 1989, 11-12. 0.) A véges T id6tavu feladatnal (8.4) a
kovetkez6 differenciaegyenletre egyszertisodik:

Bakst B 1
[ S F—

t=1,...,T. (8.8)

Az = ki /ky | valtoz6 és a U = af3 paraméter bevezetésével a (8.5) zdrofelté-
telhez tartoz6 megoldés kital4lhat6:

1— \I;T—t—i-l

Zt = \Pm, (89)
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és teljes indukcidval igazolhaté. Visszahelyettesitve adddik a T" id6tavi optimalis
tokefelhalmozas (8.4)—(8.5) szerinti egyenlete:

1— \I/Tft
8.4. feladat. a) Igazoljuk, hogy a (8.8) masodrendii implicit differenciacgyenlet a
ziy1 = 1+ U — /2 elsérendd explicit differenciaegyenletre egyszertisodik!
b) Hogyan lehet kitalalni (8.10)-et?

8.5. feladat. Igazoljuk, hogy (8.10) tényleg megoldésa (8.8)-nak!

Végtelen iddtav

Ratériink a végtelen id6tavu feladatra. A (8.6)—(8.7) specidlis feladaton szemlél-
tetjilk majd a dinamikus programozas kiilonb6z6 megoldasi mddszereit: a véges
1d6tav kiterjesztését, az értékfiiggvény taldlgatdsos €s iterativ kiszdmitasat.

Altalanos tételekbSl remélhets, hogy a végtelen id6tavi feladat megolddsa a
véges 1d6tavi feladat megoldasanak a hatarértéke. Ezt szemlélteti a

8.5. példa. A 8.4.példa T = oo melletti megoldasa
1— \I/T_t

kt—i—l = TIE)I;O \I’mk? = ‘I’k?ta, (811)

és a transzverzalitasi feltétel is teljestil.
Célszerti az alland6sult allapotot kiszamitani: k° = w1/(1—a),
Tekintsiik a 7.1. alfejezetben bevezetett id6fiiggetlen értékfiiggvény-egyenle-
tet:
V(k) = max{u(f(k) = k%) + BV(K")[ 0 < k™ < f(k)}. (8.12)

A feladat a fiiggvényegyenlet megolddsa. Ezzel eljutottunk a kovetkezd meg-
allapitashoz.

8.3. tétel. (Stokey—Lucas, 1989,2.1. és 5.1. alfejezet.) A hasznossdgfiiggvényre és
a termelési fiiggvényre tett megfeleld feltételek mellett a 7. fejezet szokdsos tételei

alkalmazhatok.
Optimumfeltétel:

u'[f(k) — h(k)] = BV'[h(k)]. (8.13)
Burkologorbe-feltétel:

V'(k) = f'(k)u'[f (k) — h(K)]. (8.14)
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A (8.13) egyenlet azt mondja ki, hogy az f(k) — h(k) foly6 kibocsatés fo-
gyasztdsi hatdrhasznossaga egyenls felhalmozas a leszamitolt A (k) hatarhasznos-
sagaval. A (8.14) egyenlet pedig azt mondja ki, hogy a pillanatnyi % tSke teljes
életpalyara vett leszamitolt hasznossagban kifejezett hatarértéke egyenld annak
hatdrhaszndval, hogy a t&két a foly6 termelésben haszndljuk és hozadékat a folyd
fogyasztasba fektetjiik (Stokey—Lucas, 1989, 14. o0.).

Kezdjiik a legegyszerlibb mddszerrel.

8.6. példa. Az értékfiiggvény taldlgatasos megoldasa (Stokey—Lucas, 1989, 11—
13. 0.). Ellen6rizhet6, hogy (8.11) tényleg megoldasa (8.13)—(8.14) specidlis val-
tozatdnak. Valoban, (8.11) értelmében u(c;) = log(1 — W)k = log[(1 — ¥) +
alog k). Logaritmizaljuk (8.11)-et: log ky = log ¥ + alog k;—1. A skalar diffe-
renciaegyenlet megolddsa log k; = const+al log ko, azaz V (ko) = >, Blu(c) =
const + a(1 — W)~ log ko, h(k) = k®. Derivélva: V'(k) = a(1 — )1k~ stb.
8.6. feladat. Hatarozzuk meg log k; 4lland6 tagjat!

Most az optimdlis felhalmozas esetén mutatjuk be a taldlgatdsos modszert.
8.7. feladat. Optimalis felhalmozasi palya.

a) Trjuk ol a (8.12) fiiggvényegyenletet a specidlis Cobb—Douglas esetre, ahol
f(k) = k% és u(c) =logc!

b) Szdmoldssal igazoljuk, hogy V' (k) = & log k + n alakd, és hatdarozzuk meg
& értékét!

¢) Hatdrozzuk meg az optimdlis c(k) visszacsatoldst!

Valé6jaban az értékfiiggvényt csak ritkan tudjuk kitaldlni. Helyesebb ezt az
eljarast ugy tekinteni, mint a numerikusan hatékony értékfiiggvény-iterdcio méd-
szerének el6készitését. Tekintsiik a kovetkezd iterdciot!

Viq1(k) = max logc+ BV;(K*)| k* = f(k) —¢], j7=0,1,..., Vp=0.
Ekkor Vj(k) = &logk +nj, ¢j = k%/(1 + BE;), &j+1 = o + B stb.

Most a 7.4. tételben leirt harmadik mddszert szemléltetjiik.

8.7. példa.* A specidlis feladat megolddsa a fokozatos megkozelités modszerével
(Stokey—Lucas, 1989, 93-95. o.). Bel4thato, hogy

log k; < atlog k.
Alkalmazzuk az
MV (k) = max{log(ki* — k) + BV (k*)| 0 < k* < ki'}
transzformdciot, és kozvetlen szdmoldssal igazoljuk, hogy Vy = 0 mellett

1— gttt Ulog¥ alogk
1-3 -0 " 1-u

MV (k) = log(1 — W)+
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Hataratmenetben adédik a megoldas:
1 Ulog¥ «logk
= log(1 — W .
T glel -+ T Ty

A 7.4. tétel szerint az dlland6 megtakaritdsi hanyadosu ¢(k) = Wk* dtmenet-
fliggvény generdlja az optimadlis t6kedllomany-palyét.

V(k)

Sztochasztikus termelési fiiggvény

Legyen {z;} az azonos és fiiggetlen eloszldsd valésziniiségi valtozok egy soroza-
ta. Foltessziik, hogy a t-edik id6szak elején a k; t6kedllomany és a z; multiplikativ
zavar esetén a termelés z; f (k¢ ). A feladat a kovetkezo:

E Zﬁtu(ztf(kt) — ky11) — max,
t=0

ahol
0< k?t+1 < th(kit), t=0,1,..., ko adott.

A (8.12) determinisztikus értékfiiggvény-egyenlet helyére sztochasztikus al-
taldnositasa kertil:

V(k,z) = mkax{u(zf(k) — k) + BEV(K")| 0 < k* < zf(k)}. (8.15)

(8.15) tanulményozdsa elvezet az optimalis t6kedllomédnyhoz: k* = h(k, z).
Bels6 optimum és differencidlhatosag esetén (8.15) helyére

V/[zf (k) = h(k,2)] = BEV'[h(k, 2)]

1ép. Mit kapunk most a specidlis esetben?

8.8. példa. Cobb-Douglas-hasznossagi és termelési fiiggvény. Beldthato, hogy az
optimadlis felhalmozdasi dtmenet (8.11)-beli dltaldnositdsa:

k‘t+1 = \Ifztkf‘ .
Ismét a logaritmusokra térve:
log ki+1 = log U + log kf* + log 2.

A 8.7. feladat levezetését altalanositva:

t t
t i—1
log k 1 i
— +a'log t+i§:1a 08 Z—i

log ky = log ¥

l—«o
1—
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Ha példéul z; a (0, o) paraméteri lognormalis eloszldsd valészintiségi vélto-
z6, akkor meghatarozhaté log k; eloszlasa. Kerek eredményt kapunk aszimptoti-
kus esetben: a determinisztikus tag hatarértéke (1 — o))~ ! log U, a sztochasztikus
tag eloszlasa tart valamilyen eloszlashoz. Lényeges, hogy a determinisztikus kez-

7z

déallapot hatdsa elenyészik, a rendszer sztochasztikusan stabil, ergodikus.

8.3. Optimalis lehalaszas

Ebben az alfejezetben a dinamikus programozés egyik okoldgiai alkalmazasat tar-
gyaljuk: hogyan iitemezze optimalisan egy monopolista halasz tobb id6szakos ha-
l4szati programjit? Ez abban kiilonbozik a 8.2. fejezet modelljétdl, hogy itt nincs
termelés, de a t6ke nem amortizalodik.

Legyen k; a haldllomany mértéke a t-edik id6szak elején. Ha nem volna hala-
szat, akkor a haldllomény a biolégiai torvények szerint néne vagy csokkenne:

kiy1 =k, ahol O0<a<l. (8.16)

Nyilvanval6, hogy a bioldgiai egyensiilyi haldlloméany k* = 1 (a szamszerl mér-
ték normalas kérdése).
Ha csak egy monopolista halészik, és a t-edik id6szakban c; halat fog ki, akkor
a haldllomany dinamikaja
ki1 = (ke —c)”. (8.17)
Feltessziik, hogy a monopolistanak Cobb—Douglas id&szaki hasznossagfiiggvénye
van, (8 leszamitolasi tényezdvel, 1" id6tavval. Az életpalya-hasznossagfiiggvény

T
U=> ploge.
t=0
Az optimdlis fogéspolitikdt adja meg a
8.4. tétel. T idotdv esetén a monopolista t-edik iddszaki optimdlis politikdja

1-w
Cg - mkh t=0,1,...,T, (8.18)

ahol ¥ = aff < 1.
Bizonyitas. ¢ szerinti teljes indukcival. Visszafelé haladunk. t = T esetén a
teljes haldllomanyt kifogja a monopolista: ¢}, = k7.

Rétériink az altalanos 1épésre: t-rél ¢t — 1-re. Felirjuk a Bellman-egyenletet:

Vici(kioq) = rg%ic[log ci—1+ BVi(ke)| ke = (k-1 — c—1)7].
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Teljes indukciéval beldtjuk, hogy az értékfiiggvény is logaritmikus: Vi(k;) =
wy log k¢ + 6, ahol wy és 0, alkalmas skaldrsorozat. A kezdSlépés igaz: Vi (kr) =
log k‘T.

A jobb oldali maximalizdlandé log ¢;—1 + Swialog(ki—1 — ¢;—1). Derivélva
c¢—1 szerint és 0-va téve a kapott kifejezést:

0= 1 ﬁwtoz;.
Ct—1 ki1 —ct—1

Kifejezve az optimalis fogést és a hozza tartozé haldllomanyt:

_ ki
1 + wt\I/

wt\I/k:t_l

0
-1 1 —|—wt\Il

=Ci_1kiy 6s kf:{ } = KK, (8.19)

ahonnan w; ismeretében Cy_;1 és K; meghatarozhato.
Szerencsére wy az értékfiiggvény rekurzidjabol onmagdban meghatarozhato.

Vie1(ke—1) =log ¢}y + Bwy log(Kiki” )
=log Cy—1 + log ky—1 + pwiallog Ky + log ky—1]. (8.20)

Az értékfiiggvény abszolit dllandéit elhagyva és log k; 1 bal és jobb oldali egyiitt-
hatéit azonositva

wi—1 =14+ w VU, t=T,T—1,...,1, wpr=1. (8.21)
w; nem mas, mint a ¥ egyiitthatéji és a T' — ¢ + 1 tagd mértani sorozat Osszege:
1— \IJT—H-I
T e
(8.19)-bdl még ki kell szamitanunk C}-t. Kozvetleniil 1thatd, hogy C; = 1/wy,
(8.18) bizonyitva van. K; meghatdrozdsara nincs is sziikség. O

Eredményiink egyszer(isodik, ha végtelen horizontra tériink 4t.
8.5. tétel. Végtelen idotdv esetén a monopolista optimdlis fogdspolitikdja fiigget-
len az idotol:
¢ =(1—aky, (8.22)

mig a haldllomdny aszimptotikus egyensiilyi értéke
k° = o/(e=1), (8.23)

Levhari-Mirmann (1980) a fenti monopolista modellt kiterjesztette arra az
esetre, amikor két haldszflotta vetélkedik a kozos haldszati teriileten. Annak idején
Nagy-Britannia és Izland ,,t6kehalhdborit” vivott egymassal. A viszaly tétje az
volt, hogy mennyi halat foghatnak ki évente a brit haldszok az izlandi vizekben,
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hogy az izlandi haldszoknak is, no meg az utékornak is maradjon zsdkmany. Mig
az otvenes években az dllomdny 2,5 milli6é tonna és az évi fogéds 250 ezer tonna
volt, az ezredforduldra a két érték 600 és 150 ezer tonnira csokkent (vO. elsé
kiadas, 8.4. alfejezet).

Tovabbi alkalmazasok

Az alfejezet végéhez kozeledve megemlitjitk az id6beli inkonzisztencia kérdését:
adott egy dinamikus rendszer, amelynek irdnyitasi vektora két blokkbdl 4ll, mivel
a rendszert két dontéshoz6 iranyitja. A Cournot—Nash-megoldasnél az optimum-
elv érvényben marad, a Stackelberg-megolddsnal azonban nem: az 1. szdmu kove-
10 uy , dontései 7 < t-nél is fiiggnek a 2. szamu vezetd uo ; dontésétdl, a vezetdre
nem érvényes a Bellman-elv. Ezt hivjak idébeni vagy dinamikus inkonzisztencid-
nak.

A részletes kifejtés helyett pusztdn egy koznapi példat hozunk (Kydland—
Prescott, 1977). Tegyiik f6l, hogy a kezd6 id6szakban a hatésdg megtiltja, hogy
egy folyomenti teriilet lakosai arteriileten épitkezzenek, mert nem akar gétat épi-
teni, amelynek koltsége varhat6an feliilmilja az artéri telkek olcsésdgabdl fakado
megtakaritast. Az idébeni inkonzisztencidval tisztdban 1év6 lakosok ennek ellené-
re megépitik a hdzakat. Ha a hat6sdg id6ben kovetkezetes, akkor a kovetkezd id6-
szakban nem épit gatat, s hagyja, hogy az artéri hazak arviz esetén elpusztuljanak.
Ha azonban a hat6sdg figyelembe veszi a megvaltozott helyzetet, akkor gyorsan
megépiti a gatakat, mert a veszélyeztetett artéri lakasok 6sszértéke nagyobb, mint
a gatépités koltsége. (Thatcher asszony viszont id6ben konzisztensen viselkedett
az argentin junta 1982-es falklandi kalandjandl, amikor a sziget értékét felillmulo
koltségeket véllalva, kilizte az argentin kalandorokat a szigetr6l.)

Stokey—Lucas (1989) 5. fejezete alapjan szamos olyan kézgazdasagi feladatot
emlithetiink meg, amely a dinamikus programozds segitségével oldhaté meg. Itt
csak felsorolunk néhdnyat koziiliik. A tortaevési feladat: f(k) = k. Novekedés
technikai fejlédéssel. A fakivagasi feladat. Dolgozva tanulds. Emberi t6ke fel-
halmozdsa. Novekedés emberi t6kével. Beruhdzds konvex koltségekkel. Beruhé-
zés alland6 hozadékkal. Optimélis fogyasztds rekurziv preferenciakkal. Az (s, S)
készletpolitika. Az LQG-szabdlyozdsra nehéz olyan kozgazdasdgi példat talal-
ni, amely beilleszthet lenne néhdny oldalra. Az olvasénak az irodalomjegyzék-
ben taldlhat6 forrdsokat ajanljuk: Athans (1972), (1975), Holly—Riistem—Zarrop,
szerk. (1977), Pitchford—Turnovsky (1977) és Chow (1975/1981).

Mis tipusd, tobbszektoros optimdlis felhalmozdsi feladatok szerepelnek a
konyv els6 kiaddsanak 8.3. fejezetében, amelyeket a jelen valtozatbdl kihagytunk.
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9. fejezet

Az optimalis folyamatok
(szabalyozas-) elmélete

Az 5. fejezetben bevezetett folytonos idejii szabdlyozdsi modellek magva az dlla-
potegyenlet. Ez az allapotvektorra vonatkoz6 paraméteres differencidlegyenlet-
rendszer, ahol a paramétervektor a szabdlyozdsi vektor. Adott intervallumon ér-
telmezett adott szabdlyozési palya esetén az dllapotegyenlet meghatdroz egy élla-
potpalyat. Az optimdlis folyamatok elméletében az egyenletek id6fiiggbek, s adva
van még egy olyan valds értéki fliggvény, az alapfiiggvény, amely az id6tdl, az
allapotvektortdl és a szabalyozasi vektort6l fiigg. Olyan szabalyozasi palyat kere-
siink, amelyre az alapfiiggvény id6 szerinti integrdlja szélsGértéket (maximumot
vagy minimumot) vesz fol. A 9.1. alfejezetben az alapfeladat megoldasat vazol-
juk. A 9.2. alfejezet az optimélis folyamatok egyik fontos és torténetileg jéval ko-
rabbi részteriiletét, a varidcidoszamitast ismerteti. Az optimum elégséges feltétele
és az 4ltaldnositott peremérték-feladatok optimumfeltételei hasonlitanak a megfe-
lel6 programozasi feltételekhez, ezeket a 9.3. alfejezet tartalmazza. Itt kapnak még
helyet a kozgazdasagtanban alapvet6 szerepet jatszo jelenérték-feladatok. A feje-
zetben gyakran tdmaszkodunk Kamien—Schwartz (1981)-re, érdekes kiegészitést
ad Chiang (1992), magasabb foku targyalast ad példaul Pontrjagin—Boltyanszkij—
Gramkelidze—Miscsenko (1961), Késa (1973) és Kannai—Szabd6-Tallos (2013).
Ez a fejezet a diszkrét idejli szabalyozaselmélet (7. fejezet) folytonos idejd valto-
zatanak is tekinthetd (Bellman, 1957).

179
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9.1. Alapfeladat

Legyen 7 = [0,7] egy val6s intervallum (a szemléletesség kedvéért nevezziik
idSintervallumnak), f(¢, x, u) pedig legyen egy a 7 x R™™ tartoményon értel-
mezett valds értékii sima (egyszer folytonosan differencidlhatd) fiiggvény, ahol x
és u az n-dimenzids dllapot-, illetve m-dimenzids szabdlyozdsi vektor. Tekintsiik
a T intervallumon értelmezett, folytonosan differencidlhaté [x, u] fiiggvényparo-
kat (szemléletesen: pdlydkat), amelyek minden pontban az (n + m)-dimenziés X
megengedettségi tartomdnyban fekszenek, amelynek a belseje nem iires. Tovédb-
bd a kezdGallapot rogzitett: x(0) = xg, és a végdllapot szabad: z(T") tetszGleges.
A fenti feltételeket kielégits palydkat megengedett pdlydknak nevezzik.
Legyen a célfiiggvény

Iz, u] = /()Tf[t,x(t),u(t)] dt. 9.1)

Ezt a fiiggvényt funkciondlnak nevezziik, mert nem az [x(t), u(t)] ponton, hanem
az [z, u] figgvénypdron van értelmezve.
A rendszer mozgéstorvényét egy differencidlegyenlet-rendszer irja le.
Allapotegyenlet
i(t) = glt a(t) u(®)],  (0) = o, ©.2)

ahol g : R — RI*T7tm,

Ismert az R® — R fiiggvényekre vonatkozé hagyomanyos differencidlsza-
mitdsbol, hogy kétféle szElséérték lehetséges: (i) lokalis és (ii) globdlis, valamint
hogy sokkal kénnyebb az (i), mint a (ii) feladat. Ugyanez a helyzet a most be-
vezetett funkciondllal. Mindenekel6tt a (9.1) lokdlis, (9.2)-t kielégitd, w szerinti
feltételes szEéls6értékét, példaul feltételes maximumat keressiik. Ezért feltessziik,
hogy az optimdlis [z, u| pdlya az tigynevezett megengedett halmaz belsejében fek-
szik.

Mivel az dllapotegyenleten keresztiil a szabdlyozas egyértelm{ien meghataroz-
za az dllapotviltozo pélyadjat (jele: z[t, u(t)],0 < t < T'), a funkciondl maximali-
zélasi feladata egyszer(sithetd:

T
T[u] = /0 FIE, 2 (t, u(t)), u(t)] dt — max. 9.3)

A kovetkez6 tételt bizvast nevezhetjiik az optimalis szabalyozas alaptételének,
mert hatékony megolddsi médszert ad az alapfeladatra.

9.1. tétel. (V6. Pontrjagin—Boltyanszkij—Gamkrelidze—Miscsenko, 1961.) Ha az
I funkciondl a megengedett u fiiggvényen belsd szélsdértéket vesz fol, akkor az
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[z,u,p] : R — RY™™ fiigevényhdrmasnak ki kell elégitenie a kivetkezd ha-
gyomdnyos differencidlegyenleteket a T intervallumon,
a) az dllapotegyenletet a kezdeti feltétellel:

#(t) = glt, z(t),u(®)],  2(0) = wo; (9-2)

b) a szorzoegyenletet, avagy a Lagrange-szorzo mozgdsegyenletét a transz-
verzalitdsi feltétellel:

p)" = —folt,x(t), u(t)] - p(t) T gplt, x(t), u(®)];  p(T)=0; (94
¢) az optimalitdsi feltételt:
fult (), u(®)] + p(t) T, [t, z(t), u(t)] = 0. 9.5)

Megjegyzések. 1. Konnyebb megjegyezni az eredményeket, ha bevezetjiikk az
ugynevezett Hamilton-fiiggvényt:

Hlt,x,u,p] = f(t,z,u) +pTg(t,z,u). (9.6)

Ekkor a kévetkezd tomorebb dsszefiiggésekhez jutunk:
a) allapotegyenlet:

i=HT, = z(0) =1 (9.2H)
b) szorzéegyenlet:
p=—Hg,  p(T)=0; (9.4H)
¢) optimalitdsi feltétel:
H! =0. (9.5H)

2. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a (9.2) dllapotegyenlet mellett a (9.4) szor-
zoegyenlet is kozonséges differencidlegyenlet-rendszer. S6t, ez utébbit a T-beli
végfeltétel miatt id6ben visszafelé, T-t61 O felé haladva kell megoldani. Ez az
idé6tiikrozEés nagyon gyakori az ilyen tipusu feladatokndl, amint azt mar lattuk a
7-8. fejezetben.

Bizonyitasvazlat. Két bizonyitast adunk a tételre. Az egyik moédszer Eulert6l
szdrmazik, amely egyszer(i, de pontatlan; a médsik Lagrange-t6l, amely bonyo-
lult, de szabatos. (Természetesen mindketten csak a kés6bb targyalandé specidlis,
varidcidszamitasi feladatot oldottdk meg.)
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Euler-féle diszkrét kozelités

A jelolés egyszertisége kedvéért most csak az egyvaltozés esetre szoritko-
zunk: n = m = 1, de konnyen Kkiterjeszthetd az eljirds tetszéleges véges sza-
mu vdltozéra. Osszuk ol a T intervallumot k egyenl$ részre: h = T/k egy
részintervallum hossza. Helyettesitsiik folytonos ideji véltozdinkat és egyenle-
teinket diszkrét megfelel6ikkel, mint azt mar az 5.1. tétel bizonyitdsandl tettiik.
Legyen t; = ih, z; = x(t;), u; = u(t;), fi(xi, wi) = f(ti, i, u;) és gi(zi, u;) =
g(ti, i, uz)

Ekkor az integralt és a differencidlegyenletet helyettesitd osszeg, illetve diffe-
renciaegyenlet a kovetkezd:

k—1
I=h Z fz(a}“ uz) — max. (9.1D)
1=0
Tiv1 = x; + hgi(x;, u;), i=0,...,k—1. (9.2D)

Eredetileg az I fiiggvény (u;) vektor szerinti optimumét keressiik a (9.2D)
feltételsorozat mellett. A Lagrange-szorzok médszerével azonban az I fiiggvény
(x4, u;) vektorpdr szerinti optimuma kielégiti a feltétel nélkiili optimum egyenle-
teit.

Legyen x = (xg,...,2x_1) T, u = (ug,...,up_1)T ésp = (P, .-, Pr_1
k-dimenziés vektor. Bevezetve a H;(xz;, u;, pi) = fi(xq, ui) + pigi(zi, u;) Hamil-
ton-fiiggvényeket, a Lagrange-fiiggvény

)T

k-1
L(x,u,p) = {hfi(l’i,uz‘) + hpigi(zi, ui) — pi[Tipr — «Ti]}
i=0
k-1
= {th‘(ﬂ«"z', ui) — pi[Tig1 — xz}}
i=0

Folirjuk a Lagrange-fiiggvény p;, az x; és az u; szerinti parcidlis derivaltjait:

(9.2D) mellett
0H;
h +pi_pi—1:07 ’iZO,...,k—l,
afEi
p O =0, i=0,....k—1.
(‘3ui

Osszuk el az egyenleteket h-val, és tartson k a végtelenhez. Visszatérve folytonos
ideji folytonos fiiggvényeinkhez, rendre adédik (9.2H), (9.4H) és (9.5H) egyen-
let. A levezetés csak egy ponton santit: nincs bizonyitva, hogy a hatdratmenet
jogos, azaz hogy az optimum létezik és hatdrértéke a diszkrét kozelitéseknek.
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A Lagrange-féle varidcios mddszer vdzlata

Most mell6zziik a diszkrét idejt kozelitést, és kozvetleniil a folytonos ide-
ji feladattal foglalkozunk. Ismét a kozonséges feltételes széls6érték-szamitasbol
ismert Lagrange-szorzs médszert kovetjiik:

/ flt, z(t, u(t)), u(t)] dt = / HIt,z(t,u(t)), u(t)] dt—/OTp(t)T:b(t) dt.

Parcidlisan integraljuk a jobb oldalon szerepld kivonandét, és az eredményt behe-
lyettesitjiik /[u]-ba:

ITu) = /H{t ot u(t }dt+/ ) dt — p(T)2(T) +p(0)T(0).

’ 9.7

Most alkalmazzuk az dgynevezett varidcids elvet, amely a hagyomédnyos sz¢l-

sOérték-szamitasbol ismert modszer altaldnositdsa. Legyen «° a lokdlis maximu-

mot add, csak az id6tdl fiiggd megengedett megoldas, és legyen u* egy masik

megengedett megoldds. Legyen v = u* —u® az optimumtdl valé eltérés, és y(t, a)
az u® + av szabalyozashoz tartozo palya, ahol a egy skaldr paraméter. Legyen

G(a) = I[u® + av], (9.8)

s a kozonséges sz€ElsGérték-szamitds szerint G (a)-nak a szerint a = 0-ban van lo-
kdlis maximuma, azaz G’ (0) = 0. A paraméteres integral és az sszetett fiiggvény
derivalasi szabdlyait alkalmazva, feltéve, hogy a szerepld fiiggvények derivéilha-
ték, némi szdmoldssal (9.7)—(9.8)-bdl (a t argumentumot elhagyva) adodik

T
G0) = [ ((HL+ 5w + Hipl dt = p(D) Ty, (T) = 0. 09)

Vilasszuk tgy a p(t) Lagrange-szorzot, hogy az i/, és specidlisan az y/,(T')
el6tti kifejezés eltlinjon: adddik a (9.4) szorzéegyenlet a p(T") = 0 végfeltétellel.
Emiatt a (9.9) feltételiink egyszertisodik:

T
/ H!vdt=0.
0

Azt akarjuk igazolni, hogy H,, azonosan nulla, azaz teljesiil a (9.5) optima-
litasi feltétel. Indirekt bizonyitunk. Legyen H! > 0 egy J = (d,¢) részinter-
vallumon. Mivel v tetszleges id6fiiggvény a v(0) = v(T') = 0 peremfeltételek
mellett, legyen példdul v(t) = (t —d)(e —t), ha d <t < e és 0 egyébként. Ekkor
Ji Hvdt > 0, ellentmondas. O
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Eddig kikotottiik, hogy a végallapot szabad és a végidopont kotott. Mi torté-
nik azonban akkor, ha a végallapot kotott vagy a végidopont szabad? A levezetés
(9.7) egyenlete sugallja a védlaszt (Chiang, 1992, 9.4. alfejezet), amelyet transz-
verzalitdsi feltételnek nevez az irodalom:

a) Ha mind a végidGpont, mind a végéllapot adott, akkor (9.4)-ben p(T') = 0
helyére x(T") = x1 1ép.

b) Ha a végidGpont szabad, de a végdllapot rogzitett, akkor (9.4)-ben p(T")
= 0 helyére H(T') = 0 1ép.

A kovetkezSkben taldn a legegyszer{ibb nemtrividlis példat mutatjuk be a 9.1.
tétel alkalmazdsara és a transzverzalitdsi feltételekre.

9.1. példa. Linedris-kvadratikus skalar feladat.
ft,r,u) =2? +u?, i=wu, x(0)=1 é z(1)=1.

a) & = u,b)p = —2x, ¢c) p = —2u. Derivdljuk a)-t és ¢)-t: & = u, p = —2.
Felhasznéljuk b)-t: —2x = p = —2& — & = z. Sajdtértékek: \; o = *£1, palya:
z(t) = &1l + &e " Peremértékekbdl: z(0) = & + & és 2(1) = &re + Ee™t,
azaz & = 1/(e+ 1) és & =¢/(e+1).

A kovetkezd feladat a Hamilton-fiiggvény egy érdekes tulajdonsagara mutat
ra.

9.1. feladat. Mutassuk meg, hogy egy autoném feladatnél, ahol mind f, mind
g 1d6tdl explicit médon fiiggetlenek, a Hamilton-fiiggvény értéke az optimélis
palyén allandd!

Az alfejezet végére érve roviden ramutatunk a szorz6 kdzgazdasagi jelentésé-
re, amely hasonlit a statikus problémék dualitdsdhoz. Legyen V (0, z) a (0, xo)
kezdeti értékii feladat maximadlis értéke. Az optimumfeltétel levezetésénél hasz-
nalt fogasokat alkalmazva megfeleld simasagi feltételek mellett belathatd, hogy
p(0)T = V/(0,20). Szavakban kifejezve: a szorzé értéke a kezds idSpontban
egyenld a célfiiggvénynek a kezdeti allapot szerinti derivaltjaval: a kdzgazda-
sdgtanban drnyékdrnak nevezett fiiggvény. Mivel célfiiggvényiink id6ben addi-
tiv, az azonossag barmely ¢ € T idGpontra és x megengedett dllapotra érvényes:
p(O)T = V.(t,).

9.2. Variaciészamitas
Mig az optimalis folyamatok elmélete Pontrjagin és tarsai, valamint Bellman mun-
kdssdga nyoman csak 1960 koriil alakult ki, egy fontos specidlis esete, a varidcio-

szdmitds, mar 1700 el6tt megjelent. S6t, elemi varidciészamitési feladatokat mar
az 6korban is meg tudtak oldani.
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Torténeti bevezetés

Az optimadlis folyamatok elmélete a varidciészamitasra egyszertisodik, ha az alla-
pot- és a szabdlyozdsi vektor dimenzidja azonos: m = n, és az dllapotegyen-
let a lehetd legegyszerilibb: g(t,z,u) = u, azaz & = u. Ekkor az alapfiiggvény
f(t, z, &) alakd. Erre a feladattipusra utaltunk a 7.1. alfejezetben, csak ott diszkrét
id6ben.

Nagyon gyakran a fiiggetlen valtozé nem az id6, hanem példaul a vizszintes
x koordindta (és ekkor z helyett y 4ll), de az egységes jelolés érdekében majdnem
mindig a (¢, x) szimbSlumpért hasznéljuk.

Minden bizonnyal a legegyszeriibb varidciészamitasi feladat a kovetkezd: Két
pont k6zott melyik a legrovidebb fénytit? Az egyenes. Homogén kbzegben a fény
tehat a legrovidebb utat ,,valasztja”. Némileg bonyolultabb a tiikroz6dés kérdése,
ahol a targy és a kép kozotti legrovidebb tt két egyenes szakaszbdl 4ll; itt a torés-
pont rajta van a tiikkron és ott a fény beesési és visszaverddési szoge egyenld (9.1.
abra).

Szem

Targy

Tiikor

Kép

9.1. abra. Tiikor és a legrovidebb it

Jéval bonyolultabb a fénytorés kérdése, amikor a fény a leveg6bdl a vizbe ér-
ve megvaltoztatja haladési irdnyét. Snellius (1620) és Descartes (1637) mérései
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szerint a jelenséget a kdvetkez6 6sszefiiggés irja le: a beesési €s a torési szog szi-
nuszdnak az ardnya dlland6. Bar a fény sebességét csak Ole Rgmer mérte meg
1676-ben, Fermat mar 1650 koriil megsejtette, hogy a nevezett dlland6 megegye-
zik a fény vizbeni és leveg6beni sebességének aranyaval (9.2. abra). Ez alapjan
beldtta, hogy inhomogén kozegben a fény nem a legrovidebb tton, hanem a leg-

2~ s

rovidebb idejdi dton, azaz leggyorsabban terjed.

Szem

Levegd

Viz

Kép

Targy

9.2. abra. Fénytorés és a leggyorsabb tt

9.2. feladat. Bizonyitsuk be elemi geometria médszerrel, hogy a targypont és a
szem kozott a fény a tiikrot érint6 legrovidebb tton halad (a beesési és a torési
sz0g egyenld)!

9.3. feladat. Bizonyitsuk be kozonséges differencidlszamitassal, hogy a vizben

1évo targypont €s a levegbben 1€v6 szem kozott a fény a legrovidebb idejli dton
halad, ha a Snellius—Descartes-torvényt koveti!

Megjegyzés. Simonyi (1981, 192-194. 0.) egy meglehetGsen bonyolult, de elemi
geometriai megolddssal érzékelteti a kor nehézségeit, mig Pélya (1968, IX. feje-
zet) egy nagyon elegdns mechanikai anal6gids megolddssal remekel, megadva a
9.2. és a 9.3. feladat megoldésat is. Ezekben a feladatokban az optimélis megol-

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

9.2. Variacioszamitas 187

das egyenes vagy egyenes szakaszokbdl dll6 gorbe, ezért e feladatok elemileg is
megoldhatok. Altaliban azonban a megoldds ,,valédi” gorbe (nem egyenes szaka-
szokbdl 4ll), s elemi meggondoldsok ritkdn segitenek.

Az alapfeladat

Rétériink a varidcidészdmitds alapfeladatira. Legyen z : R — R" sima fiiggvény,
legyen f[t,z,4] : R — R!™?" sima fiiggvény, és legyen

T
T[] = /0 Flt, 2 (1), #(0)] dt 9.10)

az x fliggvényhez tartozé funkciondl, amelynek széls6értékeit, példaul maximu-
mat keressiik. Adott a kezdeti és a végéllapot: zg és zr. A 9.1. tétel egyszerlisodik.
9.2. tétel. (Euler-Lagrange, 1744—1755.) Ha a (9.10)-beli I funkciondlnak a meg-
engedett x fiiggvény lokdlis szélsdértéke, akkor az x fiiggvénynek ki kell elégitenie
a kovetkezd, vigynevezett Euler—Lagrange-differencidlegyenlet-rendszert:

d

ahol f!. és [l az f fiiggvény parcidlis derivdltjai (maguk is n-dimenzids vektorok).
Megjegyzés. Figyelem: a masodik parcidlis derivalt & szerinti.

Bizonyitasvazlat. A 9.1. tétel szorzéegyenlete és optimumfeltétele az Euler—
Lagrange-differencidlegyenletet adja. Részletezve, (9.4): pT = —f. és (9.5):
f4 4+ pT = 0, ahonnan a mésodikat id6 szerint derivélva adédik

d / T d ! !/
0= Z(fi+p") = 2 Si— f!

Megjegyzések. 1. Elvégezve a kijelolt differencialdsokat (9.11)-ben, a kovetkez8
masodrendi differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

fé(tvxai') - flfllz(t>$7x) - falc/a'c(uxvi')i' - f:é:,d:(tvxax")jf =0.

2. Ellentétben a kdzonséges optimalizacidval, a varidcidszdmitdsban elég ne-
héz egzisztenciatételeket bizonyitani. Példaul a kovetkezd egyszeriinek latszé fel-
adatnak nincs megoldésa: keressilkk meg a sikban a két pontot 0sszekot6 leg-
hosszabb gorbét!

3. Késa (1973) monogréfidja részletesen foglalkozik a kérdéskorrel, tobbek
kozott konkrét variaciés feladatok megolddsaval. Ebben a konyvben csak néhany
egyszer( feladatot szdmolunk végig.
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9.4. feladat. a) Bizonyitsuk be elemi geometriai mddszerrel, hogy két pont kdzott
a legrovidebb ,,it” az egyenes! b) Probaljuk ki a 9.1. tétel analitikus médszerét!
9.2. példa. Az fol & (t) dt integralt lehetetlen maximalizalni, fiiggetleniil az z(0),
z(1) peremfeltételektSl. Valoban, a Newton—Leibniz-formula szerint minden pa-
lyan azonos az integrdl: I = z(1) — z(0). O
9.5. feladat. Miért nincs semmilyen szélsGértéke az fol x(t) dt integrdlnak az
z(0) = 0, (1) = 2 peremfeltételek mellett?

9.6. feladat. Szamoljuk ki a 9.1. példat az Euler—Lagrange-differencidlegyenlet
segitségével is!

9.3. példa.* A legrovidebb lesiklas [gorogiil: brachisztochron] (Johann Bernoulli,
1696). Adott egy fiiggbleges sik, s benne két olyan pont, hogy az Sket 6sszekotd
egyenes se nem vizszintes, se nem fiiggbleges. Melyik az a sikbeli gorbe, amelyen
a magasabban fekvé (0, 0) pontbdl inditott tomegpont a legkevesebb id alatt leér
az alacsonyabban fekvd (a, b) pontba, ahol a > 0 > b?

Galilei 1630 koriil tévesen oldotta meg a feladatot: azt hitte, hogy az opti-
malis gorbe egy koriv (Simonyi, 1981, 172. 0.). Johann Bernoulli 1696-ban adta
meg a helyes megoldast (PSlya, 1968, IX. fejezet), amely kivételesen most (z, y)
koordinata-rendszerben, és egy polarkoordinata-rendszerben felirt ciklois:

r=&+r(p—sing) é y+n=r(1l—-cosyp),

ahol a paraméterek a peremértékekbdl meghatdrozhatok.

Megoldédsa két zsenidlis Otleten alapult: (i) a folytonos probléma helyett egy
kozelitd diszkrét feladatsorozatot tekintett, (ii) amelyet a 9.3. feladatban megfo-
galmazott Fermat-elvet dltalanositva oldott meg. Visszatérve a folytonos feladatra,
a szakaszonként folytonos kozelité6 megoldas kisimult (ldsd a 9.1. tétel Euler-féle
levezetését).

Annak idején a folyéiratok helyett szokds volt levélben kitlizni feladatokat.
Johann Bernoulli kérdésére Newton postafordultdval vélaszolt, szintén helyesen.
A tudomdnyos vildg innen tudta meg, hogy Newton felépiilt betegségébdl. Kosa
(1973, 48-50. 0.) tartalmazza a feladat modern megoldasat.

9.3. Kiegészitések
Ebben az alfejezetben tobb kiegészitést tesziink.

Elégséges feltételek

Az optimumszamitadshoz hasonléan az optimalis folyamatok elméletében is 1étez-
nek mésodrendii elégséges feltételek (Kamien—Schwartz, 1981, 122-123. 0.).
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9.3. tétel. Ha az alap- és az dllapotfiiggvény x-ben és u-ban konkdv, valamint
p(t) > 0, akkor a sziikséges feltétel elegendd is a maximumhoz.

Megjegyzés. Arrow (1968) igazolta, hogy elegendd, ha adott p-re a maximalizdlt
Hamilton-fiiggvény, H°(t,z,p) = max, H(t,x,u,p) konkdv x-ben: kvazikon-
kavitds (Kamien—Schwartz, 1981, 204-205. o.).

Bizonyitasvazlat. Legyen © az optimdlis palya megkiilonboztetd jele, és hagyjuk
el az id6valtozét. Mivel f konkdv fiiggvénye (z, u)-nak, f© — f > flo(x® —x) +
flo(u® — u), azaz

T T
e =paez [ 1506 -0 + o - ),
0 0

A jobb oldalon felhasznaljuk a (9.4) szorzéegyenletet €s a (9.5) optimumfeltételt,
majd parcidlisan integrdljuk a p-t tartalmaz6 tagot, s figyelembe vessziik a (9.1)
allapotegyenletet:

T
/0 prlg° — g — gP(a® — x) + g (u® — )] dt,

ez g konkavitdsa miatt nem negativ, azaz

T
/O(f"—f)dtzo,

vagyis f° maximadlis. O

Hianyos alapfiiggvények

Akar az optimalis folyamatok altalanos elméletében, akar a specidlis varidcidsza-
mitdsban a megolddst nagyon megkonnyiti, ha az alapfiiggvény hidnyos, azaz t,
x és u = & koziil legalabb az egyik valtoz6 nem szerepel f-ben. A varidcidsza-
mitdsra szoritkozva sorra vessziik a harom alapesetet (Késa, 1973, 45-46. o.) —
alkalmazdsukat 14sd kés6bb.

(i) Az alapfiiggvény nem figg ¢-t6l: f = f(x,). Igazolni fogjuk, hogy
ekkor van olyan c¢ alland6, hogy az extremdlis megoldds kielégiti az f(x,d) —
xfi(x,z) = c implicit differencidlegyenletet. Valoban, derivéljuk az implicit dif-
ferencidlegyenletet:

d . N e P A
a[f(xﬂ) —2fi(w, )] = fo + fid —2f; — l’afde-
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Osszevonva, kiemelve i-ot, a marad6 tényezd az Euler-Lagrange-differencidl-
egyenlet szerint 0. Az extremalis gorbe nem mindig optimalis, de a belsé optimum
mindig extremalis.

(ii) Az alapfiiggvény nem figg z-tl: f = f(¢, ). Ismét (9.11) szerint fenn-
all a df.(t,&)/dt = 0 azonossdg, tehat létezik egy olyan c¢ dlland6, amelyre
fi(t, &) = c implicit differencidlegyenlet adédik.

(iii) Az alapfiggvény nem fiigg #-t6l: f = f(t,x). Ismét (9.11) szerint az
fL(t,x) = 0 kozonséges implicit fiiggvényt kapjuk, amelynek a megolddsa min-
den pontban maximalizélja az alapfiiggvényt. Természetesen megoldds csak ab-
ban a kivételes esetben van, ha az igy ad6dé gorbék kielégitik a kezdeti feltétele-
ket.

Izoperimetrikus feladat

Fontossdga miatt sz6lunk egy sajitos varidcidszdmitdsi feladattipusrol, ahol az
integrdlos célfiiggvényt a peremfeltételeken kiviil egy integrdlos feltétel mellett
kell optimaliz4lni.

Az éltaldnos izoperimetrikus feladat megfogalmazéséhoz az f : R'T2" — R
alapfiiggvény mellé be kell vezetniink a g : R'*2?" — R korldtfiiggvényt. Ismét
folirjuk a célfiiggvényt, de hozzavesziink egy integralfeltételt.

T
T[] = /0 Flt,2(t), #(0)] dt — max, 9.12)

feltéve, hogy
T
J[x]:/ glt, 2(8), (1)) dt = k. 9.13)
0

A megoldast a kozonséges feltételes széls6érték-szamitasbdl ismert Lagrange-
szorz6s moédszer adja.

9.4. tétel. Altaldnositott izoperimetrikus feladat. Ha a (9.12)-beli I funkciondl
a (9.13)-beli funkciondlkorldt mellett a megengedett x fiiggvényen szélséértéket
vesz fol, és a megoldds nem extrémuma a korldt nélkiili (9.13) feladatnak, akkor
van olyan p szdm, amelyre x kielégiti a korldtozds nélkiili Lagrange-szorzos L =
f + pg feladatot, azaz kielégiti az L-re vonatkozé Euler—Lagrange-differencidl-
egyenletet.

Bizonyitasvazlat. A (9.13) korlat miatt (9.12) feltételes extrémuma megegyezik
az alabbi variicios feladat feltétel nélkiili extrémumaval:

Ilz] = /OT{f[t, 2(t), @ (8)] + pTglt, 2(t), ()] } dt — pr. (9.14)
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9.3. 4bra. Izoperimetrikus probléma

Mindossze azt kell kikotniink, hogy az ° megoldas nem extrémuma a (9.13) cél-
fiiggvényl kozonséges variacios feladatnak, példaul f # g. O

A legegyszertibb feladat most is linedris—kvadratikus.

9.7. feladat. Maximalizdlandé az fol x dt integral a x(0) = 1 és 2(1) = 1 perem-
feltételek és az fol #2 dt = 3 izoperimetrikus feltétel mellett!

Ratériink a névadodra, az eredeti izoperimetrikus feladatra. A 9.4. tételt alkal-
mazzuk.

9.4. példa. Izoperimetrikus feladat (Kamien—Schwartz, 1981, 1.9.2. feladat).

Megoldjuk a 9.5. feladat (eredeti izoperimetrikus) valtozatat a 9.4. tétel segit-
ségével a korivre (9.3. dbra).

Adott egy T' hossziisagu szakasz és egy x > T hosszisagi kerités. Kerit-
siik be az adott szakasz folotti maximalis teriiletd tartomanyt! Legyen a (¢, z) sik
(0,0) és (T, 0) pontja a széban forgé szakasz két végpontja, és (¢, z(t)) a kerités
tetszGleges pontja. Ekkor f[t, z(t), #(t)] = z (a teriiletfiiggvény integrandusa) és

glt,x(t),z(t)] = /1 + z(t)?

(a keriiletfiiggvény integrandusa: hiszen Pithagorasz tétele szerint a (¢, z(t)) és
(t + dt, z(t + dt)) pontpér kozti pardnyi tdvolsag /1 + & (¢)?dt).
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A Lagrange-fiiggvény £ = x — pv/1 + 12, tehat a Lagrange-fiiggvényre vo-
natkoz6 (9.11) egyenlet
_d pz

AtV

Az 5.4. tételben tdrgyalt szétvélaszthatd differencidlegyenlet megolddsat kdvetve
(bevezetve a k integracids allandot)
pI
t=———=+k.
V1 + a2
A négyzetgyok megfeleld agat valasztva, megoldjuk az egyenletet algebrailag i-
re:

. t—k
R
p? —(t —k)?
Legyenv = p?—(t—k)?, azaz dv = —2(t—k)dt. Ekkor (bevezetve a c integracics
allandot)
T
() :/ i(t)dt = —/v_l/de/Q—l—c: —/v + ¢,
0

azaz

(=) + (t —k)* =p”,
amely egy koriv egyenlete. A befejezést az olvaséra hagyjuk.

9.8. feladat.* Kotél (vagy lanc)gorbe (17. szdzad vége). Fiiggessziink fel egy x
hosszisagt, homogén anyagi kotelet végpontjainal fogva a (—a, D), és az (a, D)
pontban (k > 2a > 0, D > 0). Fizikai meggondoldsokbdl beldthatd, hogy 1étezik
optimélis gorbe, amelynek tomegkozéppontja (régiesebben: stlypontja) a lehetd
legmélyebben lesz, vagy ekvivalens megfogalmazdsban, a gorbe helyzeti energi-
4ja minimalis lesz.

a) Igazoljuk, hogy a feladat alapfiiggvénye, f[z(t),(t)] = x\/1+ @(t)?
és korldtja megegyezik az el6z8 példaével: gz(t), z(t)] = /1 + 2(t)?, azaz a
Lagrange-fiiggvény (ii) alakban hidnyos.

b) Igazoljuk, hogy a kotélgorbe egyenlete x(t) = cosh(dt)/d + -, ahol § és
megfeleld dllandok. Emlékeztetd: sinht = (e~ —e?)/2 és cosht = (et +et)/2.

c¢) Milyen mélyen 16g be a gorbe? A 9.4. dbra a = 1 és k = 3 esetén mutatja
be a kotélgorbét.

Erdekes, hogy ezt a feladatot is Galilei vetette fel, és erre is hamis megoldast
adott: a parabolara gondolt. A minimadlis felszin{i forgdsfeliilet klasszikus feladata
is azonos optimumot ad (lasd Kamien—Schwartz (1981, 29. o.)
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9.4. dbra. Kotélgorbe

z 2

Kés6bbi (10. fejezetbeli) alkalmazdsok miatt érdekes a

9.5. példa. Tekintsiik azt a majdnem elfajult izoperimetrikus feladatot, amikor
mind az alapfiiggvény, mind a korldtozé fiiggvény fiiggetlen z-t6l: f = f(t,z)
és g = g(t, x). Ellentétben a korlatozas nélkiili alapfeladattal, most altaldban van
értelmes megoldés: az

fo(t,z) + pglh(t,x) =0 (9.15)

azonossagot parametrikusan megoldjuk: z(t,p), s a kapott eredményt visszahe-
lyettesitjiik a (9.13) korlétba:

] = /OTg[t,a;(t,p)] dt = k. (9.129)

Ha a (9.12°) egyenletnek van megoldasa p-re, jele: p°, akkor az x(¢, p°) egyval-
tozos filggvény az eredeti feladat extremadlis megoldésa.
Zart tartomany esete

Pontrjagin és tdrsai a lehetd legéltaldnosabb keretet vizsgaltak: megengedték, hogy
az u szabdalyozasi valtozo egy zart U irdnyitdsi tartomdnyra legyen korlatoz-
va, nem kell a tartomdnyon beliil haladnia, és az u szabdlyozasi fliggvény csak
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szakaszonként legyen folytonos. Ilyen dltaldnossdgban igazoltdk az tigynevezett
Pontrjagin-féle maximumelvet, amely az optimumfeltétel helyére 1ép: az optimé-
lis {z°(t), u°(t) } palya kielégiti a

Ht,z°(t),u,p(t)] < H°[t,z°(t),u’, p(t)], wel

egyenlbtlenséget; €s a szorzdegyenlet nem érvényes a toréspontokban. Tovabbi
bonyodalom, hogy a Hamilton-fiiggvény definicidjaban az f alapfiiggvényben pg
el is tlinhet. A szokdsos simasdgi és konkavitasi feltételeken til az egzisztenciat
példaul u-ban linedris (¢, z, u) fiiggvények csalddjara bizonyitjak.

Az imént elmondottakat frappdnsan szemlélteti a
9.6. példa. Specialis idGoptimum-feladat. Tegyiik fol, hogy egy tomegpontot kell
egy vizszintes egyenes 0 pontjabdl az 1 pontjaba eljuttatni, igy hogy a gyorsitas
maximalis abszolut értéke 1, valamint a kezds- és végsebesség 0. Az optimalis
szabalyozas egyszerlien megadhatd: félutig maximalis gyorsitds, aztdn maximalis
lassitas. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az optimdlis palya csak szakaszonként
folytonos, és végig a megengedett irdnyitdsi tartomdny hataran halad. (Itt a 9.1.
tétel nem alkalmazhatd.)

A 9.6. példat 4ltaldnositja a
9.7. példa. Altaldnos idGoptimum-feladat. Katonai alkalmazasokban nagyon fon-
tos az ugynevezett idSoptimum (példdul az ellenséges rakéta megsemmisitésé-
hez sziikséges id6 minimalizdldsa). Ekkor 7" szabad valtozo, f(t,x,u) = 1, azaz
I[u] = T — 0. Ekkor a bels6 optimumra a kovetkezd két egyenlet teljesiil:
b) szorzéegyenlet

pT (1) = —p(O)T g lt, 2(t), u(t)], x(T) =0, (9.4)
¢) optimalitdsi feltétel
p(t) T gult, 2(), u(t)] = 0, (9.5)
ahol g a (9.1)-beli irdnyitési fliggvény.

Jelenérték-feladatok

A kozgazdasigi feladatokban nagyon gyakori, hogy a kiilonb6z6 id6szakokra
vonatkozé jutalmakat és raforditdsokat leszdmitoljuk — diszkontaljuk (Kamien—
Schwartz, 1981, 151-158. o.):

I[e,u] = /T B (w, u) dt, (9.1

0
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ahol 8 > 0 a leszdmitoldsi rdta, és a g korlatoz6 feltétel idGben valtozatlan:
f(t,z,u) az f(z,u) leszamitolt értéke.
Ebben az esetben a diszkontalt Hamilton-fiiggvény

H = e_ﬁtf(x> u) + pT.g(x7 u)a (96*)
amelynek segitségével az optimumfeltételek a kovetkezdk:
Hy=eP'fi+pTg,=0 & p'=—Hy=-e"f —plg,.
Ekkor gyakran kényelmes folydértéken szamolni a jelenérték helyett. Beve-
zetve a folyoértékii szorzot:
p(1) = ¢"p(1)
és a folyoértékii Hamilton-fiiggvényt:
H = "H = f(z,u) + p"g(x,u),
a kovetkez6 optimumfeltételeket kapjuk:
< . T T
H,=0 ¢é p =pp —H,.
Visszahelyettesitéssel adodik:
:.B:g($7u>a fﬁ(%u)‘i‘PTg;(xau) =0,
p* = 0pT — fi(z,u) = p gy (z, ).

Ebbdl az alakbodl latszik az atalakitas elonye: autonom (idofiiggetlen) differenci-
dlegyenlet-rendszert kapunk.

Leszamitolasi feladatokndl gyakran fordul el6, hogy az id6étav végtelen:
T = oo. Ekkor bonyodalmak tdmadnak a peremfeltételeknél, de ezzel mér a diszk-
rét idejd valtozatnal (a 7.1. alfejezetben) foglalkoztunk.
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10. fejezet

Optimalis fogyasztasi palyak —
folytonos ido

Az optimdlis folyamatok elmélete (s6t, a varidciészamitds) segitségével elvileg
konnyen megoldhatdk a folytonos idejli optimdlis fogyasztdsi pdalydkra vonatkozé
kiilonféle feladatok (Koopmans, 1967). A 10.1. alfejezetben az optimalis fogyasz-
tasi palyat adott munka- és tékejovedelem mellett (Ramsey, 1928) keressiik. Két
alternativ feltevést mérlegeliink: (i) biztos és (ii) kockdzatos élettartam. A 10.2.
alfejezetben az optimadlis fogyasztasi palyat adott termelési fiiggvénybdl szarma-
76 t6kejovedelem mellett vizsgaljuk: az elsd esetben végtelen idStavot tekintve.
A fejezetben folhasznaltuk a Kamien—Schwartz (1981) forrast.

10.1. Egzogén bér és kamatlab

A 8.1. alfejezetben mar targyaltuk a diszkrét idejl optimalis megtakaritds modell-
jét, ahol a bérek és a kamatlabak egzogének. Most a folytonos idejii feladatot tar-
gyaljuk, ezittal a varidciészamitds alkalmazdsdval. Ebben az alfejezetben kiilon
targyaljuk a biztos €s a kockazatos €lettartamot.

BIZTOS ELETTARTAM

Tegyiik fol (Kamien—Schwartz, 1981, 25-27. o.), hogy a fogyaszté T' évig
él, ahol T egy tetszbleges pozitiv valés szam, amelynek értéke mar sziiletéskor
pontosan ismert. Legyen a ¢ pillanatban a fogyaszté munkajovedelme w(t), t6kéje
k(t), amely utdn az r kamatldb szerint rk(t) t6kejovedelmet kap. A t idSpontbeli
fogyasztas c(t), amely kielégiti a kovetkez mérlegegyenletet.

197

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd
198 10. Optimalis fogyasztdsi palydk — folytonos id6

Folyo koltségvetési feltétel

c(t) + k(t) = rk(t) + w(t). (10.1)

Hasznossagfiiggvények

Legyen u egy sima R — R hasznosséagfiiggvény, u(c(t)) a c(t) fogyasztés pil-
lanatnyi hasznossdga. A [0, T| idGszakra terjed6 maximalizdland6 sszhasznos-
sagrol feltessziik, hogy a 3 > 0 leszdmitoldsi rdtdval leszamitolt e % u(c(t))
fiiggvény idd szerinti integrdlja:

I[] = /0 ' e Plu(c(t)) dt. (10.2)

Gyakran sziikségiink lesz a Neumann—Morgenstern-féle varhaté hasznossagnél
alkalmazott abszoliit és a relativ kockdzatkeriilési egyiitthatora, amelyet Pratt
1964-ben és Arrow 1965-ben vezetett be (1asd Arrow, 1970 és Varian, 1992, 177—
201. 0.):

a= és (=ac. (10.3)

Taldn nem felesleges utalni arra, hogy mi a kockazat szerepe az elnevezésben.
A relativ kockézatkeriilési egyiitthaté durvin szélva azt mutatja, hogy a fogyasz-
t6 vagyonahoz képest mennyit hajlandé fizetni, hogy egy kis kockazatot elkeriil-
jon. Esetiinkben arrdl van sz6, hogy a fogyaszté mennyivel hajlandé az életpélya-
fogyasztasat csokkenteni, hogy a fogyasztasingadozasokat elkeriilje. Az u hasz-
nossagfiiggvény konkavitdsa miatt a, ¢ > 0.

10.1. példa. Allandé abszoliit (CARA) és relativ (CRRA) kockazatkeriilési egylitt-
hat6jd hasznossagfiiggvények:

u(c) =a te % CARA, (10.4)

A) u(c) = o 1c?, ha o #0: CRRA;
(10.5)

B) u(c) =loge, ha o =0: Cobb-Douglas.

A (10.5) hasznossagfiiggvény esetén a relativ kockazatkeriilési egyiitthaté a
fogyasztastdl fiiggetleniil 1 — o.
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Optimalis fogyasztasi palya
Behelyettesitve (10.2)-be a (10.1) mérlegegyenletet, a 9.2. alfejezetben vizsgalt,
kozonséges varidcidszdmitési feladathoz jutunk:
T .
T[] = / e Blu(rk(t) + w(t) — k(b)) dt, (10.6)
0
amelyhez a kovetkez6 peremértékeket csatoljuk:
kE(0)=ko és K(T)=kyp. (10.7)

Adott mind az induld, mind a zaré tokeallomany. Alternativ megfogalmazasnal a
zar6 tékedllomany szabadda tehetd, és alkalmas fiiggvénye hozzdadhat6 a (10.6)
célfiiggvényhez.

Sziikségiink lesz még a kovetkezd jelolésekre.
Az €&t fiiggvény [0, T|-n vett integrdlja:

J(€) = . ha £#£0, J0)=T; (10.8)

az életkereset jelenértéke:
T
W = / e "w(t) dt, (10.9)
0

és a kiilonbségi kamatldb: 6 = r — (3. Feltessziik, hogy az életkereset elegendd
nagy ahhoz, hogy t6kefelhalmozds mellett fogyasztdsra is jusson beldle:

W > e Ty — k. (10.10)

(10.10) trividlisan teljesiil, ha r = 0, k7 < ko és w(t) > 0.
Kimondjuk az életciklus-elmélet alaptételét.

10.1. tétel. a) Biztos élettartam mellett az optimdlis fogyasztds (relativ) noveke-
dési iiteme a kiilonbségi kamatldb és a relativ kockdzatkeriilési egyiitthato hdanya-

dosa: -
¢
-=-. 10.11
. ( )
b) Allands relativ kockdzatkeriilési egyiitthaté esetén az optimdlis fogyasztds
kezddoértéke .
ko—e ™k w
=o€ krt (10.12)

J(6/¢—r)

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd
200 10. Optimalis fogyasztdsi palyak — folytonos id6

Bizonyitas. a) Ismét leforditjuk az elvont x és f jeloléseket konkrét k és u jelo-
Iésekre. Folirva a feladat Euler—Lagrange-differencidlegyenletét [(9.11)], a kovet-
kez& Osszefiiggéshez jutunk:
4 {—e_ﬁtu’(c)} = e Pl (¢)r. (10.13)
dt

Hajtsuk végre a bal oldali szorzat derivélasit: Se~ 5t/ (c) — e~ Pt/ (c)¢, majd
haszndljuk fel a (10.3) jeloléseket: a (10.11) optimalitési feltételt kapjuk. Altala-
ban ( fligg c-t6l, s az ad6dé differencidlegyenletet nem tudjuk zart alakban meg-
oldani.

b) Folhaszndlva a (10.5) CRRA feltevést, id6ben dllandé ( esetén integralhat-
juk a ¢/c = §/¢ differencidlegyenletet: ¢(t) = coedt/<.

Visszahelyettesitve a mérlegegyenletbe: k—rk =w — coe’/S.

Az 5.3. alfejezetben ismertetett megold6 szorzok médszerét alkalmazva, a leg-
utolsé egyenletet beszorozzuk e~ "!-vel, hogy egy fiiggvény derivaltjat kapjuk a
bal oldalon:

%[e_rtk} = e_rt(l%: —rk) = we " — coeld/¢ )t
Integréljuk az Gj egyenlet mindkét oldaldt a [0, T'] szakaszon, és vegyiik figyelem-
be W jelentését: e "' kp — kg = W — coJ(6/C — ), ahonnan (10.12) egyszertien
adodik. a

Az imént elmondottakat egy példan és egy feladaton szemléltetjiik.

10.2. példa. Cobb-Douglas-hasznosségfiiggvény (¢ = 1) esetén, ha nincs kereset
(w = 0) és nincs 6rokség (kr = 0), akkor 6/ —r =1 —f —r = —f3, azaz

ko
J(=B)
10.1. feladat. Szamoljunk 7" = 20 évvel (a nyugdijazas utdni varhat6 életkorral),
w = 1 egység/év nyugdijra, kg = 5 kezdeti és kr = 0 zarét6kére. Legyen nulla
a leszamitolasi és a kamatldb (5 = r = 0). Szamitsuk ki az optimdlis kezd6fo-
gyasztdst CRRA hasznossagfiiggvény esetén!

co = (10.12))

KOCKAZATOS ELETTARTAM

Yaari (1965) volt talan az els6, aki Modigliani és Brumberg (1954) életciklus-
elméletét kiterjesztette kockdzatos élettartami fogyasztéra. Ot kovetve tegyiik fol,
hogy a fogyaszt6 élettartama véletlen véltozoé (jele: ¢), amelynek értéke nem, de
valészinliségi eloszldsa mér sziiletéskor pontosan ismert. Legyen T' a maximélis
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lehetséges életkor, Q(t) a tilélés valdszintisége, azaz annak a valészintisége, hogy
a fogyaszté legaldbb ¢ ideig él. Azaz Q(t) nemndvekvd fiiggvény, Q(0) = 1 és
Q(T) = 0. Két esetet vizsgdlunk: a) teljes életjaradék, ahol az idGskori megtaka-
ritas teljesen életjaradékra van valtva, vagy b) részleges életjaradék, ahol marad
szabad megtakaritds. Az egyszerliség kedvéért foltessziik, hogy a zarétdke nulla:
kr = 0.

Deaton (1992) attekintette a fogyasztds elméleti és tapasztalati irodalmat. Tob-
bek kozott ramutatott a sziilok altal fedezett gyerekkori fogyasztas jelent6ségére,
és kétségbe vonta az itt vazolt elmélet empirikus relevancidjét, hiszen a valdsig-
ban a fogyasztds sokkal szorosabban koveti a foly6 jovedelmet, mint azt a hagyo-
manyos életciklus-elmélet josolja (61-63. o.). Hozzétehetjiik, hogy gyors noveke-
dés esetén is rossz kozelitést ad az elmélet.

Elszor tegyiik fol, hogy a fogyaszté olyan életjaradékot vehet, amelynek
nincs biztositasi koltsége. Megtakaritasat kamatoztathatja, hitelfelvételért ugyan-
olyan kamatot fizet. A varhat6 jelenérték alkalmazasaval ez a probléma vissza-
vezethet6 a 9.4. példaban targyalt elfajult izoperimetrikus feladatra. Ugyanis az
életpalya-fogyasztas varhato jelenértéke egyenld az életpalya-kereset varhato je-
lenértéke és a kezdeti t6ke Osszegével:

/O L e QM) e(t) dt = /0 e Q@ wt) dt + o, (10.14)
Altalénositjuk a (10.8) és a (10.9) képletet a sztochasztikus élettartamra:

EJ(¢) = /0 ' e SQ(t) dt, (10.15)

EW = /OT e " Q(t)w(t) dt. (10.16)

Ennek alapjan bebizonyithat6 a
10.2. tétel. a) Kockdzatos élettartam, nulla hagyaték és teljes életjdaradék [(10.14)]
mellett az optimdlis fogyasztdsi pdlydt a kovetkezd algebrai egyenlet szabdlyozza:

c(t) = o/~ [pe0, (10.17)

ahol W'~ az v hatdrhaszonfiiggvény inverze és a p skaldr paraméterérték a

(10.14) egyenletbdl hatdrozhato meg.
b) Allandé relativ kockdzatkeriilési egyiitthaté esetén az optimdlis fogyasztds
novekedeési iiteme megegyezik a biztos élettartambeli értékkel, és a kezddértéke az

ottani kezddérték sztochasztikus dltaldnositdsa:
ko + EW
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Megjegyzés. A 10.1. és a 10.2. tétel 6sszehasonlitasabol kivilaglik, hogy az élet-
tartam okozta kock4zat teljes életjaradék esetén 1ényegében nem hat az optimélis
fogyasztasi pélyara.

Bizonyitas. a) Legyen

f(te) = e PQYule(t)].  g(t,c) = e TQE)e(t) —w(®)], k= ko.
(10.19)
A 9.4. példat alkalmazva, (10.19)-et behelyettesitve az optimumfeltételbe, az
e Ptu/[c(t)] = pe~" egyenleten keresztiil ad6dik

u[e(t)] = pe*, (10.20)

amely v invertdldsaval tényleg a (10.17) kozonséges egyenletet adja.
Ha meg tudjuk oldani a (10.17) paraméteres egyenletet c(t)-re, akkor vissza-
helyettesitve a (10.14) korlatba, adédik p, s igy c(t, p).

b) Helyettesitsiik be az u/(c) = c¢~¢ képletet (10.20)-ba: ¢(t)¢ = pe®® , azaz
c(t) = pt/Cedt/c. (10.21)

Legyen ¢ = pt/e. Behelyettesitve (10.21)-et (10.14)-be, és alkalmazva a
(10.15)—(10.16) jeloléspart, adddik (10.18). O

A nyugdijrendszerek bevezetése dradmai médon névelte az évjaradékositott jo-
vedelmek ardnyat, mindazonaltal a foly6 jovedelmek egy jelentSs része tovabbra
sem ilyen. Yaari (1965) és masok ugy vélték, hogy ilyen koriilmények kozt is igaz
marad, hogy az optimum belsd, azaz a megtakaritdsok nem tlinnek el a haldl el&tt.

Az éllapotokra vonatkozé feltételekkel kiegészitett optimélis szabdlyozdasel-
mélet bonyolult eszkoztarat alkalmazva, Leung (1994) megmutatta, hogy rész-
leges életjaradék esetén nem lehet foltételezni belsé optimumot. Bar elfogadom
Leung matematikai érvelését, megkérdGjelezem az elemzése alapjaul szolgdlé
egyik kozgazdaségi feltevés alkalmassdgat. Szerintem az igazi kozgazdasagi prob-
Iéma nem is a megtakaritdsok folélése, hanem a nyugdij alacsony szintje, s a korai
és késdi fogyasztas ebbdl fakadd ardnytalansdga. Bizonyos évjaradék- (nyugdij-)
szint alatt a lehet6 legtobb jovedelmet évjaradékositani kell. Ha ez a lehet6ség
korlatozott, akkor nagyon 6vatos, kockazatkeriil§ stratégiat kell valasztani, egy-
szerre elkeriilve a megtakaritdsok korai felélését és az ardnytalan fogyasztasi pa-
lyat. Ugyanakkor Leung elsiklott afolott, hogy a célfiiggvény varhat6 értékkel
szdmol, mig a koltségvetési korldt nem, s emiatt az aszimmetria miatt a feladat
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kozgazdasagi relevancidja kétséges. Davidoff-Brown—Diamond (2005) sokoldald
modellezéssel targyalta djra a kérdést, rdmutatva az elégtelen életjdradékvasarlds
pszicholdgiai okaira.

10.2. Endogén bér és kamatlab, végtelen idotav

Az el6z6 alfejezetben kiviilr6l volt adva a munkabér és a kamatlab. Mostantdl
kezdve beliilrdl, a termelési fiiggvény segitségével magyarazzuk a kamatlabat és
a munkabért.

Centralizalt megoldas

El6szor foltessziik, hogy a ,.kozponti tervez6” oldja meg az aggregélt optimali-
zalasi feladatot. Kamien—Schwartz (1981, 98-103. 0.) nyoman el8szor végtelen
id6horizontnal vizsgéljuk a feladatot: T' = co. Az egyszerliség kedvéért az egy
fére jutd termelési fiiggvénnyel inditjuk a targyalast, és eltekintiink a haldlozasi
kockazattél. Legyen rendre k, c és f az egy f6re jutd toke, fogyasztas és termelés
mennyisége, ahol f(k) az egy fére jutd termelési fiiggvény, amelyet az els6foku
homogén F'(K, L) eredeti termelési fliggvénybdl szarmaztatunk. A neoklasszikus
feltevések szerint f' > 0 és f” < 0. Az iij mérlegegyenlet k = f (k) — ¢, ahonnan
az 1j variacioszamitasi feladat

Ik = /0 T e B k(b)) — (1)) dt. (10.22)

Folirva a feladat (9.11) Euler—Lagrange-differencidlegyenletét, ad6dik az j opti-
mumfeltétel:

10.3. tétel. Endogén munka- és tékejovedelem és végtelen idohorizont mellett az
optimdlis fogyasztdsi pdlydt a kovetkezd kétvdltozos differencidlegyenlet-rendszer

adja:
¢ fl(k)-p ;
S 0 R A e ) (10.23)
c= W “
ahol ¢ (k) a hasznossdgfiiggvény relativ kockdzatkeriilési egyiitthatdja az f (k) —k
helyen.

A végtelenben vett transzverzalitdsi feltétel nem mdas, mint

lim kru'[c¢(T)]e PT = 0.
T—o0

Megjegyzés. A hatartermelékenységi feltétel szerint r = f/(k), azaz (10.23) els6
képlete (10.11)-nek felel meg.
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Bizonyitas. ElGszor az egyensiilyi pontot keressiik meg: (k°, c°), ebben a pontban
mind a & = 0, mind a ¢ = 0 feltétel 4ll. Az optimumfeltétel szerint f/(k°) = §,
ahonnan k° = f'~1(f), ahol f'~! a derivdltfiiggvény inverze. A mérlegegyenlet
szerint ¢® = f(k°). Az optimumfeltétel szerint, ha k > k°, akkor f'(k) — 8 <
f/(k°) — B =0, azaz ¢ < 0. Hasonl6an: ha k > k°, akkor ¢ > 0.

A fazissik-diagram segitségével a 10.1. dbran grafikusan is vizsgalhato6 a fo-
lyamat (ldsd Kamien—Schwartz (1981) 17.6. és 17.7. dbra).

c’'=0

‘—1 k'=0
/=f(k)
Cof=mmmmm ==

-

10.1. 4bra. Fazissikok és nyugalmi vonalak

A ¢ = 0 feltételt kielégits (k, c) pontok halmaza a fentiek szerint (k°, ¢), ¢
tetszOleges pozitiv szam — azaz egy fligg6leges egyenes. Tole balra a fogyasztas
nd, téle jobbra a fogyasztds csokken.

A k = 0 feltételt kielégité (k, ) pontok halmaza a fentiek szerint a ¢ = f(k)
gorbe, ahol £ tetszbleges pozitiv szam. A termelési fiiggvényre tett feltevések
értelmében e gorbe nd, de csokkend mértékben (konkav). Folotte a tékeallomany
csokken, alatta novekszik (10.2. abra).

A 10.2. abran négy lehetséges palyat vizsgaltunk. Az 1 jeld palya a kg < k°
esetnek megfeleld optimélis felhalmozdasi pélya fazisgorbéje. Ha ennél nagyobb
fogyasztast valasztunk (2 jeldi palya), akkor el6bb-utobb megsziinik a felhalmo-
zas, s6t foléljiik a t6két. Ha ennél kisebb fogyasztast valasztunk (3 jeld palya),
akkor el&bb-utébb csokken a fogyasztas. Ilyenkor a fogyasztds ugrdsszerd ndve-
Iésével atugorhatunk a 4 jelzésti palydra, amely a kg > k° esetnek megfelel6
optimadlis felhalmoz4si pdlya fazisgorbéje.

El6szor vizsgaljuk a linedris kozelitést! Linearizaljuk a mérlegegyenletet:

k= f'(k°)(k —k°) — (c — ) (10.24)
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c'=0

N
T3 e -

10.2. dbra. Nyeregpont €s instabilitds

és az optimumfeltételt:
¢ = (a®) L (kO) (k — k°), (10.25)

ahol a° pozitiv szam a fogyasztas abszolit kockazatkeriilési egyiitthat6ja az egyen-
sulyban, hasonléan a (10.11) képlethez a diszkontélds nélkiili esetben (5 = 0).

Derivélva a (10.24) egyenletet €s a kapott eredménybe behelyettesitve (10.25)-
o0t, egy masodrendi differencidlegyenletet kapunk:

k’: — f/(k'o)i{? — o= f/(kfo)k _ (aO)—lf/l(kO)(k _ kO)‘ (1026)

Az alland6 egyiitthatés (10.26) masodrendii differencidlegyenlet megoldadsét
karakterisztikus egyenlete hatdrozza meg (5.10. példa):

)\2 _ f/(kO)A + (ao)ilf”(ko) =0.

Mivel f'(k°) > 0, f"(k°) < 0és a® > 0, tehdt a mdsodfoku egyenlet egyik
gyoke (A1) pozitiv, a masik (A2) pedig negativ: az dllanddsult dllapot nyeregpont.
A (10.26) egyenlet dltalanos megoldésa k(t) = k + r1eMt + koet2t, ahol k, K
és k9 alkalmas allandok.

A megoldds akkor és csak akkor konvergens, ha a végtelenbe is eljuté dg el
van nyomva: k1 = 0, azaz k(t) = k + rpe??, kezdballapotra kg = K + Ko,
aszimptotikusan k° = k, azaz kg = k° — K.
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Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

10.4. tétel. Az optimdlis felhalmozds dllandosult dllapota lokdlisan nyeregpont-
stabil. Egy pdlya stabil, ha a kezdeti feltételek kielégitik a ko = k° — k feltételt.

A nemlinedris vizsgalat eredménye hasonld, de bonyolultabb: Blanchard—Fi-
scher (1989) 2. fejezet, azonban a Fiiggelék bizonyitdsa hibds! Burmeister (1980)
és Stokey—Lucas (1989) alapos attekintést ad a diszkrét idejli valtozatrol. a

Az elmondottakat példan és feladaton szemléltetjiik.

10.2. feladat. Cobb—Douglas-féle termelési és CRRA hasznossagfiiggvény. Le-
gyen f(k) = Ak® és u(c) = o~ '¢”. Hatdrozzuk meg k°, c°, r° és \; képletét!

10.3. feladat. Numerikus szemléltetés. Legyenek rendre A = 10, o = 0,3 és
o = —2a 10.2. feladat paraméterértékei. Hatarozzuk meg k°, ¢°, r° és A1 értékét!

Bizonyitds nélkiil megemlitjiik a kovetkezd fontos tételt.

10.5. tétel. (Cass, 1965 és Koopmans, 1965.) A végtelen idéhorizontii optimdlis
felhalmozdsi feladat megolddsa tart az aranyszabdly-értékhez, ahol a kamatldb és
a novekedeési iitem egyenld.

10.4. feladat. Legyen A = 10, a = 0,3, és 0 = —2. Integraljuk numerikusan
(éves 1épésekkel) az optimdlis palydkat kiilonboz6 cy kezdeti értékek mellett!

Decentralizalt megoldas

Beldthatjuk még, hogy a fenti centralizalt megoldas decentralizaltan is megvalé-
sithat6 (Blanchard-Fischer, 1989, 2.2. alfejezet).

Két termelésitényezb-piac 1étezik: egy a munkdra, egy pedig a tékére. A mun-
kabér w(t), a tokebérlet (a kamat) r(t).

Az egyszerliség kedvéért foltessziik, hogy sok csaldd van, azonos hasznos-
sagfiiggvénnyel. Mindegyik csaldd egyénileg dont, hogy mennyi munkat és t6két
kolcsonoz a vallalatoknak, mennyit takarit meg és mennyit fogyaszt. Sok vallalat
1étezik, azonos termelési fliggvénnyel. Bérelt t6ke és munka segitségével termé-
ket allitanak elS. Allandé hozadékot és tokéletes versenyt tételeziink fol, ezért a
véllalatok szdma lényegtelen.

Foltessziik, hogy mind a csaladok, mind a vallalatok tokéletesen eldrelatjak a
jovét. Azaz adott {w(t),r(t)} palya mellett mindegyik csaldd maximalizalja a 7
idéponttol szémitott I[c] = [ e Plu[c(t)] dt hasznossdgfiiggvényt, a kovetkezd
koltségvetési feltétel mellett:

c(t) + k(t) = w(t) + rt)k(t).
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A villalatok minden id6pontban a profitjukat maximalizaljak. J6l ismert fel-
tételek szerint

fE@I=r) & flE@]-r@)f k)] =wd).

Konnyen beldthatd, hogy a fogyaszt6 és a véllalat decentralizlt optimumfel-
adata megegyezik a centralizalt optimummal.

Megjegyzések. 1. Mi torténik, ha a fogyaszté vagy a termeld hibdsan becsli el6re
a kamatldbat vagy a bért? Kiilonbozik-e a centralizalt optimumt6l?

2. Eltéréen Blanchard-Fischer (1989) 2.3. alfejezett6l, mi kizartuk a (magan)-
addssdgot. Ha azonban a kormdnyzatot is bekapcsoljuk, akkor célszeri mind a
magan-, mind a kozosségi adéssagot szerepeltetni. Ekkor vizsgalhatok olyan kér-
dések, hogy mennyiben kiillonb6zden hatnak az addztatés kiilonféle formadi a csa-
ladok felhalmozasi paly4jara.

Tovabbi eredmények

A 10.1. alfejezet eredményeinek diszkrét idejli valtozatara még sziikkségiink lesz a
12. fejezetben, az egyiitt é16 korosztdlyok (kiillondsen a nyugdijrendszerek) elem-
z€sénél. A 10.2. alfejezet eredményeit alkalmazza Blanchard-Fischer (1989) a
deficit-finanszirozds és a nyitott gazdasidg elemzésére. Figyelemre méltd, hogy
id6ben allando leszamitolasi 14b esetén a megoldas iddben konzisztens, azaz a fel-
adatot egy 0 utdni 7j idGpontban az eredeti optimumnak megfelel6 k°(7}) kezdd-
allapot mellett Gjraszamolva, a [Tp, 7’| idGintervallumra leszikitett optimum meg-
egyezik az eredeti optimummal. (Strotz (1955) megmutatta, hogy valtozd lesza-
mitoldsi 1db esetén nem mindig van igy!) Vegyiik észre, hogy a 10.1. alfejezetben
vizsgalt sztochasztikus optimalizalasi feladatainkban szintén felvetddik ez a prob-
1éma. Példaul a (10.14) hasznosségi fiiggvényben szerepld Q(t) feltételes tilélési
fliggvényrdl mar lattuk, hogy egyfajta implicit diszkonttényezd, mégpedig nem
exponencidlis. Ezért, ha 7 id6 eltelte utdn djra megoldjuk a feladatot, dinamikus
inkonzisztencidval taldljuk szembe magunkat.

Az optimdlis szabdlyozdselmélet els6 magyar kozgazdasdgi alkalmazdsara
csak utalunk: Szepesi és Székely (1971). Linedris hasznossagfiiggvény véges id6-
tdvi maximalizdldsit oldotta meg Shell (1967), Virdg (1969), Banai—Lukdics
(1987) és Kannai—Szabo—Tallos (2013). Biralatukat 1dsd Simonovits (1995c¢).
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III. rész
Kiegészitések

Ez a rész ,rdadas”. Ot kozgazdasigi fejezetbdl és egy matematikai fiiggelékbél
all.

A 11-12. fejezetben szerepld végtelen id6tavid modelleknek az a megkiilon-
boztetd sajatossaguk, hogy minden id6szakban véges szamt fogyaszté jon a vilag-
ra, akik bizonyos id6 milva meghalnak. Egy id6szakban csak véges sok szerepl$
él egyiitt, egylittmiikodésiik érdekes és fontos problémédkat vet fol.

A 11. fejezetben az egyiitt él6 nemzedékek modellcsaladjat elemezziik, ahol
mindenki pontosan két id6szakig €l. A 8. és a 10. fejezethez hasonl6an az optima-
lis felhalmozasi és fogyasztdsi palydkat vizsgéljuk, de a korabbi fejezettdl eltérs-
en itt dltalanosan nem igaz, hogy az egyensily Pareto-optimadlis; s az egyensilyi
kamattényez6k sem mindig konvergdlnak az dllandésult dllapothoz.

A 12. fejezetben az egyiitt él6 korosztdlyok modellcsaladjat elemezziik, ahol
mindenki tobb, mint két id6szakig él. A 8. és a 11. fejezettd] eltérGen most csak
cseregazdasagokat vizsgalhatunk, s az egyenstily létezése, egyértelmiisége és op-
timalitdsa bizonytalannd vélik. Igazi dinamikdt most csak lokdlisan tudunk vizs-
gdlni, s globdlis megkozelitésnél be kell érniink a 2-ciklusok kizardsaval.

A 13. fejezetben a rugalmas nyugdijkorhatdr tervezését kdrvonalazzuk, ahol
az egyén ismeri sajit élettartaméat, de a kormanyzat nem. Ezért olyan (életkor,
jéradék) pérokat kell terveznie, amelyek mellett mindenki akkor maximalizdlja
sajat életpdlya-hasznossagat, ha sajét tipusét valasztja. A feladatot a diszkrét ideji
optimadlis szabalyozaselmélet segitségével, numerikusan oldjuk meg.

A 14. fejezetben az evoliicids jatékelméletbe vezetjiik be az olvasét. A hagyo-
manyos jatékelmélettel ellentétben, itt a jatékosok idében fejlédnek, médositjak
magatartdsukat.

A 15. fejezetben két dgensalapi modellt ismertetiink, ahol a szereplék az ana-
litikus kereteket meghalad6 bonyolultsdgi szabalyok szerint dontenek: 1) nagyon
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roviden a szegregécié dinamikus modelljét, és 2) b&vebben az dnkéntes nyugdij-
rendszerét.

A Fiiggelék A) része a linedris algebra néhany olyan fogalmét és tételét is-
merteti, amelyre a konyv egyes fejezeteiben van sziikségiink, és amelynek eléze-
tes ismeretét nem tételezziik fol. A Fiiggelék B) része a tobbvaltozds szélsdérték-
szdmitds elemeit targyalja.
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11. fejezet

Egyiitt €16 nemzedékek (OLG)

Ebben a fejezetben két egyiitt €16 nemzedék (roviditése az angol Overlapping
Generations alapjan OLG) kolcsonhatasat vizsgéljuk: minden id6szakban szii-
letik egy 1j korosztély, és kihal a két id6szakkal kordbban sziiletett korosztaly.
A mindenkori fiatalok és a mindenkori idések dinamikus cserekapcsolatban van-
nak egymassal. Bar Allais (1947) mar kordbban modellezte a problémat (v6. Ma-
linvaud, 1987), csak Modigliani és Brumberg (1954) egy nemzedék életciklusdt
leir6 modelljét koveten Samuelson (1958) kisérelte meg az egyiitt €16 nemzedé-
kekre (OLG) kiterjeszteni az elemzést. A kérdéskor azonban csak Diamond (1965)
Ota valt a matematikai kozgazdasagtan szerves részévé. Azota az OLG a makro-
okondémia egyik alapeleme. A 11.1. alfejezetben vizsgdlando cseregazdasdgban a
rendszer paraméterértékeitdl fiigg, hogy az dregek adnak-e terméket a fiataloknak
vagy forditva. Latni fogjuk, hogy id6ben allandé paraméterli modelliinkben az
egyszektoros optimdlis novekedés elméletében megszokott stabil dllandésult dlla-
potok (és a hozz4ajuk tarté palydk) mellett megjelennek a ciklusok, s6t a kaotikus
dinamika is (Gale, 1973; Benhabib—Day, 1982; Grandmont, 1986 és Benhabib,
1992).

A 11.2. alfejezetben megjelenik a tGke mint a felhalmozds eszkdze. A fiatalok
dolgoznak és pénzben megtakaritjdk termelésiik egy részét, az dregek pedig fel-
élik kordbbi pénzmegtakaritdsukat. Az optimdlis novekedéselmélet szdmos ered-
ménye mind a csere, mind a termel6 OLG-gazdasdgban érvényes: példaul egyen-
sulyban a kamatlab €s a bér rendre a toke és a munka hatartermékével egyenld.
Az egyenstily Pareto-optimalitdsa most azonban csak akkor 4ll, ha a kamatlab na-
gyobb, mint a népesség novekedési iiteme. A 11.3. alfejezetben a tarsadalombiz-
tositdsi rendszerekre alkalmazzuk az alapmodellben nyert eredményeket. Kideriil,
hogy a fenti feltétel szabja meg a tGkefedezeti és a feloszto-kirové rendszer viszo-
nyat: az OLG-ben az els6 rendszer akkor és csak akkor jobb, mint a masodik, ha
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a kamatldb nagyobb, mint a népesség ndvekedési iiteme (Aaron, 1966; magyar
szakirodalomban Augusztinovics, 1992). A 11.4. alfejezetben visszatériink a cse-
regazdasdgba, s bevezetjiik a pénzt. Végiil a 11.5. alfejezetben Osszefoglaljuk a
legfontosabb tanulsdgokat. Ez a fejezet kozvetleniil Simonovits (1994), kbzvetve
Gale (1973) és Blanchard—Fischer (1989, 3-5. fejezet) forrdson alapul.

11.1. Egy OLG-cseregazdasag

Modell

Az OLG térhoditasét tikrozi mér évtizedek 6ta a legtobb emelt szintli makro-
okonoémiai tankonyv (Blanchard-Fischer, 1989; Azariadis, 1993), az utébbiban
az OLG-modellcsalad jatssza a f6szerepet.

Ez a gazdasag sok, tobbé-kevésbé egyforma termel5bdl és fogyasztobol all,
akiket egy-egy reprezentativ termeld és fogyaszt6 képvisel. Ezért a makrodkono-
miai folyamatok minden idészakban egy vagy két reprezentativ aktor optimaliza-
14sébol vezethetdk le.

Minden idészakban az el6z6 id6szakban sziiletett egyéneknek fejenként v ut6-
da sziiletik, s minden utéd két id6szakig él. (,,Természetesen” v tetszbleges pozitiv
szam lehet. A val6sagban persze egy csalddban csak egész értéki lehet az utédok
szama, s csak a kiilonb6z6 gyerekszdmu csalddok kombindci6jabdl adddik tort
értékd népességnovekedési tényezd.)

A kiilonbozé modellek eltérnek egymastdl abban, hogy adottnak veszik-e a
jovedelmeket vagy sem (csere- vagy termeldgazdasdg), romlandd-e a termék vagy
sem. Ennek megfelel6en az egyiitt €16 két nemzedék kiilonféle cserekapcsolatban
all egymdssal.

Gale (1973) nyomadn ebben az alfejezetben az OLG-modellcsalad segitségével
egy zdrt cseregazdasdgot vizsgalunk. Nem foglalkozunk a termeléssel, eltekin-

22

tiilnk a termelékenység novekedésétdl és adottnak vessziik a kereseteket. A t-edik
id6szakban ,,sziiletett” (munkaba 1éps) egyén jovedelme fiatal- és Gregkordban
rendre wo €s wy (idSben dllando), fogyasztasa rendre co ; €s 1 441. A kereseteket
normalva: wo + w1 = 1. A {co+, c1++1} fogyasztdsi palyak egyiittesét program-
nak nevezziik. Vezessiik be a megtakaritdsokat: s;y = w; — c¢;t,1 =0, 1.

A zart cseregazdasagban a termékek romlanddsdga miatt nincs makroszinti
megtakaritds. Ezért egy {co+, ¢1,41} programot megengedettnek neveziink, ha az
0sszfogyasztds minden id6szakban egyenld az 6sszkeresettel. Mivel minden id6s-

re v fiatal jut, ezért a keresztmetszeti egyensuly

Vsot + S1,t = 0. (111)
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A neoklasszikus kézgazdasdgtanban megszokott médon a fogyasztast egy jol
viselkedd (konkav, nem csokkend és altaldban differencidlhatd) hasznossagfiigg-
vény maximalizdldsabodl vezetjiik le. Az egyszertiség kedvéért legyen a hasznos-
sagfiiggvény additiv:

Ulco,cri41) = ulcor) +v(ciis1)- (11.2)

Gyakran el6fordul, kiilondsen tobb korosztaly esetén (példaul a 10. és a 12. fe-
jezetben), hogy az id6szaki (pillanatnyi) hasznossagfiiggvények csak egy skalar-
szorzéban, a leszdmitoldsi tényezében killonboznek egymadstol. Esetiinkben

v(c) = Bu(c), 0<pB<1.

A 8. és a 10. fejezetben mér taldlkoztunk a CRRA hasznossagfiiggvénnyel.
Esetiinkben most u(c) = o', o # 0 vagy specidlisan u(c) = logc (¢ = 0)
Cobb-Douglas-hasznossdgfiiggvény. Nagyon egyszer( és sok esetben realisztikus
a Leontief-hasznossdgfiiggvény: U (co ¢, ¢1,441) = min{coy, ¢1,4+1}. Ekkor a fel-
tételes optimumot a ¢y = c1 441 egyenldség hatdrozza meg. Természetesen ez a
hasznossdgfiiggvény idében nem additiv, de ¢ — —oo esetén a CRRA fiiggvény
megfelel transzformaltjanak a hataresete.

A 10. fejezet folytonos idejli modelljében r kamatldbat jelolt, éves szint{ érté-
ke 0 koriili szam volt. Most visszatériink a 8. fejezethez és r kamattényez6t jelent,

7 oz

éves szintl értéke 1 koriili szdm lesz. A 10. és a 12. fejezettel szemben jelenérték

7 2

helyett most gyakran egyszeri(ibb, ha jov6értékkel szamolunk.
Egyel6re adottnak vessziik a t-edik id6szak r; kamattényezdjét (=1+kamatlab).
Foltessziik, hogy a megtakaritdsok és a tartozasok a kamattényez$ szerint kama-

toznak, és az életpdlya-megtakarits nulla:
Te4180,6 + 81,641 = 0. (11.3)

Egy programot versenyzdi programnak neveziink, ha alkalmas kamatldbpélya
mentén érvényes a hosszmetszeti egyensily — minden szerepl6 optimalis életpalya-
megtakaritdsa nulla.
A megengedett versenyzdi programokat egyensiilyi programoknak nevezzik.
Miel6tt tovabbhaladnank, kitériink az allandésult allapotokra.

Allandésult allapotok

Staciondrius megtakaritdsi pdlydkndl, més széval az dllandosult dllapotokban, az
egymast kovetd nemzedékek tagjainak megtakaritdsa palydja azonos, az ¢ alsé
index a megengedett jelzd angol megfeleldjére (feasible) utal:

50,4 = So,F €S 81441 = S1F-
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Talalkozni fogunk egy specidlis allandésult dllapottal, ahol nincs csere, jelz6je
kiegyensiilyozott, mas néven autark. A p alsé index a jelz6 angol megfelel6jére
(balanced) utal:

S0,B = 0 és S1.B = 0.

Hamarosan latni fogjuk, hogy az optimadlis palya nem feltétleniil staciondri-
us. Az optimélis dlland6sult dllapotot viszont aranyszabdly-pdlydnak nevezzik, s
angol megfelelgjével megegyezden (golden rule) ¢ alsé indexszel utalunk ré.

Behelyettesitve az dllanddsult dllapotot (11.1)-be és (11.3)-ba:

vsor +s1.F =0, (11.1°)

resor + sip = 0. (11.3°)
Osszevondssal adédik (v—rp)(co p—wp) = 0, azaz kordbbi megallapoddsunknak
megfelelden 4ll a

11.1. tétel. (Gale, 1973, 1. tétel.) Az OLG-cseregazdasdgban kétféle dllanddsult
dllapot létezik: (1) az aranyszabdly vagy (ii) az autarkia:

re=v vagy Sop=0, rB=

Megjegyzések. 1. Vegyiik észre, hogy az aranyszabdly esetén a (11.3°) koltség-
vetési feltétel egybeesik a (11.1°) megengedettségi feltétellel. Ezért optimalis az
aranyszabdly! Bevezetjiik a kovetkez6 megkiilonboztetést. Egy OLG-cseregazda-
sdg aranyszabdlyat attdl fiiggben addsnak vagy hitelezének vagy szimmetrikusnak
nevezziik, hogy az aranyszabalyndl a fiatalok tilkoltekeznek vagy megtakaritanak,
vagy éppen egyensilyban vannak:

S0,G < 0, S0,G > 0, 50,G = 0.

2. Az OLG-irodalomban eléggé hattérbe szorul a termelékenység novekedése
a népességéhez képest, holott a valésdgban az igazi novekedést az el6zd jelenti.
Ebben és a kovetkezd fejezetben mi is kovetjiik e szokdst, egy pillanatra azon-
ban bekapcsoljuk a termelékenységet is vizsgdlatunkba. Foltessziik, hogy mind-
két kereset minden id6szakban I' tényezdvel szorzdédik. Mivel hasznossagfiiggvé-
nylink homotetikus, az optimélis fogyasztasi palya is hasonléan véltozik. Tehat az
egyéni koltségvetési korldt, (11.3°) dltaldnosithaté: rpsor + I'sy p = 0, ahonnan
(I'v — rr)so,r = 0. Mds sz6val az aranykori kamattényezs a termelékenységi és
a népességi novekedési tényez6 szorzata: rg = I'v.
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Dinamika

Léssuk, hogyan miikodik a dinamikus modell. (11.3)-bdl kifejezziik s1 141-et, ésa
keresetek hozzdadasaval kapott fogyasztaspart behelyettesitjiik (11.2)-be. A bels6
maximum a kovetkezd elsérend feltételbdl hatarozhaté meg:

u'(cop) = o1t (Cre41). (11.4)

Eztdn w;-k segitségével kifejezziik so¢-t €s s1441-t mint r;11 fiiggvényét. Le-
gyen so+ = S(ri41), ekkor s1 441 = —ri415(re41), ezek a feltételes megtakari-
tdsi fiiggvények. Gale rovidre zarasat alkalmazva, heurisztikusan foltessziik, hogy
e fiiggvények id6ben viltozatlanok. Behelyettesitve az so¢ = so(ri+1) €s s14
fiiggvényeket a (11.1) megengedettségi feltételbe, adodik egy elsérenddi implicit
differenciaegyenlet:

S(re, re41) = vs(reg1) — res(re) = 0. (11.5)

Azért, hogy kozelebb hozzuk az altalanos fogalmakat és tételeket, id6nként
megszakitjuk az okfejtést, és a legegyszerilibb hasznossagfiiggvények esetén idot-
len példakon és feladatokon szemléltetjiik az elmondottakat.

11.1. példa. A Cobb-Douglas-esetben a feltételes fogyasztasi és megtakaritasi

fliggvények
) woB — wyr? & cfr) =20 +wyr!
s(r) = ———— c(r)= —————
1+ 1+
Valoban, az U[s] = log(wg — s) + log(w; + rs) fliggvény belsé maximumat a
—1
0=U'[s] = b

wog—S8 wy+TSs

implicit egyenlet adja, amelybdl kovetkezik s(r) stb.

11.1. feladat. Igazoljuk, hogy a Leontief-esetben a feltételes fogyasztasi fiiggvé-

nyek

rwo + wi
1+r

11.2. feladat. Igazoljuk, hogy a CRRA hasznossagfiiggvények esetén a feltételes

fogyasztdsi és megtakaritdsi fiiggvény a kovetkezdk:

co(r) = = c1(r)!

wo + wlr_l

1+ Or—#

woPr—+ — wlr_l

1+ Or—#

és  s(r) =

ahol u = o /(0 — 1), 1 — p az idbszakkozti (intertempordlis) helyettesitési rugal-
massdg és ® = B1™H a korrigdlt leszdmitoldsi tényezd.

co(r) =

)
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Nem biztos azonban, hogy a (11.5) implicit differenciaegyenletnek van meg-
oldésa, s ha van, akkor egyértelmii az dllandésult dllapottdl tdvolabbi kezdeti ér-
tékekre.

11.2. példa. A Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvénynél (o = 0, azaz p = 0) a
(11.5) feltétel az 11 = vwy /(w1 +vpwe— Pwory) differenciaegyenlethez vezet.
Valéban, a 11.1. példa s(r) fliggvényét behelyettesitve (11.5)-be:

wo3 — wlr;,_ll wof — wlrt_l

0= S(ry, = —
(re,me41) =V 1575 T 175

Ebbdl rendezéssel adodik az eredmény.

Az dllandé termelékenység vildgaban a kdvetkezd megkiilonboztetést tessziik.
Gale (1973) klasszikus, samuelsoni és egybeesd modellrdl beszél, Augusztinovics
(1992) a fiatalos, az érett és a szimmetrikus jelz6t alkalmazta. A tovdbbiakban a
rovidség kedvéért gyakran eltekintiink a kivételes szimmetrikus esettdl.

11.3. példa. Diszkontdlt Cobb—Douglas-hasznossdgfiiggvénynél az aranyszabaly
fogyasztasi par

wo + wiv! B+ (1—vh

coq = , CclLg=
R he 145

és az autark kamattényez6
w1

Bwo
Az aranyszabdly milyensége (hitelezd vagy adds) az autark kamattényezd és
a népességnovekedési tényezd viszonyatdl fiigg.
11.2. tétel. (Gale, 1973, 2. tétel.) Az OLG-cseregazdasdg aranyszabdlya akkor és
csak akkor ados (hitelez0), ha az autark kamattényezd nagyobb (kisebb), mint a
népesedésnovekedési tényezd:

B

rg >v  (vagy 1B <UV). (11.6)

Bizonyitas. Mivel rg # v, cg nem elégiti ki (11.3°)-t, tobbe keriil anndl: rgso ¢+
s1,¢ < 0.(11.1°)-t kivonva adédik (rg —)sp ¢ < 0, amely a definiciokkal egyiitt
(11.6)-ot adja. O
11.4. példa. Cobb-Douglas-illusztracié. A 11.2. tétel igazsaga konnyen lathato a
11.1. példa és a 11.1. tétel segitségével. Valoban,

co(v) = (wo +wiv ™) /(14 B) >wy é rg=wi/(Bwy) > v

ekvivalens.
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Végiil megfogalmazhaté a
11.3. tétel. (Gale, 1973, 3. tétel.) Az OLG-cseregazdasdgban az autark dllapot
akkor és csak akkor Pareto-optimdlis, ha az aranyszabdly ados.

Bizonyités. a) Ha az aranyszabdly hitelez6, akkor ¢y ¢ > wo. Ezért a {wo, w;}
program javithat6, mert dttérhetiink a {cg } programra.

b) Ha a modell adds, akkor tekintsiink egy olyan {cg,c1,¢+1} programot,
amely legaldbb olyan j6, mint {w}. Ekkor a 11.2. tétel bizonyitdsdban alkalma-
zott elv szerint rgsot + 1441 < 0. Behelyettesitve a (11.1) feltételt (¢ + 1)-re,
rendezéssel adodik, hogy rgso+ < 0. Ismételve t = 0, 1,2, ..., (T —1)-re adédik
erjsoy() < sor < wp. (11.10) szerint rg > 1, és s0,9 > 0, azaz T' — oo-nél
ellentmondést kapunk. O

Emlékeztetiink arra, hogy a hagyomanyos éaltaldnos egyensilyelméletben
(Arrow—Debreu, 1954, e konyv 6.3. alfejezete) az egyensily éltaldban Pareto-op-
timalis. Itt viszont azt latjuk, hogy az egyensily nem mindig Pareto-optimalis.
A legkézenfekvobb magyardzat az, hogy most végtelen sok termék és végtelen
sok fogyaszté szerepel, s ez okozza a galibat. Mélyebbre tekintve azonban az iga-
zi bonyodalom abbdl ered, hogy bizonyos piacok hidnyoznak: példaul csak az
egylitt é16 nemzedékek kereskedhetnek egymdssal.

Lokalis elemzés

Ratériink a nem (feltétleniil) staciondrius egyensilyi programok elemzésére.

11.4. tétel. (Gale, 1973, 4. tétel.) Az adés OLG-cseregazdasdgban az autarkia
lokdlisan instabil, a hitelez6ben az autarchia lokdlisan stabil.

Bizonyitas. Linearizaljuk (11.5)-6t az autark dllandésult allapot koriil. Figyelem-
be véve, hogy ott mindkét megtakaritds nulla, adédik

S041 =V TBSO (11.7)

A 3.3. tétel skalar véltozatabdl kovetkezik a (lokélis) stabilitds feltétele, hogy
rp < v, azaz a 11.2. tétel szerint az aranyszabaly hitelezd. O

Megjegyzés. Gale (1973) a 4. tételben bizonyitds nélkiil kimondja, hogy az arany-
szabalynal éppen forditott a helyzet: adés gazdasidgban az aranyszabdly stabil,
hitelez6ben instabil. Ez a vélekedés azonban nem mindig igaz!

A kovetkez6 feladat a 11.1. dbra alapjan egy specidlis esetben egyszerti bizo-
nyitdst ad, amikor a vélekedés helyes.
11.3. feladat. Igazoljuk, hogy haaz r,41 = ¢(r;) fiiggvény novekvd és szigorian
konvex (mint péld4dul a Cobb—-Douglas-fiiggvénynél), akkor Gale vélekedése igaz!
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Uj kamattényezd

11. Egyiitt é16 nemzedékek (OLG)
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Régi kamattényezd

11.1. abra. Kamatlab-dinamika a fazissikban

Gale 4. tétele megfeleldjének megtaldldsahoz bevezetjiik a kdvetkez6 feltevé-
seket €s jeloléseket: A fiatalok feltételes megtakaritdsi fiiggvénye s(r), r = v-ben
e=—s(v)/s(v).

11.5. tétel. Az aranyszabdly dllandosult dllapot akkor és csak akkor lokdlisan
stabil, ha

0<e<2v (11.8)

Bizonyitas. S(v,v) = 0. Alkalmazva az implicit fiiggvény tételét (11.5)-re,

driyr  —0S/0ry  s(v) +vs'(v) L€
dry — 0S/oryy ws'(v) v
Behelyettesitve a lokélis stabilitas feltételébe, adédik (11.8). O

A konyvben tobb helyen foglalkozunk a raciondlis varakozds alternativajaval,
a naiv varakozassal. Most Gale (1974)-et kovetve tegyiik fol, hogy a fogyaszténak
nem raciondlis, hanem naiv vdrakozdsai vannak. (11.5)-ben a fiatalkori megtaka-
ritasi fiiggvényekben egy idészakkal korabbi kamategyiitthatdt frva:

www.interkonyv.hu
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11.4. feladat. Igazoljuk, hogy a) a kiegyensilyozott dllapotndl a stabilitdsi feltétel
véltozatlan, de b) az aranyszabalynal kétdguva valik: vagy —oo < € < —2v, vagy
0<e<oo.

Osszevetve a 11.4. feladatot a (11.8) képlettel, lithat6, hogy Gale vélekedése
dltaldban nem igaz. A raciondlis vdrakozdsok stabilitdsa implikdlja a naivét, de
forditva nem. A 12.2. alfejezetben visszatériink e kérdéshez.

Felvet6dik a kérdés: osszhangban vannak-e a paraméterértékek az optimali-
zalassal? Ha egyetlenegy tipust fogyasztéra és a (11.2)-beli additiv hasznossdg-
figgvényre szoritkozunk, akkor a kozgazdasagilag érdekes esetben € > 0, vagyis
a negativ értékeket kizdrhatjuk a stabilitdsi feltétel szempontjdbol. Ha azonban
tobbfajta fogyaszténk van, vagy a hasznossagfiiggvény nem additiv, akkor vald-
szinfileg minden elképzelhetd kimenet lehetséges.

11.5. feladat. A 11.2. feladatra tdimaszkodva igazoljuk, hogy CRRA hasznossag-
fliggvényre a) Gale vélekedése igaz, és b) a két varakozds egyszerre stabil.

A kovetkezSkben (11.5. példa) éppen a Gale 4ltal bevezetett kvadratikus hasz-
nossagfiiggvény modositasaval cafoljuk meg a vélekedés altalanos érvényességét.

Ekkor hasznét vessziik egy masik eljardsnak. Kifejezve ryyq-t (11.3)-bol és
behelyettesitve (11.4)-be, adddik, hogy

s0,4u (cot) + 51,0410 (c1041) = 0. (11.9)

A (11.9) implicit egyenlet lefrja (nem feltétleniil egyértelmiien) a fiatalok egy-
mast kovet6 optimalis megtakaritasait. A (11.1) feltétel segitségével kifejezhetd
az id6sek megtakaritdsa is.

Globalis elemzés

Mar emlitettiik, hogy ellentétben az egyszektoros novekedéselmélettel, az OLG-
cseremodellben nem biztos, hogy az egyensulyi pélya staciondrius. Sot, az is el6-
fordulhat, hogy ciklikus és bonyolultabb dinamik4jud, igynevezett kaotikus palyak
jelennek meg (vo. 3.3. alfejezet). Az irodalomban szokdsos, dltaldnos érvény, bo-
nyolult fejtegetés (példaul Grandmont, 1986, vagy akar a 11.3. alfejezet) helyett
egyel6re megelégsziink a legegyszer(ibb példakon valé szemléltetéssel.

11.5. példa. Altaldnos kvadratikus hasznossagfiiggvény (v6. Gale, 1973, 3. pél-
da). Legyen u(co) = 2acy — b3, ahol a és b pozitiv szdmok és v(cy) = 2¢1 — c3,
ahol 0 < ¢y < b/a,0 < ¢; <2,wy =0¢&s wy = 1. Nincs novekedés: v = 1.

(11.9)-be behelyettesitve u’'-t és v'-t, rendezéssel

Co,t+1 = y/@cCot — bcat. (11.10)
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Ha a v fliggvény paramétereit nem specifikaltuk volna, akkor a négyzetgyok-
vonas eldtt egy olyan masodfokud egyenletet kaptunk volna, amelyben elsé foku
tag is lenne (ldsd késébb). (11.10) egy nemlinedris, els6rendd skalér differencia-
egyenlet. Figyelemre mélto, hogy a kdoszelméletben alapvetd szerepet jatszé lo-
gisztikus fiiggvény (3.3. példa) négyzetgyokével allunk szemben. Ismert, hogy a
logisztikus fiiggvényre vonatkozé eredmények megfeleld valtoztatasokkal min-
den egycsucsu és sima fliggvényre dtvihetdk, azaz (11.10)-re is.

A rendszernek két llandésult dllapota van: a trividlis autark pélya (co = 0
és c; g = 1) és egy aranyszabdly palya (co ¢ = a/(1+b)ésci.g =1—coq).

A dinamikus rendszernek gyakran vannak azonban ciklikus palyai is, amelyek
véges idGszak utan visszatérnek indulé allapotukba. A hosszabb periédusu ciklu-
sokat elég nehéz megtaldlni. Szerencsére a 3.5. példdban alkalmazott mddszer
most is alkalmazhat6, mert a cseregazdasdgban bizonyos esetekben egy 2-ciklus
is létezik. Probalkozzunk az w1 = cgor—1 €s T2 = c1 2, megolddssal! Ekkor
négyzetre emeléssel (11.10) a kovetkez6 alakot 6lti:

23 =azx; —br? é 2% =axy — b
Behelyettesitve az els6 egyenletet a masodikba, és négyzetre emelve a kapott
egyenletet, egy negyedfoku algebrai egyenletet kapunk xo-re. Mivel az dllanddsult
allapotok is kielégitik a 2-ciklus egyenletét, leoszthatunk zo-vel és [z2 —a/(14D)]-
vel. Egy masodfoki egyenletet kapunk, amelynek gyokei

A (1 Iy YT b)) /1206 — 1)),

(Szimmetria miatt xo ,két” valtozata x1 és xo.) A kisérlet sikeriilt, a 2-ciklus a
kovetkezd:

C02k—1=7T1; Ciok—1=1—x1 € ciop=m2; crop=1— 2.

Eddig tulajdonképpen Gale példdjat altalanositottuk a = 5-r6l és b = 4-
r6l. Gale nem tért ki arra, hogy stabil-e a példdjaban szereplé optimadlis ciklus.
(Nem volt stabil!) Egyeldre csak az dllanddsult dllapot stabilitdsat vizsgaljuk. Az
Ti1 = ¢(xy) = \/ax, — bx? iterdciondl az dlland6sult dllapot stabilitdsédnak
sziikséges és elégséges feltétele, hogy a derivalt abszolit értéke kisebb legyen,
mint 1 (3.3. tétel n = 1-re). f'(z) = 0,5(a — 2bx)(az — bx?)~1/2, amely 2 = 0-
raco. x = a/(1 + b)-ra | f'(x)| lehet kisebb is és nagyobb is 1-nél, azaz a nem
trividlis stacionarius palya lehet stabil is és instabil is.

11.6. példa. A 11.5. példa egyszerd altaldnositdsa: legyen wy = 1 — wp. Most a
kamattényez6kkel szamolunk.
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A fiatalok feltételes fogyasztdsi és megtakaritdsi fiiggvénye

a — wor + wor? . bwy — a + wor
s  s(r)=——5—

alr) = —— b+t 12

A (11.5)-be val6 behelyettesitéssel egy méasodfokd egyenletet kapunk r? " 1Te,
amelynek lehet, hogy nincs is pozitiv megolddsa, vagy ha van, akkor el6fordulhat,
hogy kett6 is van.

A két allandésult allapot koriili lokalis stabilitds dltaldnos feltételét mar korab-
ban vizsgéltuk. Most az olvaséra bizzuk a részletszdmitdsokat, itt megelégsziink
a kovetkez6 szdmpéldaval: a = 4,8; b = 6, wg = 0,4 (rg = 6), amelyet a 11.2.
dbrén mutatunk be r§ = 1,04 és 73 = 5,96 kezdeti 4dllapottal. (Olyan kezd6-
allapotokat vélasztottunk, hogy viszonylag hamar bealljon a 2-ciklus.) Figyeljiik
meg, hogy mindkét allandésult allapot instabil, s kialakul egy 2-hatéarciklus. Ez
egyszerre cifolja Gale vélekedését és teszi stabilla a ciklikus példat (11.2. abra).

aranyszabdly ---- autark
Kamattényez6 kvadratikus hasznossagfiiggvény
-
N
C\
ST \
=t 1
-\
-
4\
~ 1
= \
- |
Foo\
3+ \
- 1
| 1
- \
- 1
2B 0
- \}
- \
- \
s
r v v v
(0 I B 1 R N 1 1 1 L L3 L 1 1 1 1 | T,
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

11.2. dbra. Kettds instabilitds az id6tartomanyban

A kaoszelmélet fegyvertdraval folszerelkezve, sorozatban gyarhatjuk a stabil
ciklusokat. Egy parsoros BASIC program segitségével (a 3.6. feladat médositasa-
val) olyan bifurkaciés diagramot (11.3. dbra) készithetiink, amely b = a mellett a-
k széles sdvjaban megvilagitja a rendszer stabil miikodését. A vizszintes tengelyen
az a € [2,7;4] szakaszt dbrazoljuk, 0,01-es 1épéskozzel; a fiiggblegesen pedig x;
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11.3. abra. Bifurkaciés diagram: OLG

értékét t = 100 és 200 kozott, x¢p = 0,6 kezdballapot mellett. Lathatd, hogy a no-
velésekor el6szor stabil dllandésult dllapotok, majd stabil 2-ciklus, 4-ciklus, végiil
egy ,.kaotikus” rendszer alakul ki. (Az eredeti logisztikus egyenlethez tartoz6 3.6.
bifurkacids diagrammal Osszevetve latjuk, hogy a négyzetgyokvonds mindségileg
nem valtoztat a bifurkécié természetén.)

11.6. feladat. Igazoljuk, hogy a (11.5) differenciaegyenlet a Leontief-hasznos-
sagfiiggvénynél (azaz p = 1), wy # wy esetben ry1; = 1/r-re egyszertisodik!
Figyeljiik meg, hogy minden indulé 4llapotbdl 2-ciklust kapunk!

11.7. feladat. (Aiyagari, 1989, 167. o. 4. ldbjegyzet.) a) Keressiikk meg a 11.3.
feladat aranyszabaly 2-ciklusét, ahol 7;,; = 1/r;! b) Irjuk explicit médon fol
a megoldast ;1 = 2/3 esetén! Ellentétben a 11.6. feladattal, most r; 1ényegében
egyértelmd.

11.2. Termelo OLG-gazdasag

Miutan attekintettiik a cseregazdasagrol sz6l6 legfontosabb tételeket, ratériink a
termeld gazdasag vizsgdlatdra. Blanchard—Fischer (1989) 3.1. alfejezete alapjin
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el6szor a decentralizalt egyensulyt tanulmanyozzuk, amelyet 6sszehasonlitunk a
centralizlt egyensillyal is. A fogyasztdsi oldal véltozatlan, a kereseteket azonban
most a termelésb6l magyardzzuk. Foltessziik, hogy a fiatalok dolgoznak és meg-
takaritanak (most nincs tb-nyugdij), az 6regek pedig nyugdijban vannak és felélik
megtakaritdsaikat. Azaz az aranyszabdly hitelezd, és wo; = wy és w1y = 0. Er-
demes lesz a fogyasztéi oldalt az 4j jelolésekkel folirni.

Decentralizalt egyenstily

A piaci gazdasdg azonos tipust fogyasztokbdl és azonos méretii véllalatokbdl 4ll.
Legyen r; a t-edik id6szak kamattényezdje (=1+kamatldb). Egy t-edik id6szakban
sziiletett fogyaszté mérlegegyenletei a kovetkezdk:

cot+ st =wy €S Clip1 = Te415¢ (11.11)

Az egyszertiség kedvéért most ismét foltessziik, hogy az egyes id6szakok hasznos-
sagfiiggvényei csak a leszdmitol4s miatt kiilonboznek egymadstdl:

Ulcots c1e+1) = ulcor) + Bu(crp+1), ahol  0< B <1 (11.2)
Az optimumfeltétel most

' (cot) = rep1fu’(e1e41)- (11.4")

A (11.4) feltételbdl adbdik az optimélis fogyasztas.

A t-edik idGszak megtakaritasa s; = w; — co . Helyettesitéssel levezethetd a
megtakaritdsi fiiggvény: s; = s(wg,m141), ahol 0 < s/ < 1, s/ az s fiiggvény w
szerinti parcidlis derivaltja.

Tegyiik fol, hogy a hagyomanyos termelési fiiggvény elséfokd homogén line-
aris, a szokdsos konkavitdsi feltételekkel. Legyen k az egy fore es6 t6ke és f(k)
az egy fore es6 termelési fiiggvény, f” < 0 < f’. Elhanyagoljuk a technikai
haladést, s foltessziik, hogy egy id6szak alatt a t6ke megsemmisiil. A véllalatok
viselkedését, nevezetesen w(k;) bért és r (k1) kamattényez6t a szokdsos profit-
maximalizél4si feltétel hatdrozza meg:

fke) = ke f' (k) = wy, (11.12)
fl(ke) =m — 1. (11.13)

Mivel a névekvé népességre esd téke a netté megtakaritdsbol szarmazik, az aru-
piaci egyensily feltétele
S\Wt, T
by = STt (11.14)

v
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Ha nem tételeznénk f6l, hogy a t6ke egy id6szak alatt megsemmisiil, akkor vk, =

(1 — &)k + s¢ egyenlettel dolgoznénk, ahol § az egy idGszakra es6 tSkekopds. Ez

az életidegen feltevés (0 = 1) vélhetdleg a képletek egyszeriisitését szolgalja.
Most mér folirhatjuk a modell dinamik4jat:

ks = S[W(kﬁ;j?“(ktﬂ)}’

azaz

s[f(ke) — kel f' (ke) + 1}, f/ (ke1) + 1]

ki1 = ” .

Az implicit fiiggvény tétele szerint k1 a k; fiiggvényeként kifejezhetd: ki1 =
(k). Az emlitett tétel szerint

dkeyy _ =y (ke)kef" (k)
dky v — s (ke) £ (t)

(11.15)

ahol s az s fiiggvény r szerinti parcidlis derivdltja. f” < 0 miatt a szamldlé
pozitiv. Ha s, > 0, akkor a nevez§ is pozitiv, azaz dki41/dk; > 0, ¢ novekvd.
Allandésult dllapotrol beszéliink, ha kyyy = ky = --- = k° Ekkor ¢py1 = ¢ =
e e = CO.

Az elmondottakat foglalja 6ssze a
11.6. tétel. A termeld gazdasdg OLG-modelljének dinamikdjdt a (11.15) egyen-
let hatdrozza meg. Az OLG-modellben létezhet egy, tobb vagy nulla dllandésult
dllapot.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy egyetlen dllandésult allapot 1étezik.
A stabilitds még ilyenkor is bonyolult kérdés. Ismét specidlis esetben szemléltet-
jiik az elmondottakat.

11.8. feladat. Legyen f(k) = Ak® 0 < a < 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

w=A(l —a)kf ésry —1 = Aak‘f‘*l, valamint

BA(1 — )
(i + )

kt+1: ]Cta:/ik?,

azaz az dllandé6sult dllapot k° = x1/(1=2)

Centralizalt optimum

Az daltaldnos egyensilyelmélet alapgondolata szerint még ha el is vonatkozta-
tunk az érdekeltségi és informéacids problémaktodl, a centralizdlt gazdasdg sem
képes jobb teljesitményre, mint a decentralizalt gazdasidg. Nézziik meg, hogy all
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a kérdés esetiinkben! Miel6tt ratérnénk a centralizdlt optimum kérdésére, érint-
jiuk az optimdlis novekedés irodalmabol ismert (8. fejezet) és az el6zd alfeje-
zetben mdr a cseregazdasig esetére taglalt aranyszabalyt. Allandésult dllapotban
c= f(k)— (v — 1)k, ezért

_ de _
- 2=

A 6.3. tételben mar lattuk, hogy az 4llanddsult fogyasztds akkor maximdlis,
har® —1 = f'(k°) = v — 1: a kamatldb azonos a népesség novekedési iitemével.
Hasonl6an, de/dk > 0, ha f'(k) > v — 1, azaz telitettség esetén tGkekivondssal
novelhetd a fogyasztas.

Hogyan fest a centralizalt optimum 7' egymast kovetd, kettesével egyiitt €16
nemzedékek esetén? Legyen V' egy tdrsadalmi joléti fiiggvény:

0 Fl(k)—v+1. (11.16)

T-1

V = Bu(cio) + > p " U(cou, cris),
=0

ahol p a tarsadalmi leszamitolasi egyiitthatd. Ha a tervez6 kevésbé torédik a jo-
vével, mint a jelennel, akkor p > 1. Ha egyforman torddik minden nemzedékkel,
akkor p = 1. Végiil ha figyelembe veszi a nemzedékek méretét is, akkor p = 1/v.
Az 1j, nemzedékek kozti mérlegegyenlet

ki + f(ke) = vkyor +cor + v tery.
Kiejtve cg ;-ket, adédik a centralizalt optimum elsSrendii feltétele:
Cip: Bu'(c1t) — p_lu_lu'(coﬂg) =0, (11.17)
ki : —I/U’(Covtfl) + p_l[l + f’(kt)]u'(co7t) =0. (11.18)
Kombindlva a két egyenletet:
u'(cou—1) = [1+ f'(ke)]Bu' (c1,e)- (11.19)

Osszehasonlitva a centralizalt optimum (11.19) kovetkezményét a decentralizalt
optimum (11.4") feltételével, adddik a jOl ismert Osszefiiggés, ti. a decentralizalt
€s a centralizalt optimum azonos, ha a kamatldb minden idészakban egyenl$ a
toke hatarhozadékaval: (11.13)

Vizsgaljuk meg az optimalis allandésult dllapotot, ahol c° és k° a megfeleld
értékek. Behelyettesitve (11.17)—(11.18)-ba:

u(c}) = (TO)_IV_lu'(cg), (11.17°)

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

226 11. Egyiitt é16 nemzedékek (OLG)

1+ f(k°) = vre. (11.18°)
(11.18°) és (11.13) egyiitt adja a kdvetkezd megéllapitast.
11.7. tétel. (Modositott aranyszabaly.) A centralizdlt OLG-optimumban a kamat-
tényezd egyenld a népességnovekedési tényezd és a leszamitoldsi tényezd szorza-
tdaval:

r® =vp.

Miel6tt megemlitenénk a kovetkezd tételiinket, vegyiik a kovetkezd helyzetet.
Tegyiik fol, hogy az A és B véros elég tavol fekszik egymadstol és elég kozel egy j6
gyorsforgalmi tdthoz. Az A-bdl a B-be leggyorsabban gy juthatunk el, ha minél
hamarabb rdhajtunk a gyorsforgalmi ttra és minél tovabb maradunk rajta. (Lasd a
7.2. tétel elbtti hasonlatot!)

El6készitésiink utan bizonyitas nélkiil és pontatlanul kimondjuk a kovetkezd
tételt.

11.8. tétel. (Gyorsforgalmi ut.) Adott kg kezdeti és kT végdllapot, valamint ele-
gendd hosszi T id6horizont mellett az OLG-beni optimdlis { k. } pdlya az idé nagy
részében az dllandosult k° dllapot kozelében halad.

Dinamikus inefficiencia

Figyelemre méltd, hogy bizonyos esetekben az OLG-modellben lehetséges a di-
namikus inefficiencia, azaz legaldbb egy nemzedék joléte novelhetd gy, hogy a
t6bbié nem csokken (vo. a 11.3. tétel). Legyen ¢; = cot + v~ teiy az egy gye-
rekre és a fél sziil6re jutd fogyasztas, és ¢° az allandésult allapotbeli érték. Ezzel
visszavezettiik a kérdést a (11.16)-ban emlitett klasszikus feladatra, és belattuk a
cseregazdasdgra vonatkoz6 11.3. tétel termel6gazdasagra vonatkozd megfelel§jét.
11.9. tétel. Dinamikus inefficiencia. A termelé OLG-gazdasdg dllanddsult fo-
gyasztdsa novelhetd tékekivondssal, ha az dllandosult dllapotbeli toke nagyobb,
mint az aranyszabdly-érték: k° > kg,.

A gyakorlatban nem szabad megfeledkezni a termelékenységndvekedésrol
sem. Abel-Mankiw—Summers—Zeckhauser (1989) szerint az amerikai gazdasag-
ban nincs tdlfelhalmozas.

11.3. Nyugdijrendszerek és tokefelhalmozas
Ebben az alfejezetben a tdrsadalombiztositdsi (roviden tb) nyugdijkérdéseket ta-

nulményozzuk a termel6 OLG-modell segitségével (Simonovits, 2002). Egyéb-
ként az OLG-nek ez az egyik leggyakoribb alkalmazasa. Most Blanchard—Fischer
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(1989) 3.2. alfejezete szolgél az ismertetés alapjaul. Sziikségiink lesz a (11.4%)
optimumfeltétel (j alakjdra, melyet a megtakaritds behelyettesitésével nyeriink:

u (wy — 8¢) = 118U (e 150). (11.20)

Eddigi jeloléseink mellé vezessiik be a kovetkezdket: a; és p; egy fiatal sze-
mély tb-hozzdjaruldsa, illetve egy id6s személy nyugdija a t-edik id6szakban.
A fejezet bevezetésében mar emlitettiik, hogy kétféle tb-rendszer 1étezik: (i) t6-
kefedezeti és (ii) feloszto-kirovo. Az els6 rendszerben a fiatalok eldre takarékos-
kodnak oregkorukra: p; = r;a;—1, a masodikban az dllam az 6regek mindenkori
nyugdijat a fiatalok megadodztatasabol fedezi: p, = vay. A t6késitett rendszer op-
timalitasi feltételei a kdvetkez6k:

' (wy — 8¢ — ag) = rep1 B [ree (¢ + ag)], (11.21)
St +ap = th+1. (1122)

(11.21)—(11.22)-t osszevetve (11.20)—(11.14)-gyel, adodik a

11.10. tétel. Ha a tb-hozzdjdrulds nem haladja meg a tb-nélkiili rendszer megta-
karitdsait (a; < vkii1), akkor a tokésitett rendszer bevezetésénél k; vdltozatlan
marad, ezért a nyugdij léte nincs hatdssal az OLG-beli teljes tékefelhalmozdsra.

A feloszté—kirovo rendszer optimalitasi feltételei a kovetkezok:
u'(wi — st — ag) = rep1Bu[reg1se + vag, (11.23)

st = vk,

Az egyén szempontjabdl a tb-megtakaritidsok hozama r;—1 helyett v —1. Vég-
letesen leegyszeriisitett modelliinkben a feloszto—kirévo rendszer akkor és csak
akkor elényosebb, mint a CR, ha a népesség novekedési tényezdje nagyobb a
redlkamat-tényezonél (Aaron-elv). Tovabbi kérdés: hogyan hat a feloszt6—kirové
rendszer bevezetése a megtakaritdsokra? Vdlasz: kedvezdtleniil. Tegyiik fol, hogy
at = a4+1, és differencidljuk (11.23)-at:

/
ds;  ui +vuy

I/
day u1 + rug

ahol up és uo az u fliggvénynek a (11.23) egyenlet bal, illetve jobb oldaldn sze-
repld helyen vett értéke. A megtakaritds tehat mindenképpen csokken. Az, hogy
a relativ csokkenés, |ds;/da;| kisebb-e, mint 1, attdl fiigg, hogy v < r teljesiil-e.
Hasonl6an igazolhat6 a
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11.11. tétel. A feloszto—kirovo rendszer bevezetése lassitia az OLG-beli tokefel-
halmozdst, és csokkenti az dllandosult tokedllomdnyt. Ha r > v, akkor bevezetése
kedvez az elsé nemzedéknek, a tobbi kdrdra. Ha azonban r < v, akkor mindenki
nyer, mert csokken (esetleg megsziinik) a dinamikus inefficiencia. Ha r = v, ak-
kor a feloszto—kirovo rendszer ekvivalens a tékésitett rendszerrel, igy bevezetése
kozombos.

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy a feloszté—kirovo rendszer targyaldsanal mind-
végig foltettiik, hogy minden nemzedék hajlandé az el6z6 nemzedék tb-koltségeit
fedezni. Sz6 szerint véve ehhez (megszdmlalhat6an) végtelen sok nemzedékre van
sziikség, ugyanis ha lenne egy utolsé nemzedék, annak nem lenne érdeke fizetni
az utolso elotti nemzedék koltségeit stb., azaz a lanc megszakadna. Természete-
sen itt 6nz6 egyéneket feltételeztiink, s eltekintettiink a csalddon beliili kétirdnyud
tdmogatasoktol. A kérdést részletesen targyalja Blanchard—Fischer (1989) 3. feje-

zete.

11.7. példa. A kolozsvari Caritas tevékenysége is a népesség végességén bukott
meg 1994. kozepén: negyedév alatt a pénz megnyolcszorozasat igérte, amely még
az akkori évi 300 (negyedévi koriilbeliil 40)% inflici6 mellett — azonos nagy-
sagu betétekkel szdmolva —, a résztvevdk szdmdnak negyedévenkénti majdnem
meghatszorozdddsat igényelte: 8 = 1,4 - 5,7. Az 1997. elején dicsteleniil véget
érd alban pildtajaték egy egész nemzet gazdasdgi és tarsadalmi rendjét dsta ala.
Magyarorszagon 2015-ben a Quaestor-csoport bed6lése 150 mrd Ft-os hidnnyal
végz6dott.

Ez a gondolatmenet hasonlit ahhoz a matematikai paradoxonhoz, amelyet
a végtelen szobaszdmd, telthazas szallodardl szoktak elmondani. Minden szoba
egyégyas, minden szobdban van vendég. Megérkezik egy uj vendég, azt elszalla-
soljdk az 1. szobdban, annak kordbbi lakéjat 4tkiildik a 2. szobdba stb. Ebben az
értelemben egy ilyen szalloda soha sincs tele.

11.4. A pénz mint értékképzo egy OLG-modellben

Eddig nem modelleztiik a nemzedékek kozti csere pénzoldalat. Most Blanchard—
Fischer (1989) 4.1. alfejezete alapjan pétoljuk ezt a hidnyt. Elérebocsatjuk, hogy
nem foglalkozunk a pénz szdmos funkcigjdval (példaul csereeszkdz), megelég-
sziink az értékall6 pénz kincsképzd szerepének vizsgalatival.

A nyugdijrendszer OLG-beli elemzésénél lattuk, hogy egy novekvd népessé-
gl és termelékenységii gazdasagban, ha a fiatalok folyamatosan atadjak javaik egy
részét a néluk kisebb szdmd és szegényebb oregeknek, akkor mindenki jol jar. Ha
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viszont nincs egy tarsadalmilag szavatolt nyugdijrendszer, akkor minden nemze-
déknek be kell érnie sajét javaival. Hacsak nem taldljuk fol a pénzt! (Samuelson
1958-as cikkének cimében is szerepel a monetizélt és a monetizdlatlan gazdasig
szembeallitasa).

Most eltekintiink a népesség novekedéstdl: v = 1. Legyen M az id&ben val-
tozatlan pénzmennyiség, P; a t-edik idGszakbeli ar és a 11.1. alfejezethez vissza-
térve wy €s wi a fiatal és az id6s nemzedék jovedelme. Vezessiik be a fiatalkori
tdlkinélatot és az 6regkori tilkeresletet:

M 3 M
my = —5 = Wo — Co,t e€s Zt =
Py Py

=C1,t — W1.

Ismét u-val és v-vel jelolve a fiatal, illetve id6skori hasznossagfiiggvényt, és r; =
P,/ P,11-gyel a kamattényez6t, az optimum elsSrendd feltétele [(11.47)] a kovet-
kez6:

u' (wo — my) — rv’ (w1 + myry) = 0.

A 11.8. tétel Gjrafogalmazdsaként adédik a

11.12. tétel. Ha az OLG-gazdasdg dinamikusan inefficiens (r < v), akkor a pénz
bevezetése mindenkinek haszndl.

Ciklusok és kaosz az OLG monetaris modelljében

Egy specidlis példat mérlegelve a 11.1. alfejezetben mar foglalkoztunk ciklu-
sokkal és kdosszal. A pénz bevezetése utdn most visszatériink e kérdéskorre.
Blanchard—Fischer (1989, 5.4. alfejezete) nyomdn folytatjuk az elemzést.
A (coy, c1,4+1)-sik mellett az (my, 2;)-sikban vizsgdljuk az optimdlis elosztdst, s
az azt képvisel$ ajdnlati gorbét.

A 11.4.¢ésa1l.5. dbra (Blanchard—Fischer, 1989, 5.8. és 5.9. dbra) mutatja az
attérés elotti és utani helyzetet.

Mivel z;/m; = 141, az ajanlati gorbét az origéval 6sszekots pont meredek-
sége r¢41. Derivaljuk az optimumfeltételt, és fejezziik ki a dmy/dr;; differenci-
dlhanyadost:

dmg — repamp” + 0

5 .
driqq u” + T‘H_li}//

Felhaszndlva a z; = myry41 Osszefliiggést, adédik

dZt mtu” — ’Ul’l"t+1

— 5 )
drisq u + TH_IUH
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5S¢
F
af
s _F
g 3F
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2 o
& F
0 E
g ? :
1
wi |
0 E L 1 I 1 L 1 I 1 L 1 1 L |
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11.4. dbra. Ajéanlati gorbe a (cg, ¢1)-sikban

1,00

0,80

0,60

Oreg felélése

0,40

0,20

0,00 L = T 1 1 1 1 Il L I L e J

0,00 0,05 0,10 0.15
Fiatal megtakaritdsa

11.5. 4bra. Fiatalok és id6sek megtakaritdsa
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Mivel dz;/driy1 > 0, az ajdnlati gorbe akkor és csak akkor visszahajld,
ha dmy/driy1 > 0. Bevezetve a v hasznosséagfiiggvény relativ kockazatkeriilé-
si egyiitthat6jat, ((cy 4+1)-et, dmy/dryq szdmldl6ja a kdvetkezd alakot olti:

[ o ¢ — 1] v
C1,t+1

Mivel z; < c1,441, ¢-nak nagyobbnak kell lennie, mint 1. Ha w; = 0, akkor e
feltétel nemcsak sziikséges, hanem elegend® is.

Egyensilyban z; = myy1, azaz az ajdnlati gébrbe m; — my4; dinamikét
ad. A monetdris egyensuly létezésének feltétele m; = m;41 > 0. Esetiinkben
u' (wg) < v'(wn), azaz a 11.1. alfejezet szerint az autark kamattényezs kisebb,
mint 1 (hitelez6 aranyszabdly).

A stabilitas feltétele |dmyy1 /dmy| < 1, ahol dz;/dry = (dz/drt)/(dmy /dry)
és r = 1 szerint

dmyyy v —mu”

dmy mpu” + v

A 11.6. és a 11.7. abran (Blanchard-Fischer, 1989, 5.10. és 5.11. dbra) lathat6 a
pokhalémodellbdl ismert fazisdiagram: az egyik instabil, a mdsik stabil monetaris
egyenstly melletti igazodast mutat. Beldthat6, hogy a monotonitds hidnya miatt

az my — my41 dinamika nem mindig egyértelmi (hatdrozatlansdg) (Grandmont—
Laroque, 1990).

My

W /

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
m Wo m,

11.6. dbra. Instabil monetdris egyensuly
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232 11. Egyiitt é16 nemzedékek (OLG)
My

Wo

m Wy m,
11.7. 4dbra. Stabil monetaris egyensuly

Geometriai meggondoldsokbdl kovetkezik — 11.8. dbra (Blanchard-Fischer,
1989, 5.12. dbra) —, hogy az egyensiily stabilitdsa esetén egy 2-ciklus is létezik.
Grandmont (1986) észrevette, hogy a hatdrozatlansag feloldasdhoz meg kell for-
ditani a dinamikat: m;11 — my.

my
B
Myt 53
mb ............................................. A
my, m, m,

11.8. abra. 2-ciklus: OLG

Megfelel6en nagy (¢ esetén a forditott leképezést ad6 p-nek 3-ciklusa is van
— 11.9. 4bra (Blanchard—Fischer, 1989, 5.11. dbra) —, Sarkovszkij tétele (3.7. a)
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11.6. Tanulsdgok 233

tétel) szerint tehdt minden P > 1 természetes szamra P-ciklusa is van. Nyil-
vanvaldan e ciklusok az eredeti irdnyban is ciklusok. A ciklusok stabilitdsa kiilon
kérdés.

My

m, m my m,

11.9. abra. 3-ciklus: OLG

Grandmont (1985)-ben megfelel6 feltételek mellett belatta, hogy az OLG-gaz-
dasagban idében visszafelé legfeljebb egy stabil ciklus 1étezik, azaz az elére ha-
lad6 id6ben legfeljebb egy instabil ciklus 1étezik. Alkalmas tanuldsnél a rendszer
éppen ide tart. A kdosz létezése bonyolultabb, de megfeleld feltételek mellett az
is igazolhat6.

Sokan kifogasoljak, hogy a ciklusok 1étezéséhez tilsdgosan erds kvantitativ
feltevésekre van sziikség. Eppen ezért figyelemre mélté, hogy ha elejtjiik a homo-
tetikus hasznossagfiiggvények feltevését, akkor enyhe elégséges feltételt kapunk:
11.13. tétel. (Balasko—Ghiglino, 1995, 1. dllitas.) Ha az egyenld drakndl vett
Engel-gorbének van legaldbb egy pontja, ahol a gorbe meredeksége kisebb, mint
1, akkor létezik a sikban a kereset-pdroknak egy olyan nyilt halmaza, hogy a hozzd
tartozo OLG-cseregazdasdgokban van 2-ciklus.

11.5. Tanulsagok

A 11. fejezet végére érve célszerlinek l4tszik a tanulsdgok 6sszefoglaldsa.

Az OLG- (egyiitt €16 nemzedékek) modellcsalad sikerrel magyardzza meg a
dinamikus gazdasig olyan jelenségeit, amelyek az apdk és fitk (anydk és lanyok)
egymasra utaltsdgaval kapcsolatosak. Az egyszektoros optimalis novekedéselmé-
let egyes tételei (példdul az aranyszabdly) érvényesek maradnak, misok (példdul a
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234 11. Egyiitt é16 nemzedékek (OLG)

stabilitds) érvényiiket vesztik. A meg6rzott aranyszabdly kovetkezményeként ado-
dik, hogy a feloszté—kirovo nyugdijrendszer mikor jobb a tékésitett rendszernél.
Ujdonsdg viszont, hogy az OLG-ben nem minden optimalis palya stabil; ciklu-
sokkal és kaotikus palyakkal is taldlkozhatunk. Az OLG-cseregazdasagban elmé-
leti tisztasdgukban tanulmanyozhatdk egyes jelenségek (adds vs. hitelezd arany-
szabaly; ciklus és kdosz). Az OLG-termelégazdasidgban pedig mind a tékefelhal-
moz4s, mind a kamatldb endogén.

Ugyanakkor az OLG-modellcsalddban nagyon megszorité az a feltevés, hogy
minden idészakban csak két korosztily-nemzedék (dolgozoké és nyugdijasoké)
él egyiitt. Emiatt az elemzési alapidészak eleve nagyon hosszi, mondjuk 30 év,
az ezen beliili mozgasok nem is értelmezhetdek. Csak felsorolunk néhany irredlis
kovetkezményt. 1. A munkdban és a nyugdijban t6ltott id6szak egyforma hosszu.
2. Nem nonek a szolgalati idével a keresetek. 3. A legrovidebb (két idészakos)
ciklus hossza 60 év (Sims, 1986)! Sajnos az OLG-modellek hivei gyakran elfe-
ledkeznek modellcsaladjuk megszoritéd feltevéseirdl, és tilzott magabiztossaggal
vonnak le gyakorlati kdvetkeztetéseket e modell segitségével.

A kovetkez6 fejezetben bemutatjuk, hogy az OLG-t bizonyos vonatkozasban
altalanosité OLC- (egyiitt é16 korosztalyok) modellcsalddban hogyan médosulnak
egyes feltevések és nyomukban egyes tételek.
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12. fejezet

Egyiitt élo korosztalyok

A kozgazdasagi modellek egyik sajdtossdga, hogy a vdrakozdsok miatt a mult
részben a jovon keresztiil hatdrozza meg a jelent. A keynesi forradalom sordn nagy
szerepet jatszottak a naiv (vagy adaptiv) varakozasok. A monetarista ellentdma-
d4s sorén a Phillips-gorbe Milton Friedmantdl szdrmazé (Friedman, 1968) adaptiv
varakozasokkal valo kiegészitése mutatott rd a munkanélkiiliséget infliciéra valto
gazdasagpolitika korldtaira. Alig telt el néhény év, és Lucas (1976) hatdséra a ra-
ciondlis varakozasok ,,legy6zték™ a naiv varakozasokat (v0. 2.6. alfejezet). Szinte
a 2007-ben induld pénziigyi és gazdasdgi vildgvalsagig kellett varnunk, hogy a
raciondlis varakozasokba vetett hit némileg meginogjon.

Kevésbé ismert, hogy a raciondlis varakozdsoknak korabban is voltak elméleti
és gyakorlati kritikusai (példaul Lovell, 1986). Szdmomra a legfrappdnsabb gya-
korlati kritika, hogy a véltozé kamatozasu jelzalogkodlcsonok torlesztorészletének
szdmitdsakor naiv médon feltételezik, hogy az esedékes kamatldb a torlesztés vé-
géig fenndll (Simonovits, 1992). Pdlyafutdsom sordn mdaskor is foglalkoztam a
racionalis és a naiv varakozasok kapcsolataval, kétségeket ébresztve az eldbbiek-
kel kapcsolatban, tdmogatva az utébbiakat (Simonovits, 1979a, b, 1983, 1999b).
Ebben a fejezetben is ezt a megkozelitést folytatom.

A 12.1. alfejezetben 4ltaldnos matematikai alakban fogalmazom meg a kér-
dést (vo. Grandmont—Laroque (1986) és Gauthier (2001)). A 12.2. alfejezetben
viszont konkrét kozgazdasagi modellre, az egyiitt 16 korosztalyok modelljére al-
kalmazom a megkozelitést. A 11. fejezettel ellentétben ez nemzedékek helyett
korosztalyokat, akar évjaratokat tekint, és ezaltal alkalmas a nyugdijrendszerek
elemzésére is. Az els6 kiadds megfeleld fejezete Simonovits (1995) és kiilondsen
Molnar-Simonovits (1997)-on alapult, de most jelentdsen egyszer(isitem a targya-
l4st (vO. Simonovits, 2013).

235
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236 12. Egyiitt €16 korosztalyok

12.1. Altalanos varakozasi séma

Legyent = 0,1, ... diszkrét id6szak (példaul év) indexe, és legyen z; € R a t-
edik id6észak allapotvaltozéja. Miel6tt kifejtenénk az altaldnos varakozasi sémat,
bemutatjuk a 11. fejezetbeli OLG-modell utini legegyszer{ibb sémat.

12.1. példa. Mésodrendi linedris varakozési séma. Feltessziik, hogy a dontés-
hozé egy id6szakra visszatekint a miltra, és egy idGszakra el6retekint a jovore,
ez utébbi eldrebecslést (2§, | jeloli. A mult, a jelen €s a jovE kozott a kovetkezd
linedris kapcsolat all fenn:

axi—1 + by + x5, =0, t=0,1,.... (12.1)

A raciondlis vdrakozds esetén a varakozas pontos: ;73,1 = Tty1, S €zt behelyet-
tesitve (12.1)-be a dinamika

Tt4+1 = —aT¢ — b.’Et_l. (122R)

Az 1.7. példa megadja a stabilitas feltételeit: 1 +a+b > 0,1 —a+b > 0és
b<1

A naiv vdrakozds esetén a véarakozds az el6z6 id6szak éllapotdval azonos:
tT3, 1 = @y, s ezt behelyettesitve (12.1)-be a dinamika

ari—1

b1 feltéve, hogy b # —1. (12.2N)

Ty =

A dinamika pontosan akkor stabil, ha |a| < |b+ 1].

Belathatd, hogy a naiv vdrakozdsok stabilitasi tartomanya altaldban b6vebb,
mint a raciondlis varakozdsoké.

Rétérve az 4ltaldnos sémadra, legyen m és n két pozitiv egész szdm, a mult és
a jovo tavja. Tetsz6leges t-edik id6szakban az z;—_y, . . . , 7¢—1 miltbeli dllapotso-
rozat fiiggvényében a dontéshoz6 a t-edik idészakban elére jelzi, hogy mi lesz az
allapot értéke t+1, . . ., t+n-ben: azaz meghatarozza becsléseit: yxy, ¢, . .., tT¢, .
Foltessziik, hogy a modellben 1étezik egy autoném (id6t61 explicit médon fiigget-
len) I : R4 5 R fiiggvény, amely implicit differenciaegyenletként a muilt-
beli allapotok és a jovore vonatkoz6 varakozasok fiiggvényében meghatarozza a
jelen dllapotot:

F(:Etfma'--75Et717$t7t$te+1a---7t:E?_t,_n) :0, t:O,l, (123)

A 12.2. alfejezetben kozgazdasagilag is meghatarozunk egy ilyen fiiggvényt.
A rendszerben alapvetSen kétféleképp lehet specifikdlni az el6rejelzéseket.
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Raciondlis vdrakozdsok, azaz minden el6rejelzés pontos:
t.l‘?+1 = L4l tl‘§+n = Tt4n, t:O,l,...; (124R)

itt szinte felesleges a bal als6 indexben a t el6rejelzési id6szak jelolése.
Naiv vdrakozdsok, azaz minden eldrejelzés a jelent vetiti ki a jovore:

t$§+1:$t,...,t$§+n:$t,, t:O,l,, (124N)

itt viszont nem felesleges a t eldrejelzési id&szak jelolése. Kezdeti feltételek:
T_m, ..., T—1. (A kétegyenlet csak a varakozas tipusdban kiilonbozik egymastol,
erre utal az R és az N jelolés. )
A raciondlis varakozdsok esetén (12.4R)-t behelyettesitve (12.3)-ba, a dina-
mikat egy m + n-edrend{i differenciaegyenlet adja:

F(.’I}t_m,..., xt_1,$t,$t+1,...,$t+n) :0, tZO,l,..., (125R)

itt a 0-dik id&szakban meghatdrozatlan az x1, . .., x, allapotsorozat, mert nem
ismerjiik a kozeljovot.
A naiv vérakozas esetén pedig (12.4N)-t behelyettesitve (12.3)-ba, a dinami-
kat egy m-edrendd differenciaegyenlet adja:

F($t_m,...,$t_1,l‘t,$t,...,{I)t):O, tZO,].,..., (125N)

itt eltinik a hatdrozatlansig. Persze, minden id&szakban valtozik x;, ezért az
elérejelzések mindig cafolédnak, de jobb hijan ehhez a médszerhez ragaszkodnak
a dontéshozok.
Feltessziik, hogy mindkét varakozds mellett ugyanaz a két dllandésult allapot
1étezik, a 11. fejezetben specidlis esetben bevezetett kiegyenstilyozott (balanced)
és az aranykori (golden rule) dllapot: g = 1 és zp # 1, azaz

F(1,....1)=0 és F(Zp,...,75) =0. (12.6)

Hamarosan ismertetendé modellezési tapasztalatok szerint a raciondlis véra-
kozés szerinti (12.5R) dinamikdnak a stabilabb dllandésult allapotban éppen n
instabil irdnya van. Példdul ha a racionalis varakozas dinamikédja id6ben megfor-
dithat6, akkor m = n, és a dinamika linearizalt megoldashoz tartoz6 karakteriszti-
kus polinom gyokei (Ag, 1/\x) parokba rendezhetdk, itt teljesiil a tapasztalat. Ha
a meghatdrozatlan kezdeti feltételek alkalmas vélasztdsdval a dinamikdban ezeket
az irdnyokat elnyomjuk, akkor a hatdrozatlansdg az instabilitdssal egyiitt is eltlinik
(példaul Laitner, 1981 és a 10.1. tétel). Szerintem ez mesterkélt (de ez kisebbségi
vélemény).

Modellezési tapasztalat szerint a naiv varakozds szerinti dinamikdban a stabi-
labb (kisebb) allandésult allapot lokalisan aszimptotikusan stabil. A naiv varako-
zasok Markov-lancra emlékeztetnek, €s innen adddik a stabilitas.
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12.2. Varakozasok az egyiitt él6 korosztalyoknal

Ebben a szakaszban egy , konkrét” kozgazdasagi feladaton szemléltetjiik, hogyan
lehet értelmesen specifikdlni az el6z6 absztrakt matematikai feladatot. E18szor az
optimalizalds nélkiili, dltaldnosabb megkdzelitést vizsgaljuk, s csak aztan tériink
rd az optimalizélasra.

Samuelson (1958) modelljét igazabdl Gale (1973) tette szabatos matematikai
modellé. Auerbach—Kotlikoff (1987) volt az elsé dinamikus altaldnos egyensilyi
modell, amely gy volt paraméterezve, hogy redlis nagysagrendd, jol kalibralt
valaszokat adott (vo. Bommier-Lee, 2003). Kehoe—Levine (1990) az egyiitt é16
korosztilyoknal fellépd hatdrozatlansagot vizsgdlta. Augusztinovics (1992) volt
az elsé magyar nyelvii cikk, amely az egyiitt €16 korosztdlyok modelljében az
allandosult allapotokat vizsgélta, beleértve a Leontief-hasznossagfiiggvény esetét
is (Simonovits, 2020, 15. fejezet).

Az életciklus-modell a kovetkezd. Legyen D egy pozitiv egész szam, és legyen
w; az ¢ kordak (naptéri idében véltozatlan) jovedelme, ¢ = 0,1,..., D (egy kor-
osztaly élettartama tehat D + 1). Legyen a t-edik id6szakban sziiletett korosztaly
fogyasztdsa i idGs korukban c; ;1; > 0 valds szdm. Kiilonbségiik a megtakaritds:

Sit+i = Wi — Cjtti, t=0,1,...,D. (12.7)

Optimalizalas nélkiil

Rétériink az igazén érdekes kozgazdasagi modellre, ahol az egyiitt é16 koroszta-
Iyok megtakaritdsainak és a kamatvarakozdsoknak a kolcsonhatdsa hatdrozza a
kamatlabpélyat (Samuelson, 1958 és Gale, 1973). Legyen r; a t-edik id6szak ka-
mattényezdje, ekkor Ry 4 = 7441 -+ T @ [t,t + 1] idGszak halmozott kamat-
tényezdje. Ha a fogyaszt6 orokség nélkiil kezdi az életét és 6rokség nélkiil fejezi
be, akkor a kereseti és a fogyasztasi palydk jelenértéke egyenld, azaz kozottik a
kovetkezd koltségvetési korldtnak kell teljesiilnie:

D
Y sisiRi =0 (12.8)
=0

Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy minden korosztilyban ugyanannyi
csecsemd sziiletik a kezdd id6szakban (szdmukat vegyiik 1 egységnek, ez lehet
ezer, ..., milli6), és haldlozdsi folyamata determinisztikus, azaz mindenki D éve-
sen hal meg. Ha nemcsak a ¢-ben sziiletett egyének életpalya-fogyasztasa érdekel,
hanem a t-ben egyiitt €16 korosztilyok mérlegegyensiilya is, akkor egy 1j korlétot
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is figyelembe kell venniink:

D
> sie =0, t=0,1.... (12.9)
i=0

A két korlat 6sszehasonlitdsabol lathatd, hogy 7 = 1,¢ = 0,1,... esetén a

(12.8) egyéni koltségvetési feltétel és a (12.9) tarsadalmi mérlegegyensily azonos,
ezért ez a kamattényezd-palya automatikusan egyensilyi lesz.

Raciondlis varakozasokndl behelyettesitéssel egy implicit 2D + 1-ed rendd
nemlinedris differenciaegyenlet-rendszert kapunk:

S(Tt_D...,’rtfl,/rt,’r‘t+1,...,/rt+D)207 tZO,].,..., (1210R)

Mar Samuelson észrevette, hogy a rendszer a legegyszer(ibb esetben, D = 1-
nél sincs meghatdrozva: ¢ = 0 id6szakban elére kellene tudni a kovetkez6 D
id6szak kamatldbait. Ezen dgy 1épnek til a megkdzelités hivei, hogy felteszik,
hogy éppen annyi fiiggetlen irdny van, mint amennyiben a kezd6értékek instabil
palyét szarmaztatnak: instabil nyeregpont.

Rétériink a naiv vdrakozdsokra, ahol kamatvarakozdsok minden idgszakban
kivetitik a jelent: r{, | - - - = r{, , = 7. Ekkor a keresztmetszeti feltételbdl eltiin-

nek a meghatarozatlan értékek:

S(re—Dg1 -« s Tt—1,Tty Tty -, 7¢) = 0, t=0,1,..., (12.10N)
Numerikus kisérleteinkben ez a dinamika a stabil egyensily kdzelében lokélisan
stabil.
Optimalizalassal

Ratériink az altaldban elfogadott, optimalizalason alapulé megtakaritasi fiiggvé-
nyek kiszdmitdsara. Feltessziik, hogy az egyén életpdlya-hasznossdgfiiggvénye le-
szamitolt CRRA alaku:

D
U(Cots---»Cistris- - CDgaD) =0 > B0, (12.11)
i=0

ahol o egy 1-nél kisebb, de 0-t6] kiilonbozd valés szdm, amely az egyes id6-
szakok fogyasztasi rugalmassagaval kapcsolatos; 3 0 és 1 kozotti valds szam —
a leszdmitoldsi tényezd. Sziikségiink lesz a yu = 1/(1 — o) jelolésre, amely az
intertemporélis helyettesitési rugalmassiggal azonos.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

240 12. Egyiitt €16 korosztalyok

12.2. példa. Az egyik legérdekesebb, imént kizart eset 0 = 0 (u = 1), ekkor
logaritmust kell {rni a hatvanykitevék helyett:

D
U(Co’t, ey Cz’,t—l—ia e ;CD,t—i—D) = Z ﬁl IOg Ci,t+i- (12110]))
i=0
A masik legérdekesebb, eddig szintén kizart eset: 0 = —oo (i1 = 0), ekkor
U(Co,t, sy Gty e ey CD,t+D) = min[covt, ey Gty e ey CD,t+D]~ (12.11L)

Redlis esetben 0 < 0,azaz 0 < u < 1.
Elegédnsabbnak tinhet a CES-formula (o # 0 esetén), amely az egyes idGsza-
kok stlyozott hatvanykozepeként irja fel az életpalya-hasznossagot:

D i 1/o

i=0 ﬁl%ﬂ

D :
> im0 B

Az optimélis fogyasztdsi pdlya ezt a célfiiggvényt maximalizélja a (12.8) kolt-
ségvetési korlat mellett.

U(CO,ta--wCi,t—&—i,---acD,t—l—D) = [ (12110ES)

12.1. tétel. Adort (..., Ry,...) kamattényezd-pdlya esetén az optimdlis CRRA
fogyasztdsi pdlya képlete

Zk 0 kat Atk

pu—1
ko Bk Ryyik

Bizonyitas. A Lagrange-féle feltételes sz€ls6érték-maddszer Lagrange-szorzéja le-
gyen )\, ekkor — elhagyva a kereseti dllandokat — a Lagrange-fiiggvény

Citri = BMRY . i=0,1,...,D. (12.12)

D
_ —1 i e . . p—1
L= Z Ci t4i )‘Cl,t+lRt,t+z']'

L-t parcidlisan derivélva c; ;; szerint és 0-vd téve a derivaltat:
% - 1 1
G S+ )‘Rt gt T =0.
Rendezéssel adodik a A-paraméteres optimalis palya:
Cipti = A~ “ﬁ‘“Rt i 1=0,1,...,D. (12.13)

Visszahelyettesitve a (12.13)-beli paraméteres optimumot a (12.8) koltségve-
tési feltételbe, adodik a szorzo:

S0 Wkl
Sk BRI
és ezdltal a (12.12) optimalis fogyasztasi palya. |

- _
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v

El6készitésiil kimondjuk a kdvetkez6 tételt.

12.2. tétel. Raciondlis vdrakozdsok esetén a CRRA-optimdlis kamatldbpdlydt a
2D — 1-edrendii (12.10R) implicit differenciaegyenlet hatdrozza meg, ha a szokd-

SO0S "_p41,...,T—1 kezdeti feltételek mellett implicit alakban meg tudjuk adni az
r1,...,Tp_1 meghatdrozando tobbletfeltételeket:
ka 4
Z w; = Z Zk 0 t— zt i+k B/“Rf,i’t- (1214)

%
$ ko BERRI zt itk

Bizonyitas. Ahhoz, hogy behelyettesithessiik a (c; ¢ ); fogyasztdsi profilt (nem pa-
lyat) a tarsadalmi mérlegegyenletbe, a (12.13) fogyasztasi palya képletében a ¢-t51
fiiggd mindegyik indexet csokkenteni kell ¢-vel:

Yo wi Ry zt itk
Py oﬂ“th it—ith

A behelyettesités utdn adodik a 12.2. tétel egyenletrendszere. O

BHRE i=0,1,...,D. (12.15)

R

Cit =

Es itt a gubanc, a raciondlis vdrakozdsok esetén a rendszer hatdrozatlan
(Laitner, 1981). De ha naiv vdrakozdsokkal dolgozunk, és a ¢-nél kés6bbi ry
kamattényez6k helyébe r;-t frunk, akkor eltlinik a meghatdrozatlansig, raciondlis
varakozéasokndl megmarad.

12.3. tétel. Naiv vdrakozdsok esetén a CRRA-optimdlis kamatldbpdlydt egy D-
edrendii (12.10N) implicit differenciaegyenlet hatdrozza meg a O iddszakbeli
T_D+1,---,7—1 kezdeti feltételek mellett.

Ham =D —1,n = D, é x;y = 1, akkor visszajutottunk az absztrakt
modellhez. Vegyiik észre, hogy az dltalunk kizért, de egyébként legnépszertibb és
a 11. fejezetben targyalt D = 1 esetben a hatdrozatlansdgi probléma eltiinik.

Megadunk egy érdekes specidlis esetet a kereseti palyara/profilra, amikor ered-

ményeink élesithetdk.
12.3. példa. (V6. Kim, 1983.) Jelolje L és M nemnegativ egész szdm a munkaba
1€pési kor és az utolsé munkéban toltott idészak indexét, amelyre értelemszerien
0 <L <M< D. Az egyszertiség kedvéért csak a munkdban t6ltott idészakban
van pozitiv jovedelem, elStte hitelbdl, utdina megtakaritasbol élnek az egyének.
Képletben, legyen az életpdlya-kereset tomege 1, és legyen a kereseti pélya viz-
szintes: w = 1/(M — L+ 1) és

0, hai<L;
w; =< w, hal <7< M,
0, hai> M.
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H=05  ----- H=0,73 —— =075 e u=09
N
LOOr

. 050[ & g
] L &
= s

- i
3 . i
s i /\
E 000}
g [
E) -
o0 . -
< 050}

_1,00 i n 1 " 1 " 1 " 1 " ) r
0,70 0,80 0,90 1,00 1,10 1,20
Kamattényezd
12.1. dbra. Kamattényezd és megtakarités
Legyen
i (L 1 M ) 3 (L ] M )
=min | —,1 — — és =max | —,1— .
M1 D ) D M2 D ) D

Belathat6, hogy megfelel6en kicsiny (0 < @ < p1) vagy nagy (ue < p < 1)
p-re rg mellett 1étezik még egy allanddsult egyensilyi kamattényezd, jele rp,
amelyik kisebb vagy nagyobb, mint 1. Az L # D — M esetén kozbiilsS (i1, p2)
nem iires paraméterintervallumban vagy 0 vagy 2 egyensiilyi dllapot 1étezik.

Molnar—Simonovits (1998) részleges analitikus tételei alapjan megkockéztat-
hatjuk a kovetkezd sejtéseket:

12.1. sejtés. A raciondlis vdrakozdsok esetén mindkét egyensiilyi kamattényezd
lokdlisan instabil.

De ha naiv vérakozdsokkal dolgozunk, akkor van remény a stabilitdsra.
12.2. sejtés. A naiv vdrakozdsok esetén a kisebbik egyensiilyi kamattényezd lokd-

lisan aszimptotikusan stabil.

Ismét hangsilyozzuk, hogy az egyensiilyi dllapotban a virakozds tipusa ko-
z6mbos. Aldtdmasztasul az S(r) = 0 gorbét mutatjuk be, amelynek gyokei az
allandésult allapotok, négy kiilonboz6 1 esetén. Eves szamoldsnal D = 71 évvel
fogunk dolgozni. A 12.1. dbran az egyik alapeset, L = 20, M = 57 és 8 = 0,99
lathato.

12.1. feladat. Programozzuk be a 12.1. abra gorbéit.
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Aranyszabdly 0000 o----- Kiegyenstilyozott
1,40

CRRA hasznosség

1,30

1,20

6k
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12.2. 4bra. Instabil palya raciondlis varakozasnal

2,00
1,80 Leontief hasznossag
1,60

1,40
aranyszabdly
1,20 kiegyenstlyozott ¢

OO E e o s =

Uj kamattényezok
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0,60
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Régi kamattényezék

12.3. dbra. Stabil pélya naiv varakozdsnal
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El6szor a raciondlis varakozdsok esetét vizsgaljuk, ahol a kamatlab-varakoza-
sok minden id8szakban teljesiilnek: ¢y = ;.

12.2. feladat. Programozzuk be a raciondlis varakozdsok menti 12.2. dbra gorbéit.
12.3. feladat. Programozzuk be a naiv varakozdsok menti 12.3. dbra gorbéit.

A teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy a 15.2. alfejezet k6zEépsé modelljében
az egyiitt é16 korosztalyok megtakaritasi dinamikajat O szinten rogzitett kamatla-
bak mellett, kétféle racionalitdst aktorok egyiittesére vizsgaljuk.

Zarasként roviden kitériink a ciklusok kérdésére raciondlis varakozasok ese-
tén. Mar a 11. fejezetben bemutattuk, hogy Gale (1973) és Grandmont (1985)
optimdlis ciklusokat, s6t kaotikus dinamikat talalt az egyiitt é16 nemzedékek mo-
delljében. Sims (1986) ramutatott arra, hogy ennyire rosszul kalibrdlt modellek
eredményei keveset mondanak a valésagrol. Aiyagari (1989), Rechlin (1992) és
masok a hosszu életli fogyasztékra mutattak be a ciklusok lehetetlenségét, ezek
azonban szintén rosszul kalibralt modellek voltak. Sajat munkdmban (Simonovits,
1998) sikeriilt kizarni a 2-ciklusokat altalainos CRRA hasznossagfiiggvényekre és
a P-ciklusokat Cobb—Douglas-hasznossdgfiiggvényekre. Sejtés: altalanos CRRA
hasznossagfiiggvényekre sem léteznek P-ciklusok.
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13. fejezet

Rugalmas nyugdijkorhatar
tervezése (tarsszerzo: Eso Péter)

A 8. fejezetben az optimdlis szabdlyozaselmélet segitségével optimdlis fogyasz-
tasi stb. palyakat szamitottunk ki. Most id6 helyett tipusok kozotti dinamika segit
a rugalmas nyugdijkorhatar optimalizdldsdban: hogyan kell biintetni/jutalmazni a
korai/kés6i nyugdijba vonulast igy, hogy a rendszer egyensulyban legyen, a tar-
sadalmi jolét maximadlis legyen, és senkinek se érje meg olyan meniit vdlasztani,
amelyet mas tipusnak szant a kormanyzat. Mirrlees (1971) mechanizmustervezési
modszerét alkalmazva, Diamond-Mirrlees (1978) a rokkantsdgi nyugdijak terve-
zését elemezte, Fabel (1994), Diamond (2003), Es6—Simonovits (2003), Cremer—
Lozachmeur—Pestieau (2004), valamint Es6—Simonovits—Téth (2011) az dregségi
nyugdijakkal foglalkozott. Kiemeljiik, hogy analitikus megoldés helyett egy haté-
kony numerikus algoritmussal kell megelégedniink. A 13.1. alfejezetben bemutat-
juk a rugalmas nyugdijkorhatar és -jaradék modelljét, a 13.2—13.3. alfejezetben az
ugynevezett elsé és masodik legjobb megoldast elemezziik. A 13.4. alfejezetben
numerikusan vizsgéljuk a kérdést.

13.1. A rugalmas korhatar

Modelliinkben 1étezik egy nagy 1étszamu staciondrius népesség, amelynek tagjai
ismerik sajat vdrhat6 élettartamukat, de a kormdnyzat nem ismeri azokat: aszim-
metrikus informdcio. Minden egyén 0 évesen 1€p be a munkapiacra, és évente
egységnyi keresetiik van. Feltessziik, hogy a dolgozék nem tehetnek félre id6s-
korukra (ezt a megszoritast feloldjuk a 15.2. alfejezetben). A nyugdijrendszer el-
sO Osszetevdje a 0 < 7 < 1 jarulékkulcs, amely szerint a dolgozd jarulékot fi-

245
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zet (mds adoktol eltekintiink). Amikor a dolgozé R évesen nyugdijba megy, azaz
nem dolgozik pénzért, nem fizet tobbé jarulékot, viszont évente b > 0 nagysagu
életjaradékot kap. A kormdnyzat alakitja ki a 7 jarulékkulcsot és a b(R) jaradék-
fliggvényt. Megkoveteljiik, hogy a rendszer pénziigyi egyensilyban legyen (azaz
a varhat6 Osszjaradék nem lehet nagyobb a varhat6 6sszjarulékndl). Els6 ranézésre
a kovetkezd megoldas adédik:

WR) =" 0<Ry<R<Ry<m,
m—R

ahol m a varhat6 élettartam, és R, a minimalis, Ry; a maximalis nyugdijkorhatar.
Ez az eszmei szdmlds nyugdij, amelyet szdmos orszdgban — Svédorszdg, Lengyel-
orszag — alkalmaznak és mas orszagokban is ajanljdk. Ez a rendszer j6, hiszen —
legalabbis elsd kozelitésben — mindenki szabadon vélaszthatja nyugdijba vonuldsi
életkorat, és azt kapja vissza nyugdijban toltott élete folyaman, amit dolgozdként
befizetett.

Két fontos esetben azonban médositasra szorul a séma: 1) adott orszagban
és évben a vdrhat6 élettartam az életpdlya-keresettel parhuzamosan emelkedik
(Liebmann, 2002; . .. Simonovits, 2021); és 2) a késébb nyugdijba vonul6k nem-
csak jobban szeretnek dolgozni, hanem egészségesebbek is, ezért tovabb élnek.
Ebben a fejezetben a rugalmas korhatart a 2) esetben vizsgaljuk, foltéve, hogy
az aszimmetrikus inform4cidt a kormdnyzat nem tudja, vagy etikai okokbdl nem
akarja figyelembe venni.

Varhato élettartamuk szerint (¢t = S,...,T") a dolgozok tipusokba sorolha-
tok: a t-edik tipusi dolgozdk R; évesen mennek nyugdijba, évente és életjaradék-
ként b; nyugdijat kapnak, aranyuk a népességben f; > 0, Zf: g ft = 1. Legyen
m = ZtT: g tfi a varhat6 élettartamok dtlaga. A t-edik tipus életpdlya befizeté-
si/kifizetési egyenlege

Zt :TRt— (t—Rt)bt, t= S,...,T. (131)

Az eszmei szdmla szerinti nyugdijuk

Ry
A t=S... .. T 132
t m_Rtu 9 9 ( )

13.1. feladat. a) Igazoljuk, hogy (13.2) esetén z;' > 0 pontosan akkor teljesiil,
hat < m!

b) Mutassuk meg, hogy ha a hosszabb élettartamuiak kés6bb mennek nyug-
dijba, azaz R; < Ryy1 (t = S,...,T — 1), akkor a varhat6é egyenleg negativ:
Z=SLqfN<0
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Eddig adottnak vettiik a ¢t-edik tipus szolgdlati idejét: R;. Ha optimalizalassal
akarjuk R:-t meghatdrozni, akkor hasznossagfiiggvényeket kell bevezetni. A -
edik tipusd egyén v, életpalya-hasznossigfiiggvénye a dolgozdi és nyugdijas sza-
kasz hosszaval suilyozott hasznossagfiiggvénynek az 0sszege. Ha a t-edik tipusd
egyén R, évet dolgozik, akkor u = u(1 — 7) hasznossdghoz jut R; éven keresztiil,
és w(b;) hasznossdghoz t — R; éven keresztiil, tehdt az életpalya-hasznosségfiigg-
vény

vy = Riyu + (t — Rt)w(bt) (13.3)

Az egyén szabadidd-preferencidjat u(-) és w(-) éves hasznossdgfiiggvények
kiilonbozGsége tikkrozi. Egyszeriiség kedvéért foltessziik, hogy u(z) = w(z) —
€ > 0, ahol € a munka hatdrdldozata. Egyetlenegy tovabbi megszoritast tesziink
u-ra és v-re:

w(0) —w'(0)7 < u(l —7) <w(l) —w'(1)(r +1). (13.4)

A kormadnyzat egy optimélis (R, b;); nyugdijrendszert tervez, amely maxi-
malizélja a kovetkezd additiv konkdv tarsadalmi joléti fiiggvényt:

T
V=>" fib(ve), (13.5)

t=S

ahol v egy degresszios fiiggvény, amely a hosszabb élettiek nagyobb életpélya-
hasznossagat esetleg csokkend mértékben ismeri el. (Vegyiik észre, hogy kiilon-
boz6 élettartamu egyének életpilya-hasznossagit dsszeadva vagy egy korosztily
életpalya-j6létét, vagy a staciondrius népesség egyéves jolétét mérjiikk. Ugyanez
elmondhat6 a kés6bbiekben bevezetendd egyéni és aggregalt egyenlegekre is.)

A kormdnyzat adott 7 jarulékkulcs esetén optimalizdlja a tarsadalmi joléti
fiiggvényt a (by, Ry); menii szerint. Nem foglalkozunk azzal, amikor a tervezs
a parametrikus maximalis tarsadalmi joléti fiiggvényt optimalizélja T szerint (V0.
Simonovits, 2018). Mivel a kormanyzat nem figyeli meg az egyének maganin-
formécioit, a nyugdijrendszernek (bayesi) 6sztonzési kompatibilisnek kell lennie.
Nincs sziikség viszont a részvételi korlatra, hiszen a részvétel kotelezd. (Ehelyett
egy keresztmetszeti koltségvetési korlatunk van, akarcsak az optimadlis jovedelem-
adoztatasban.)

13.2. Az elso legjobb megoldas

Ebben az alfejezetben a kovetkezd feltevés esetén elemezziik a feladatot: az egyé-
neknek nincs maganinformdacidjuk sajat élettartamukrol. Csak azt tessziik fol,
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hogy minden dolgozé vérhat6 élettartama mindenki dltal megfigyelhets. Ez a
megoldas mérceként szolgdl a kdvetkezd alfejezetben vizsgalandé masodik leg-
jobb megoldas esetén.

A teljes informaltsdg miatt a tarsadalmi tervezd (a mechanizmusszerkeszto)
képes els6 legjobb nyugdijtervet késziteni, a ¢t-edik tipust dolgozéknak R; szol-
galati id6t és b, évi nyugdijat rendelve. Feltehetjiik, hogy R; < t.

Ekkor a kormanyzat az egyéni hasznossagok novekvs és konkav ¢ fiiggvé-
nyének varhato értékét maximalizalja, azaz a (13.5)-6t, feltéve, hogy a t-edik tipus
életpalya-hasznossiga (13.3), és a rendszer koltségvetési egyensilya

T

ST Al(T+ bR — thy] > 0. (13.6)
t=S

E feladat optimumaét hivjuk az elsd legjobb megolddsdnak. Rendeljiik \-t az agg-
regélt koltségvetési korldthoz szorzénak, és irjuk fol a megfelelé Lagrange-fiigg-
vényt:

T T
L= fp{la—wb)]Re +w(be)ty + A D fe{(7 +br) Ry — th} .
t=S

t=S

Az elsérendi optimumfeltételek a kovetkezok:
Ly, =Y (ve)w' (be)(t — Ry) + MRy — t) = 0 = ¢ (v)w' (by) = A,
Ly, = (vr)[u —w(b)] + M7 +b;) = 0.

Az els6rendd sziikséges feltételekbdl kovetkezik a
13.1. tétel. Az elsd legjobb megolddsban, amelyet egy (b}, R} )L_ g nyugdij—élet-
kor-pdrok sorozata jelol, a nyugdij fuggetlen a varhato élettartamtol: by = b*, és
kielégiti az

a—wb*) +w (b*) (1 +b*) =0 (13.7)
egyenletet.

A (13.4) feltevés miatt a (13.7) egyenletnek van megolddsa. Valéban, u <
w(b*), s a megoldds egyértelm, hiszen a bal oldali kifejezés b* szerinti derivaltja
negativ.

Ha ¢y’ = 1 (utilitarizmus), akkor sok olyan R} megoldés lehetséges, amely
kielégiti az aggregalt koltségvetési korlatot, feltéve, hogy b = b*. Egy kiilonle-
ges elsé legjobb megoldds az autarkia, amelyben a koltségvetési feltétel minden
tipusra egyenként teljesiil, azaz

A_ b

R = t t=2S5,...,T.
t T—|—b*’ b 9
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Ha 1) szigordan konkdv, akkor b = b*, és R} mindent = S,...,T értékre
meghatarozhat6 az elsérendi feltételekbdl:
A
U (vr) = =1'(vs),  v=[u—w®)Re+w® ), S<st<T

w' (b*)

és a (13.6) aggregalt koltségvetési korlatbol. Nyilvanvaléan s < ¢ akkor és csak
akkor 4ll, ha R} < Ry is all. Tipikusan az els6 legjobb megoldas kiilonbozik az
autarkt6l (az optimumban van djraelosztas).

Figyeljiik meg, hogy sem az autarkia, sem az els6 legjobb megoldds nem elé-
giti ki az érdekeltségi feltételt, ha ¢ szigordan konkav. Masképp kifejezve, a tarsa-
dalmi tervezd képtelen megvaldsitani ezeket a nyugdijazési szabalyokat, a tipusok
véarhat6 élettartamanak ismeretében kiilonb6z6 szolgalati id6t {rva eld szamukra.
Ez azért van igy, mert R{' (vagy R}) szigorian novekszik ¢-vel, mig b} 4llandé.
Formalisan: R} csak akkor elégiti ki az érdekeltségi feltételt dlland6 by -ndl, ha R}
is dllando.

Milyen megszoritdsokkal jarnak altaldban az érdekeltségi feltételek a megva-
16sithaté mechanizmusokra? A kovetkezd alfejezetben a masodik legjobb (opti-
madlis és 0sztonzéssel kompatibilis) nyugdijmechanizmusokkal foglalkozunk.

13.3. A masodik legjobb megoldas

Ebben az alfejezetben elejtjiik azt a feltevést, hogy a kormanyzat ismeri a varhat6
egyéni élettartamokat. Ekkor a masodik legjobb megoldast keresve, bevezetjiik az
érdekeltségi feltételeket, és levezetjiik a tdrsadalmilag optimélis, Osszes érdekelt-
ségi feltételt kielégitd (nyugdij, jaradék)-part.

A (b, Ry)L g szabdly tiszteletben tartja az érdekeltségi feltételeket, ha a t-edik
tipusnak a (b, R;)-pért érdemes vélasztania a lehetGségekbdl. Kezdjiik a szom-
szédos érdekeltségi feltételek ismertetésével: a t-edik tipusnak nem érdemes a
t + 1-edik tipus szamadra kijelolt késébbi visszavonuldssal jaré nagyobb jaradékot
valasztani,

(0 Z [@ — w(th)]RtH + w(th)t = Ut+1 — w(bt+1), (138)

sem pedig a t — 1-edik tipus szdmdra kijelolt kordbbi visszavonuléssal jar6 kisebb
jaradékot valasztani (¢ helyett ¢t 4 1-et irunk):

Vt+1 > [’17, - w(bt)]Rt + ’U}(bt)(t + 1) = v + w(bt) (139)
A két egyenlbtlenséget egyesitve:

v+ w(by) < v < v+ w(bg), (13.10)
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aholt = S,...,T — 1. A w(-) monotonitdsabdl kovetkezik by < b1 (ahonnan
kovetkezik R; < R;11). Belathat6, hogy a nem szomszédos korldtok elhagyha-
tok. Megmutathatd, hogy a felfelé mutaté korlatok elhagyhatdk, a lefelé mutatd
érdekeltségi korlatok egyenldséggel teljesiilnek!

A tarsadalmi tervez6 feladata tehat a kovetkezd: A (13.5)-beli tdrsadalmi joléti
fliggvény maximalizalasa, feltéve, hogy (13.4) és (13.6) mellett teljesiil

th:thrw(bt), t:S,,Tfl (1311)

Tegyiik még fol, hogy
Rr < S, (13.12)

azaz a leghosszabb élettartami dolgoz6 szolgélati ideje révidebb, mint a legrovi-
debb vérhat6 élettartam. (Ez egy észszer( feltevés az dregségi nyugdijrendszer-
ben.)

Mivel a kvalitativ eredmények markansan kiilonboznek az utilitarista és a szi-
gortan konkdv esetben, két alpontra bontjuk az elemzést.

Utilitarista megoldds

Tegyiik fol, hogy a tdrsadalmi jéléti fiiggvény utilitarista: ¢’ = 1. Ekkor egy
meglepd eredményt kapunk:
13.2. tétel. Ha a tdrsadalmi joléti fiiggvény utilitarista, és a (13.10) érdekeltségi
feltétel érvényes, akkor a tdrsadalmilag optimdlis jaradékszabdly teljesen merev:

0, ha R < R*;
b(R) = { b*. haR> R". (13.13)

S6t, a masodik legjobb szabaly megvaldsitja az els6 legjobb kimenetelt.

Bizonyitas. A (13.13) jaradékszabdly megfelel a b; = b* és Rf = R" azonos-
sagnak. Ez a szabdly kielégiti az érdekeltségi feltételeket, mert dlland6 (a dolgozéd
elosztésa fliggetlen a tipusatodl). De elsd legjobb megoldas is, mert a megoldés ki-
elégiti az optimumfeltételt, és a mechanizmus kielégiti a koltségvetési szabalyt.
Emellett (13.12) miatt R* < ¢ minden ¢-re. O

Paradox mddon a rugalmas nyugdijazdsra kapott masodik legjobb megoldés
meglehetdsen merev: mindenki ugyanannyi éves kordig dolgozik. Ez a paradox az
utilitarista tdrsadalmi j6léti fiiggvény kdvetkezménye, ezért a tovdbbiakban elvet-
jiik ezt az esetet.

Optimdlis szabdly szigoriian konkdv 1) esetén

Legyen 1) szigordan konkav. Az optimalis utilitarista szabaly tovabbra is meg-
engedett és kielégiti az érdekeltségi feltételeket, de mar tarsadalmilag nem opti-
malis. Akdrmilyen szigordan konkdv tdrsadalmi j6léti fiiggvényt mérlegeliink, az
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utilitarista optimum tilsdgosan sok jovedelmet csoportosit 4t a varhatéan rovid
életliektdl a hosszu életieknek. Masképp kifejezve: az az elosztds, amelyik min-
den munkdst ugyanannyi szolgélati id6vel és ugyanannyi nyugdijjal kiild nyug-
dijba, méltanytalannak tlinik egy olyan tarsadalomban, ahol a szerencsétlenebb
(rosszabb génekkel sziiletett, s miatt vdrhatéan rovidebb életli) egyének haszna
nagyobb silyt kap.

A masodik legjobb megoldas kiszdmitasa céljabol djrafogalmazzuk a feladatot
Mirrlees (1986, Section 6) véaltozdcsere-modszerével. Legyen a szolgélati idd

w(b)t — v

L) —
és az életpélya nettd jaruléka vagy egyenlege [(13.1)]
Z(Ut, bt, t) = (T + bt)R(’Ut, bt, t) - tbt

Az atalakitott feladat

T
max Z fe (o), (13.5)
(be,ve)¢ =S
feltéve, hogy (13.6) és (13.11) fennall.
Rendeljiik A-t az els6 korldthoz, és (u)¢-t a korldtok médsodik csoportjahoz.
Ekkor az 1ij Lagrange-fiiggvény a kovetkezd:

T T—1
L= fild(w) + Az(ve, by, )] + D v — v — w(by)]-
t=S t=S

Szokésos meggondoldssal adodik a

13.3. tétel. A mdsodik legjobb megoldds elsGrendii sziikséges feltételeit = S, ..., T
esetén
Ly, = fidap, (e, be, t) — ' (be) = 0, (13.14)

Ly, = fi [V (vr) + Az, (v, be, t)] — pig + pe—1 = 0, t<T; (13.15)

L}, = ver1 — v — w(by) =0, (13.16)
T
L= fiz(vy, by, t) >0, (13.17)
t=S

ahol ps_1 =0és ur = 0.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

252 13. Rugalmas nyugdijkorhatdr tervezése

A z(vg, by, t) definicija szerint az els6rendii feltételekben megjelend parcidlis

derivaltak

T—l-bt
20, (U1, by, t) = Twl) =@

24 () = i (7 4 b (b) — () — )

[w(be) — @
A valészin(itlen sarokmegolddsoktdl eltekintve, a 13.3. tételbdl adddik a

Kovetkezmény. A mdsodik legjobb optimumban a leghosszabb vdrhato élettar-
tamii egyének jdaradéka elsd legjobb: by = b* [(13.7)]. Ha v szigoriian konkdv,
akkor by < b* minden t < T-re, azaz a leghosszabb vdrhaté élettartamii egyének-
16l eltekintve mindenki kevesebbet kap, mint amekkora az elsd legjobb jdradék.

Megjegyzések. 1. Normalis koriilmények esetén pi; > 0, tehat (13.14)-ben egyen-
16ség &ll: vy = vy + w(by). Figyelembe véve, hogy b, < b1, teljesiil az érde-
keltségi feltételek elhanyagolt csoportja is: vi11 < vy + w(bit1).

2. Azt sejtjiik, hogy az egyéni egyenleg a varhat6 élettartam csokkend fligg-
vénye: z; > z¢41, kovetkezésképpen kisebb ¢-re pozitiv, nagyobb ¢-re negativ.

3. Ha a tipusok szdma nagyobb, mint kettd, n > 2, akkor a masodik legjobb
megoldasok halmazanak a dimenzidja n — 2 > 0, tehat a megoldasvektor nem
egyértelmi (Es6—Simonovits—T6th, 2011).

13.4. Numerikus szemléltetés

Ebben az alfejezetben el6szor korvonalazunk egy alkalmas algoritmust a 13.3.
tétel nemlinedris egyenletrendszerének megolddsdra, majd pedig beszdmolunk az
algoritmuson alapul6 szimulacié eredményeirdl.

Algoritmus

Mivel a 13.3. tétel nemlinedris egyenletrendszerének megolddsa meglehetésen ne-
héz (gyakran lehetetlen), természetes numerikus szimuldciéval prébalkozni. A re-
alisztikus paraméterértékek esetén kapott numerikus eredmények fényt derithet-
nek az optimadlis jaradékfiiggvény kvantitativ tulajdonsédgaira is, és tobbféle kér-
désre (példdul az endogén véltozok nagysaga, érzékenységiik a paraméterviltoza-
sokra stb.) valaszt nyerhetiink.

Rekurziv médszert alkalmazunk. Tegyiik fol, hogy az u, 7 és ( ft)f: g paramé-
teregyiittes adott.

1. Vegyiink egy alkalmas X értéket, gy prébalkozzunk, hogy az eljards végén
(13.17) teljestiljon.
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2. Kezdjiik a szdmitast vy alkalmas értékével (példaul a statikus optimaliza-
lasbdl adédoval), és vegyiik pp = 0-t! (13.12)-bdl by = b*.

3. Ciklus: minden t-re, ha (vit1, bit1, pe+1) adott, akkor (vy, by, py) a kovet-
kez6képpen szdamithaté ki. Fejezziik ki p-t (13.15)-bél (¢ + 1)-re. Ekkor (by, vy)
(13.14)-b6l és (13.16)-bdl adddik.

4. Most megvan a (vp, by, ur), ..., (vs, bs, ps) sorozat és pug—_1 (13.15)-bél
t = S-nél. Valasszuk vp-t Ugy, és ismételjiik a 3. 1épést addig, amig nem teljesiil
ps—1 = 0.

5. Végiil valasszuk meg A-t és ismételjilk a 2—4. 1épéseket addig, ameddig a
(13.17) koltségvetési feltétel nem teljesiil.

A gyakorlatban célszeribb vp-t rendelni (13.17)-hez és A-t ug_1 = 0-hoz.

A 7 valtoztatasaval és az optimdlis pdlya djraszdmoldsaval meghatarozhatjuk
az optimalis jarulékkulcsot is. Intuitive nyilvanvald, hogy ha 7 kicsiny, akkor b,
szintén kicsi, és R, nagy; masrészt ha 7 nagy, akkor b, elfogadhat6, de R; kicsi.

Szimulacié

Ratériink a szimulaciok leirasara. Legyen a nyugdijas pillanatnyi hasznossagfiigg-
vénye CRRA alakid, w(zx) = 6 — 27 /0, 1 — o 1évén a relativ kockazatkertilési
egylitthat6 és £ a munkaaldozat.

Definidljuk a tdrsadalmi joléti fiiggvények CRRA tipusd csaladjat: ¢(v) =
vP/p, p < 1, és p-t a tdrsadalmi jolét egyenldtlenségi indexének nevezziik. Minél
kisebb az index, anndl nagyobb silyt kapnak a kisebb hasznossdgok, azaz anndl
egyenlSsitdbb a rendszer.

A jobb érthetdség kedvéért az eredeti additiv joléti fiiggvényt, képlete

T
V=> o' f
t=S

hatvanykozépes transzformacidjaval helyettesitjiik.

T 1/p
W= (vaft) — (V)
t=S

Hérom futdst mutatunk be.

e 1. futas. Felndtt években szamolunk, és foltessziik, hogy a kormanyzat
szempontjabol az egyének felndtt varhatd €lettartama S és T' kozott egyenlete-
sen oszlik el: f; = 1/n, aholn =T — S + 1 a tipusok szama. Legyen S = 49 és
T =59. Vegyiik a kovetkezd paraméterértékeket: 0 =4,1; 0 =—0,5 és ¢ =1,398.
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Az elsd legjobb esetben az optimadlis jarulékkulcsndl a dolgozé fogyasztasa azo-
nos a nyugdijaséval. (Ez annak a feltevésiinknek a nem kivant mellékhatésa, hogy
a dolgoz6 pillanatnyi hasznossagfiiggvénye csupdn egy additiv dllandéban kiilon-
bozik a nyugdijasétdl.) Legyen 7 = 0,2. Ekkor & = 4,1—0,87%%—1,398 = 0,466,
és az els6 legjobb nyugdij b* = 0,8. Kiszdmithatd, hogy 0,8 dolgozdi fogyasz-
tas hasznossidga megegyezik 0,303 nyugdijéval. A kiilonbség a nyugdijas meg-
ndvekedett szabadidejébol fakad. Figyeljiik meg, hogy a leghosszabb élettartami
egyénnek Ry = T'b* /(T + b*) = 47,2 évet kell dolgoznia.

Amint a 13.2. tételben igazoltuk, ha a tdrsadalmi joléti fiiggvény utilitarista,
akkor az optimalis érdekeltségi rendszer mindenkit 43,2 év szolgélat utan kiild
nyugdijba — egyforma els6 legjobb nyugdijakkal. Ezt még az egyéni élettartamra
vonatkozo teljes kormdnyzati informéci6 esetén sem lehet feliilmiilni, és csak ab-
ban tér el az autark optimumtél, hogy a varhat6an hosszabb élettartami egyéneket
tdmogatjak a rovidebb élettartamuak.

Jaradék

© Typotex Kiadd

0,80
0,78
0,76
0,74
0,72
0,70
0,68
0,66
0,64
0,62
0,60

Felnott

49

I I I T I I T I I
50 51 52 53 54 55 56 57 58

I élettartam
59

13.1. dbra. Optimalis jaradék az élettartam fiiggvényében

e 2. futas. Most ¢(v) = v”/p tarsadalmi joléti index esetét mérlegeljiik,

www.interkonyv.hu

p = —1 egyenl6tlenségi indexszel, és a 13.1-13.4. dbran abrazoljuk az optima-
lis jaradékfiiggvényt, a szolgalati idoket, az egyenlegeket és az optimalis jaradék
Osszehasonlitisat a naivval. A kiillonboz6 tipusokat megjeloltiik. Lathatd, hogy az
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Szolgalati id6
44,0 —

43,5 —
43,0
42,5
42,0
41,5
Felnott

41,0 | I T | | I I | | | élettartam
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

13.2. dbra. Optimalis szolgdlati id6 az élettartam fiiggvényében

els6 négy tipus optimalis szerzddése egybeesik: 42,4 éves szolgalati id6 72,8%-
os brutté helyettesitési rataval, ez az egybeesés eléggé gyakori az optimalis me-
chanizmustervezésben. 1 évi tobbletmunka 80%-os nyugdijat ad. A maximalis
egyenleg zg = 3,6, a minimalis pedig 27 = —3,7.

o 3. futas. Az eredeti Es6—Simonovits (2003)-as cikkben azonban mads kezdeti
értéket vélasztottunk az optimdlis feltételek megolddsaban, és egy meglehet6sen
eltérd ,,optimumot” kaptunk. Az a megoldas némileg kisebb tarsadalmi optimu-
mot adott, azaz Wy = 39,42 helyett csak W3 = 39,38-ot. Javdra irhat6 viszont,
hogy minden tipus mds szerz6dést kap, és sokkal rugalmasabb. A szolgélati id6
hossza 41,2 évtdl 43,7-ig terjed, a megfeleld jaradékok pedig 64,3%-t61 80-ig.
Az életpalya-egyenlegek is sztikebb korben mozognak: zg = 3,2 és z;r = —3.,5
kozott.

Visszatérve a 13.1. feladatban szerepel6 naiv rendszerhez, a negativ egyenleg
miatt a befizetésnél szerepld 7-ndl kisebb 7 kulcsot kell jévairni a kifizetésben.
Szimuldciénkban 7 = 0,187.

A szimuléciébdl lathatd, hogy ez a megoldés sokkal nagyobb szordsu, de ér-

P 7z

telemszer(ien kisebb jolétd, mint az el6z6ek: W = 38,96.
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Egyenleg
3,5

2,5 -
1,5 -

0,5

—0,5

-1,5

-2,5 7

Felnott
-3,5 | | T T | | T | | ] élettartam
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59

13.3. dbra. Optimadlis egyenleg az élettartam fiiggvényében

Jaradék
0,85 —

0,80

0,75 —

0,70 —

0,65 —

0,60 T T T T T
41,0 41,5 42,0 42,5 43,0 43,5 44,0

Szolgalati id6

Optimalis  -——=—— Naiv

13.4. dbra. Optimalis és naiv jaradékfiiggvény
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Most a 13.1. tadblazatban egyesitjiik az el6z6 dbrdk eredményeit.

P

13.1. tablazat. A masodik legjobb optimum

Elet- | Nyugdij | Nyugdijba| Egyéni
tartam vonul4si egyenleg
kor

69 0,643 61,2 3,22
70 0,653 61,3 2,61
71 0,666 61,5 2,01
72 0,680 61,8 1,39
73 0,695 62,0 0,75
74 0,712 62,3 0,10
75 0,729 62,5 -0,57
76 0,747 62,8 -1,27
77 0,764 63,1 -1,99
78 0,782 63,4 2,74
79 0,800 63,7 -3,52
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Végiil a 13.2. tdbldzatban a mdsodik legjobb nyugdijba vonulési életkoroknal
Osszehasonlitjuk a naiv és az optimdlis jaradékokat.

13.2. tdblazat. Optimalis és naiv jaradék

Nyugdijba Optimalis Naiv
vonulasi

kor jaradék
61,20 0,643 0,644
61,35 0,653 0,653
61,54 0,666 0,666
61,76 0,680 0,682
62,01 0,695 0,700
62,27 0,712 0,721
62,55 0,729 0,743
62,83 0,747 0,767
63,11 0,764 0,792
63,40 0,782 0,819
63,68 0,800 0,846

www.interkonyv.hu

© Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

14. fejezet
Evolucios jatékelmélet

Ebben a fejezetben a jatékelmélet (magyarul: Forgé—Pintér—Simonovits—Solymo-
si, 2005) djabb eldgazasat, az evolicids jatékelméletet korvonalazzuk. A teriilet
bioldgiai eredetli: kezdeményezdi (példaul Maynard Smith, 1974) a dinamikus
jatékelmélet eszkozeivel probaltdk meg modellezni a darwini kivdlogatodast. Ké-
sGbb a kulturélis és gazdasdgi evoldcidra is kiterjesztették az elméletet. Altaldnos
targyaldst ad Larry Samuelson (1995) és Weibull (1995), az itt bizonyitds nélkiil
kimondott tételek bizonyitdsa az utébbiban taldlhat6. A 14.1. alfejezetben roviden
emlékeztetiink a nemkooperativ kétszemélyes jatékok elméletének alapelemeire.
A 14.2. alfejezetben bevezetjiik az evolicidsan stabil stratégidkat. A 14.3. alfeje-
zetben pedig a dinamikus kiterjesztést vazoljuk.

14.1. Jatékelméleti emlékezteto

Ebben az alfejezetben a nemkooperativ kétszemélyes szimmetrikus véges jaté-
kok elméletének néhdny alaptételét ismertetjiik. Legyen m egy természetes szam,
m > 1. Tekintsiink egy altaldnos szimmetrikus m x m-es matrixjatékot: S =
{e1,...,emn} a tiszta stratégidk halmaza (e; egységvektorok jelolik a tiszta stra-
tégidkat!), u(e;, e;) valos szdm az 1. jatékos nyereménye az (e;, e;) stratégiapdr
esetén. Ertelemszertien a 2. jatékos nyereményét az u(ej, e;) fuggvény adja. Te-
kintsiink egy o (véges-dimenzids) valdszinliség-eloszlast/kevert stratégiat az S
halmazon, jelolje réviden o; = o(e;) az e; stratégia valdszintiségét, és legyen
A(S) a véges eloszlasok/kevert stratégidk halmaza: ;" ; o; = 1. Ekkor a nyere-
ményfiiggvény Kiterjeszthets (A(S))%-re:

:ZZu €i, €j)0;0 0,0 € A(S).

i= j=1
259
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Definicié. Egy szimmetrikus véges jaték szimmetrikus kevert Nash-egyensiilya
egy olyan o* valésziniiségi vektor, amely legalabb akkora nyereményt ad mindkét
jatékosnak, mint barmely mas o vektor, ha a masik jatékos a Nash-egyenstlyt
jatssza:

u(o*,0%) > u(o,0").

Megjegyzés. A szokasos feltevések mellett szimmetrikus jatéknak 1étezik szim-
metrikus kevert Nash-egyensulya, de 1étezhet aszimmetrikus Nash-egyensulya is
(14.1. feladat).

Két nevezetes szimmetrikus véges jatékot mutatunk be.
14.1. példa. A fogolydilemma (Raiffa, 1951). Az amerikai renddrség letartoztat
két gyanusitottat, akik feltehetSleg egyiitt kovettek el egy biint, de nincs rd ele-
gend6 bizonyiték. A két foglyot elkiilonitik egymastol, és elkezdik Sket vallatni.
Amerikai szokds szerint, ha valamelyik gyanusitott vall (és a masik nem), ak-
kor az ,,énekl6” enyhébb biintetést kap, esetleg szabadldbra keriil, s6t jutalmat is
kap. A nyereménypar az 1. egyediili kozremtikodése esetén (3, —3), a 2.-€ esetén
(-3, 3). Ha mindkettd tagad (kooperdl a mésikkal), akkor szabadldbra keriilnek,
jutalom nélkiil, nyereménypar: (2, 2). Ha mindkett6 ,,.kop”, akkor mindketten bor-
tonbe keriilnek, de mindketten enyhitést is kapnak, nyereménypar: (-2, —-2).

Erdemes a fenti adatokat az tigynevezett kifizetési mdtrixba rendezni:

14.1. tablazat. Fogolydilemma

2. bilinozé | Kop Tagad
1. blinoz6
Tagad (—3,3) (2,2)
Kop (—2,-2) (3,-3)

Ismert, hogy a fogolydilemma egyetlen Nash-egyenstilya — amely dominans
egyenstly is — a (Kop, Kop) par.
14.1. feladat. ,,Gyava nyul.” Két autds a kovetkezo életveszélyes jatékkal szdra-
kozik. Egy keskeny hid két végérdl indulnak egymadssal szembe — és sokan nézik
Oket. Két dontés lehetséges: Kitérni vagy Hajtani. Ha mindkettd Hajt, akkor egy-
madsnak {itkéznek a hidon, a ,,nyereségpar” (-3, —3). Ha mindkett6 Kitér, akkor
leégnek a nézdk elbtt: a ,,nyereségpar” (1, 1). Ha az els6 Kitér, s a masodik Hajt,
akkor az 1. poféra esik, a masodik sikert arat: a ,,nyereségpar” (0, 2), és hasonldan
a szimmetrikus esetben (2, 0).

a) Igazoljuk, hogy a jatéknak két tiszta és aszimmetrikus Nash-egyensulya
1étezik!

b) Hatdrozzuk meg a jaték kevert Nash-egyenstlyat!
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Két konkrét feladat utdn ratériink az dltalanos keretre, ahol a két jatékos kozos
fizetési métrixa

U u
U= 1o Uz |
U21 U2
Vonjuk ki ug;-et az 1. oszlopbdl és uia-t a 2.-bdl, s ekkor normalizdlva a

jatékot, az
U= | 11T U2 0
0 U22 — U12

ekvivalens matrixot kapjuk. Uj jelolést bevezetve,

Y ul 0

El6készitésiink utdn osztidlyozzuk a 2 x 2-es szimmetrikus jatékokat. Eltekint-
ve a kivételes esetektdl, ahol két nyeremény azonos, 1ényegében harom fajtaval
taldlkozunk. Ha a sikban dbrdzoljuk az (ui,u2) pontot, akkor az elGjelparoknak
megfelel6en beszélhetiink NW (északnyugat), NE (északkelet), SW (délnyugat)
és SE (délkelet) kategoridkrol.

Az NW-jatékoknal (u; < 0 < wue9) a 2. stratégia szigordian domindlja az 1.
stratégiat. Ide tartozik a 14.1. példdban vizsgélt fogolydilemma: u; = —5 és
Uy = 5.

Az NE-jatékoknal (u1,uz > 0) két tiszta szigori Nash-egyensily van és egy
kevert szimmetrikus egyensuly: & = ug/(u1 + ug).

Az SW-jatékokndl (u1,u2 < 0) nincs domindlt stratégia, de mindkét tisz-
ta stratégidra a mdsik a legjobb vélasz. Tehat két aszimmetrikus tiszta Nash-
egyenstly létezik és megint egy szimmetrikus kevert Nash-egyensily: & =
uz/(u1 + uz). Ide tartozik a 14.1. feladatban targyalt gydva nyil jaték és a 14.2.
példaban targyalandé Héja—Galamb jaték.

Az SE-jatékok az NW-jatékok tiikorképei, csak a két stratégiat kell atjelolni.

14.2. Evoliacidsan stabil stratégiak

Elérkeztiink az evolicids jatékelmélet kozponti fogalmahoz.

Definicié. Egy kétszemélyes szimmetrikus matrixjatékban egy o* € A(S) stra-
tégiat evoliiciosan stabilnak neveziink (ESS = evolutionary stable strategy), ha
barmely mas (mutdns) o € A(S), o # o* stratégiat megfelelGen kis mértékben
hozzakeverve, az ES stratégia nyereménye a kevert kdrnyezetben nagyobb, mint
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a mutinsé. Képletben: van olyan € > 0 valés szdm, hogy tetszbleges 0 < ¢ < €
esetén
u(c*,eoc+ (1 —¢e)o*) > u(o,e0 + (1 —e)o™).

Szoéban: a bal oldalon az a haszon 4ll, amely akkor keletkezik, ha az 1. jatékos a
o* ES stratégiat jatssza, a 2. jatékos kis valészintiséggel egy masik, o stratégiat is
hozzakever. A jobb oldalon viszont az a haszon all, amely akkor keletkezik, ha az
1. jatékos a o mutdns stratégidt jatssza, amelyet a 2. jatékos csak kis valdszinG-
séggel kever az ES stratégidhoz.

Itt csak roviden emlitjiik meg, hogy a meghatdrozas mogott az az elképzelés

hizédik meg, hogy egy nagyszdmi népességben a jatékosok o; hanyada jatszik
e; stratégiat, és két jatékos fiiggetlen valészintiséggel taldlkozik, tovabba nincs
kiilonbség, hogy melyik az 1. és melyik a 2. jatékos.
14.2. példa. Héjak és Galambok. Egy adott fajon beliili taldlkozaskor kétfajta
stratégia jatszhatd: a harcias (Héja) és a szelid (Galamb). Taldlkozaskor a részve-
vOk nem tudjdk, milyen stratégidt valaszt a mésik. Ha két egyed talédlkozik, akkor
nyereségiik a stratégiaegyiittestdl a kovetkezdképpen fligg:

14.2. tablazat. Héjak és Galambok

2. jatékos | Héja Galamb
1. jatékos
Héja (=25, -25) (50, 0)
Galamb (0, 50) (15, 15)

Tegylik 6], hogy a héjak ardnya a népességben £ > 0, a galamboké 1 — £ > 0.
Kérdés: melyik allapotban stabil evoliiciosan a népesség, azaz milyen kezdeti
népességardnyt lehet egy kicsit kitériteni tgy, hogy az ardny visszatérjen?

A Héja vdrhat6 nyeresége upp = —25§ + 50(1 — &) = 50 — 75¢.

A Galamb vérhat6 nyeresége ug = 0+ 15(1 — §) = 15 — 15¢.

Egyensilyban a két nyereség egyenld: uy = ug: & = 7/12.

Ha & < &%, akkor uyp > ug, tehat a Héjak jobban szaporodnak, mint a Ga-
lambok; ha & > £*, akkor uyg < ug, tehat a Héjak rosszabbul szaporodnak, mint
a Galambok. Tehdt a (£*,1 — &*) pér az evoldcidsan stabil egyenstily. a

Megjegyzés. Aszimmetrikus jatékokat is kellene vizsgdlni, hiszen egyes gazda-
sdgi alkalmazdsokndl nem mindegy, hogy példaul valaki elad6 vagy vevs. Ennek
ellenére mi a szimmetrikus jatékokra szoritkozunk ebben a fejezetben.

Erdemes megemliteni egy ekvivalens meghatdrozast.
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Definici6. Egy o* € A(S) stratégidt evoliiciésan stabilnak neveziink, ha barmely
mas (mutdns) o € A(S), o # o stratégidval osszevetve, az ESS-ESS taldlkozas
nyereménye a) vagy nagyobb, mint ha a mutdnssal taldlkozna, b) vagy ha egyenld,
akkor az ESS—-muténs taldlkozé haszna nagyobb, mint ha a mutdns onmagéaval
jatszana. Képletben:

(a) u(e®,0%) = u(o,07);

(b) ha w(o*,0") =wu(o,0%), akkor wu(c*,o)> u(o,0).

Megjegyzés. A masodik definiciénak az az el6nye, hogy vilagossa teszi, hogy az
ESS a) a Nash-egyensiily és b) egy stabilitdsi kovetelmény kombindcidja.

14.1. tétel. Ha o™ ES stratégia, akkor a (c*,0*) pdr Nash-egyensiilyt alkot, amely
izoldlt a szimmetrikus Nash-egyensiilyok halmazdban. Ha (o*,0™) szigori Nash-
egyensily, akkor o* ES stratégia.

Az els6 allitast — az izolaltsdg nélkiil — mar a masodik definicid taglaldsanal
lattuk. A masodik allitas szintén a masodik definiciobol kovetkezik, a masodik
eset ugyanis a szigordsiag miatt elesik.

Azt tudjuk, hogy Nash-egyensily éltalanos feltételek mellett 1étezik. Mi a
helyzet az ESS 1étezésével? Kezdjiik a kovetkezd megéllapitassal.

14.2. tétel. Egy 2 x 2-es szimmetrikus mdtrixjdtékban tegyiik fel, hogy u(ey, e1) #
u(es, e1) és u(ey, ea) # u(eq, e2). Ekkor a jdtéknak van ES stratégidja.

Baj van azonban mdr a 3 x 3-as jatékoknal.

14.3. példa. Amikor nem létezik ESS:

1 2 =2
U=| -2 1 2
2 =2 1

Egyetlen Nash-egyensily van: o* = (1/3,1/3,1/3). Kiszdmolhat6, hogy minden
stratégia legjobb vilasz o*-ra. Az e; stratégidra teljesiil u(er,e1) = u(o*, e1),
tehat (13.5) értelmében o* nem ESS. (Igaz, itt gond van a Nash-egyensullyal is,
hiszen nem szigord!) o
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14.3. Dinamika

Most az evolicids jatékok dinamikdjat fogjuk vizsgalni. Nagyon hasznos a repli-
kdtordinamika fogalma: Legyen N;(t) az e; tiszta stratégidt jatszé jatékosok szd-
ma a t idépont(szak)ban, és N (t) az 9sszes jatékos szama. Ekkor az e; tiszta stra-
tégidt jatszo jatékosok ardnya a ¢ idGpont(szak)ban x;(t) = N;(t)/N(t) és z(t) =
(x1(t),...,xn(t)) az ardnyok vektora. Diszkrét idejdi dinamika esetében logikus
a kovetkezd feltételezés: minden idészakban csak egy nemzedék él. Az i-edik ti-
pus utédainak szdma az x dllapotban a tipus x;(t) 1étszdmaval és az u(i,z) > 0
nyereménnyel ardnyos. Legyen az dtlagnyeremény u(z) = > /" z;u(i, ). Ekkor
a dinamika differenciaegyenlete a kovetkezo:

u(i, z(t))
u(x(t)

(Egyszer( szamoldssal adddik, hogy > /" z;i(t + 1) = Y00 x(t) = 1.) A vdl-
tozdst hangstlyozza a kovetkezd alak:

(i, x(t)) — a(x(t))

xi(t—i—l):xi(t) 1=1,...,n.

i(t+1) —xi(t) = zi(t L =1,...,n.
xz( + ) x’b( ) xl( ) a(x(t)) ) 1 ) 7”
Ebbdl hatdratmenetben adddik a folytonos idejti valtozat:
i = xzu(z,ar_) — u(:c)’ i=1,...,n

” 2

Megvaltoztatva az idskalat, egyszertsithetd a differencidlegyenlet-rendszeriink:
t; = xi(u(i, x) — u(x)), i=1,...,n.

Mi lesz a differencidlegyenlet-rendszer staciondrius pontja? A rovidség ked-
véért az utolsé egyenletrendszerre szoritkozunk. Az 5. fejezetben ismertettiik azo-
kat a feltevéseket, amelyek mellett adott xy kezdeti feltétel mellett egyetlenegy
megoldds 1étezik.

Nyilvanval6 a

14.3. tétel. Ha (x*,x*) a G jdtéknak egy Nash-egyensiilya, akkor x* a replikd-
tordinamika staciondrius dllapota.
Megjegyzés. Belathatd, hogy a forditott allitds dltaldban nem igaz. Példdul ha
x;0 = 1 valamilyen i-re, akkor x;; = 1 (az ¢-nél jobb stratégidkat senki sem
valasztja), tehat x = e; staciondrius allapot, holott dltaldban nem része semmilyen
Nash-egyensilynak.
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Bizonyitas. A Nash-egyensiily definici6jabdl kovetkezik, hogy vagy 7 = 0, vagy
xf > 06s u(i, z*) = max; u(j,«*) , tehat u(i, z*) — u(z*) = 0. O

Erdemes megvizsgalni a stabil 4llapot és a Nash-egyensiily kapcsolatat, hiszen
itt bekeriilhetnek a kordbban kizart stratégiak.

14.4. tétel. Ha x* a replikdtordinamika stabil dllapota, akkor (x*,x*) a G jdték-
nak egy Nash-egyensiilya.

Megjegyzés. Belathat6, hogy a forditott 4llitds dltalaban nem igaz, amint azt a
kovetkez6 feladat mutatja.

14.2. feladat. Instabil Nash-egyenstily. Mérlegeljiik a kovetkez6 alakd koordina-
cids jatékot:
10
- [ Lo ] |

Bizonyitsuk be, hogy a jatéknak van olyan Nash-egyensilya, amely a replikator-
dinamikdnak nem stabil dllapota!

Megjegyzés. Igaz, az ellenpéldidban szereplé Nash-egyensiily nem eléggé ,.ro-
busztus”, de ismert olyan példa is instabil Nash-egyensilyra, amely robusztus.
Bizonyitas nélkiil kimondjuk a kovetkezd tételt.
14.5. tétel. a) Minden ES stratégia aszimptotikusan stabil.
b) Bdrmely 2 X 2-es jdatékban a forditott dllitds is igaz: minden aszimptotikusan
stabil dllapot ES stratégia.
Kovetkezzen egy djabb példa.
14.4. példa. Egy 3 x 3-as szimmetrikus jaték, amikor egy aszimptotikusan stabil

allapot nem ESS.
0 1 1
U=|-2 0 4
1 1 0

Egyetlen szimmetrikus Nash-egyensily van: o* = (1/3, 1/3, 1/3), amely toké-
letes, izolalt és aszimptotikusan stabil. Belathaté azonban, hogy nem ESS, hiszen
u* =2/3é o0 = (0, 1/2, 1/2) esetén u(o,0*) = 2/3, de u(o,0) = 5/4 >
u(o*,0) =17/6. O
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15. fejezet

Két agensalapi modell

Az utébbi két évtizedben tobb tudomanyban is egyre nagyobb szerepet kaptak
az agensalapi modellek (vo. Tesfatsion, 2006), amelyek bonyolult és dsszetett
rendszerek dinamikus viselkedését szamitégépen szimuldljak. A 15.1. alfejezet-
ben Schelling szegregdciés modelljét mutatjuk be, a 15.2. alfejezetben pedig az
onkéntes nyugdijmegtakaritdsok egy analitikus modelljét 4gensalapti modellé bé-
vitjiik (Kirdly—Simonovits, 2016).

15.1. Szegregacios dinamika (tarsszerz6: Somogyi Rébert)

A lakossag borszin szerinti térbeli (sikbeli) elkiiloniilése (szegregacidja) régota
érdekelte a tdrsadalomkutatdkat, de Schelling (1971) két modellje attorést jelen-
tett. Az elsé modell szimuldciés volt, a masodik modell analitikus, ez utébbival
nem foglalkozunk. A szimuldcids kiindulds viszonylag egyszer( volt. Egy négy-
zethdléra Thomas Schelling véletlenszer@ien fehér és fekete korongokat tett le, de
jelent8s ardnyban iiresen hagyott helyeket. Arra volt kivancsi, hogy egy eredeti-
leg viszonylag kevert eloszlasu népesség idével hogyan kiiloniil el, ha a kiilonb6z6
borszind lakék nem szeretik, ha til sok mds bérszinti szomszédjuk van. Kideriilt,
hogy ha eléggé vilogatdsak a lakok, akkor onkéntes koltozkodések hatdsara ha-
marosan szegregalodik a lakossag.

A rendszer celldkbdl &ll, amelyet az (i,j) koordindtaparok irnak le, 7,j =
1,...,n. A rendszer dinamikusan véltozik, az id6index ¢ = 0,1,2,.... A t-edik
id6pontban minden cella hdrom &llapotban lehet. Szemléletesség kedvéért a ha-
rom allapotra mint iires, fehér vagy fekete hivatkozunk, réviditve, 0, W vagy B
(angol roviditésként). Két cella szomszédos, ha egymds mellett van vagy atlésan
érintik egymast, vagyis a legtobb celldnak 8 szomszédja van, kivéve a falcelldkat,
amelyeknek csak 5, illetve a sarkokat, amelyeknek csak 3 szomszédjuk van.

267
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268 15. Két dgensalapi modell

A hédrom tipus suilya a népességben rendre pg, pw és pp: po+pw+ps = 1.
Az indulééllapotban elegendé iires cella van, a W- és a B-tipus ardnya azonos.
Legegyszertibb esetben pg = pw = pp = 1/3.

A szegregécids dinamika a kovetkezd: Legyen o egy 0 és 1 kdzotti valds szam,
példaul o = 1/2. Ha a t-edik idGszakban W szomszédaibdl a W-k ardnya keve-
sebb, mint «, akkor a ¢ + 1-edik id6szakban W az egyik legkozelebbi iires celldba
megy; ha az ardny legaldbb akkora, mint «, akkor helyben marad. A B tipusiak
hasonldan viselkednek. Ez a dinamika kevésbé okoz szegregiciot, illetve lassabb
szegregicidhoz vezet, mint Schelling eredeti dinamik4ja, amelyben a kolt6z6 em-
berek szandékosan olyan kornyékre koltoznek, amelyben szamukra megfelel6ek
az aranyok.

Schelling meglep6 eredményt kapott: annak ellenére, hogy eredetileg a W-k
és a B-k sikbeli eloszldsa kevert volt, az id6 haladtaval a népesség szegregalodott,
W- és B-szigetek alakultak ki.

A 15.1. (a)—(d) dbrdkhoz haszndlt paraméterértékek: n = 8 sakktdbla, o =
1/2, po = 22/64, pw = 21/64 és pg = 21/64. A 1épések sorrendjének nincs
nagy jelentdsége, a szimulédcidban fentrdl lefelé, majd balrdl jobbra keriilnek sorra
a celldk. Az abrdzolt szimul4ci6 10 1épés utdn allt le, utdna mar mindenki elégedett
lett a szomszédaival. Sziirke jeloli az iires celldkat, fehér a W tipusdakat, fekete
pedig a B tipustiakat.

A 15.2. abra az aggregdlt szegregicids dinamikat szemlélteti. A bemutatott
aggregélt szegregécids indexet ugy szamitottuk ki, hogy az 6sszes fehér (W), il-
letve fekete (B) celldra kiszdmoltuk a megegyezd szinl szomszédainak ardnyét az
Osszes szomszédja kozott, majd azokat atlagoltuk minden egyes id6szakban. Az
abrazolt gorbén a vizszintes tengely a id6szakok sorszamat mutatja (0 a kezdeti
véletlen eloszlast jeloli, 10 pedig a végsd eloszlast), a fiiggdleges tengelyen pedig
az aggregilt szegregacids index mértéke 14thatd. A kismértéki csokkenések a fent
emlitett véletlen koltozési szabdly miatt lehetségesek, de 1athatd, hogy 6sszessé-
gében ezek sem akaddlyoztdk meg a szegregacié hosszabb tavi erdsodését: az
index a kezdeti 1/3 alatti értékr6l 0,545-re emelkedett 10 idészak alatt.

Az alfejezet lezdrasaként utalunk a legegyszer(ibb (itt nem targyalt) sejtauto-
matdra, amelyben egy egyenes minden racspontjanak 4llapota minden id6pontban
0 vagy 1 értéket vehet fol:

rip =0 wvagy 1, t=20,1,2,....
A dinamika szerint a minden pont dllapota a sajit és szomszédai el6z6 idészaki
allapotétdl fiigg:

LTit+1 :f(xi—l,tuxi,tvxi+l7t)> 1= "'7_27_1)0)]—725"'7 t:0)1)27°"'

Viselkedés: stabil, ciklikus vagy kaotikus.
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1 2 3 4

(a) Kezdeti véletlen eloszlas

6 7
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(b) 3 1épés utdni eloszlas

1 2 3 o+

(c) 61épés utani eloszlas

6

7

1

2

3

6 7 8

(d) Végleges eloszlas 10 1épés utan

15.1. dbra. A szegregéci6 dinamikdja térben

0.55

o 1

2

3

4

5

G

T

8

9

10

15.2. dbra. A szegregéci6 dinamikdja idében
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A kovetkez6 feladatot akar az 1. fejezetben is kitlizhettiik volna, de olyan,
mintha sejtautomata szerepelne benne.
15.1. feladat. Legyen n > 1 természetes szdm, €s 0 < 21 < x2 < -+ < x, < 1
n darab valds szdm az egységintervallumon. Jelolési okokbdl legyen xg = 0 és
ZTn+1 = 1. Tekintsiik a kovetkez6 transzformaciot:

) Tl Tiq
Ti=—"">%5
2
ahol z = 0 és x,,; = 1. Minden nagy lépésen beliil egyszerre elvégziink n kis
1épést. Igazoljuk, hogy ha sokszor megismételjiik a transzformaciét, akkor az x;
pont minden i-re az z = i/(n + 1) osztéponthoz tart!

A magyar dgensalapi modell irodalmabdl kiemeljiik Méder—Simonovits—Vin-
cze (2012) ad6csaldsi modelljét, amelynek horgonyaként Garay—Simonovits—T6th
(2012) analitikus modellje szolgélt. Megemlitjiik még, hogy Varga—Vincze (2016)
modellje a havi megtakaritdsok dinamikéjat vizsgélta (végtelen id&szak, nincs
nyugdijrendszer): 3 tipus él egyiitt, és hat egymadsra.

15.2. Az onkéntes nyugdijmegtakaritas modellje
(tarsszerzd: Kirdly Balazs)

Ebben az alfejezetben mds szempontbdl vizsgdljuk a 13. fejezetben mér érintett
nyugdijproblémat: ott statikusan és magdnmegtakaritas nélkiil vizsgéltuk a tobb-
féle varhato élettartamu egyénekre tervezett rugalmas korhatart, itt (statikus els-
készités utdn) dinamikusan elemezziik a magdnmegtakaritassal kiegészitett, fix
korhatard nyugdijrendszer miikodését. Masik elagazasi pont: a 12.2. alfejezetben
is szdmos egyiitt €16, de egyformdn raciondlis korosztily megtakaritdsi dontései
szabtdk meg a kamatlab-dinamikat; itt a kiilonb6z6képp raciondlis tipusok nulla
szinten rogzitett kamatldb mellett hatnak egymds megtakaritdsaira.

A kotelezd nyugdijrendszer kiegészitéseként bevezetjiik az onkéntes nyugdij-
rendszert, ahol az 6nkéntes megtakaritdst az dllam tdmogatja (egy alkalmas plafo-
nig) — s a timogatdst adokbol fedezik. Evtizedek Gta tart a vita: segit-e az 6nkén-
tes nyugd{j vagy sem az életciklus-megtakaritdsok novelésében? A hagyomdnyos
modellez8k foltették, hogy a dolgozok exponencidlisan leszamitolt életpédlya-hasz-
nossdgukat maximalizdljak (Fehr—Habermann—Kindermann, 2008). Jobban meg-
felel a val6sagnak a hiperbolikus leszamitolas (Laibson, 1997; Simonovits, 2020,
5.4. alfejezet), ahol a dolgozdk egy rétege a tervezett takarékoskodas valamekko-
ra részét rendszeresen elhalasztja. Még kevésbé raciondlis viselkedést feltételez
a viselkedésgazdasigtan, amely el8szeretettel vizsgéalja a kérdést (példaul Duflo—
Gale-Liebman—Orszag—Saez, 2007). Ebben az alfejezetben minden korosztalyon
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beliil legalabb kétféle dolgozot kiilonboztetiink meg: az elérelatdt és a rovidlatot.
Az onkéntes nyugdijrendszerre eldszor egy egyszer analitikus modellt allitunk
fol, majd azt ,,bonyolitjuk™ az d4gensalapi modellel.

A modellek altaldban elhanyagoljak a timogatast fedezd — egyszertiség ked-
véért kiilonadoknak nevezett kiadasokat, pedig egy valéban miik6d6 rendszer-
ben ezek nem elhanyagolhaték (USA: GDP 0,7%/év). Ha novekszik az onkén-
tes nyugdij sulya, akkor novekszik a kiillonaddk jelentdsége is. Modelliinkben egy
tobb évtizedes tanuldsi folyamatot irunk le, az egyiitt é16 korosztalyok keretében
(12. fejezet).

A nyugdijrendszerek statikus modellje

El6készitésként a nyugdijrendszerek legegyszertibb statikus modelljét elemezziik.
Az elemzési alapid6szak hossza lehet év, évtized, negyedszdzad. Egységnyi id6-
szaki (példaul éves vagy évtizedes) keresetbdl a dolgozd 7 jarulékot fizet be R
id6szak alatt, majd évjaradékként b nagysagu kotelez6 nyugdijat kap D — R id6-
szak alatt. Sziikségiink lesz a felnott élethosszra vetitett két életszakasz-aranyra —
dolgoz6: p = R/ D és nyugdijas: 1 — p.

Feltéve, hogy a népesség staciondrius, a kotelez6 nyugdijrendszer mérlege
definici6 szerint R = (D — R)b, azaz a kotelez8 nyugdijjaradék

TR 0

Db e st (15.1)

b

Sziikségiink lesz a szintén dllandénak feltételezett id6szakos dolgozdi fogyasztas-
ra: c; = 1 — 7. Egyel6re nincs megtakaritds. A fiatal- és az id6skori fogyasztas
kiegyenlitése esetén c; = b, azaz 1 — 7 = 7, azaz a maximalis jarulékkulcs

1
T=1 )
Ekkora jarulékkulcs esetén olyan nagy lenne a kotelezd rendszer, hogy nem hagy-
na teret az onkéntes rendszernek, ezért a tovabbiakban feltessziik: 0 < 7 < T.

Ezen a ponton bevezetjiilk a maganmegtakaritast és az adétdmogatast élvezd
onkéntes nyugdijakat, el6szor a statikus, kés6bb a dinamikus modellt. Egyszerisi-
t6 feltevés: nulla kamatldb! Ha s az id6szaki megtakaritds és o a tdimogatdsi kulcs,
akkor az onkéntes nyugdijrendszer tipikus életpdlya-egyenlege (1 + a)Rs =
(D — R)d, azaz a

magdn-életjdradeék

d=B(1+a)s. (15.2)
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Az 6nkéntes nyugdij tdimogatasat fedezd kiilonadd kulcsa: 60, ezt adottnak tekintik
az atomizalt dolgozdk.

Foltessziik, hogy megtakaritds szempontjabol n > 1 tipus 1étezik, felsd inde-
xiik i = 1,...,n, az i-edik tipus idészaki megtakaritisa s’. Az i-edik tipus fiatal-
é&s id6skori id8szaki fogyasztdsa rendre (vo. (15.1)—(15.2))

dd=1-17-0-5" é ch=b+d=pr+B(1+a)s’, i=1,2....,n
(15.3)
Széban: a fiatalkori fogyasztas egyenld a brutt6 kereset minusz a jarulék minusz
a kiilonadé minusz az 6nkéntes megtakaritds; az id6skori fogyasztds egyenld a
nyugdij plusz a magan-életjaradék.
Egyelore kétféle dolgozét tekintiink: L — rovidlaté (¢ = 1), H — el6relatd
(z = 2). A H-tipus annyit takarit meg, hogy az életpalya-fogyasztasat teljesen
kiegyenlitse: il = cll{) (nincs id6beli helyettesités). Behelyettesitve a (15.3) H-
fogyasztasi egyenletpart az egyenldségbe, adddik az el6relatd megtakaritsa:
(1—7—0—-p7)1

g H_ H H_
l1-7—0—s" =p[r+(1+a)s"], azaz s T+ 511 a) , (15.4)

ahol a + alsé index lenulldzza a negativ megtakaritasi szdndékokat.

A rovidl4té nem akarja, hogy az el6relété teljesen kihaszndlja, ezért akarat-
erejétdl fiiggben 6 is megtakarit. Naivan a § = o' kiilonad6-egyenletbdl megbe-
csiili a ,,tobbiek” megtakaritasat: 57, s ennek egy kiviilr6l adott € [0, 1] részét
hajland6 megtakaritani: relativ megtakaritdsi hajlandésdg. Konny( belétni, hogy
v = 1 esetén a becslés pontos, és s = st
Az L-megtakaritds

st = le. (15.5)
(6%

A kiilonadé kulesa fiigg az egyes tipusok megtakaritasatol (sH, s™) és silyaranya-
t61 (fu, fL):
0 = affus"(6) + fus" (6)].

Behelyettesitve (s, s)-t [(15.4)—(15.5)] az adémérlegbe:

afull — (1+ B)7 -0
1+8(1+ )

0 =~/L0+

Az implicit egyenletet megoldva, adédik a
15.1. tétel. A kiegyensiilyozott kiilonaddkulcs

afull — (1+ B8)7]

O = AR+ B+ )] + o

(15.6)
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Megjegyzés. (15.6) felhasznaldsaval adédik az elérelatok (15.3H)—(15.4) cll{ fo-

gyasztdsa és a rovidlatsk (15.3L)~(15.5) (c¥, &) fogyasztasparia.

15.1. példa. Maximadlis hajland6sag esetén a rovidlatas megsziinik: v = 1 esetén

st = sH. Valéban, formalisan v = 1 esetén (15.6) egyszertisodik:
o ofull=(1+8)r] _ all—(1+5)7]

C full+ B0 +a)+afu BL+a)(1+5)

Behelyettesitve 0°-t (15.4)—(15.5)-be, adddik az allitas.

Az egyenl6tlenségek mérésére két szorast vezetiink be. Adott tipus atlagos
életpdlya-fogyasztdsa: ¢ = pct + (1—p)ch), ahol i = L, H. Az étlagos életpélya-
fogyasztds sz6rdsa mutatja a perverz Ujraelosztdst, kiilsé szérdsnégyzet: €2, =
fu(c® —p)2+ fu(ct — p)2. Emellett a belsé szorasnégyzet: €2 = fi,(ch — )2 +
fL(c,If) — )2 mutatja az L-tipus rovidlatasat.

Evtizedben szdmolva: R = 4, D = 6 (a betd vastagitdsa arra utal, hogy nem
évekr6l, hanem évtizedekr6l vagy negyedszdzadrdl van sz6), 7 = 0,2. Feltevé-
siink szerint haromszor tobb révidlaté van, mint eldreldto: fr, = 3/4 és fy = 1/4.
A 15.1. tabl4zatban a tdmogatdsi ardny o = 1, a -y relativ megtakaritdsi hajlan-
désagot két 1épésben noveljiik 0-rél 1-re. Ekozben H fogyasztasa ¢! = 0,705-
161 0,667-re, L atlagfogyasztdsa ¢ = 0,654-r61 0,667-re emelkedik. A késdbbi
Osszehasonlitds kedvéért kozoljiik, hogy mig a belsd szérds gyorsulva csokken
0-ra; addig a sokkal kisebb kiilsé szérds egyenletesen csokken.

(15.6')

15.1. tdblazat. Rovidlatok relativ megtakaritdsi hajlandésdgdnak hatdsa

Relativ | Ad6- H L- L-nyug- | L-atlag | Bels6 | Kiilsé
megta- | kulcs dolgozé | dijas
karitas

fogyasztas szOrés
v 0 M c% clﬁ ck el €E
0,0 0,019 | 0,705 | 0,781 0,400 0,654 | 0,156 | 0,022
0,5 0,030 | 0,696 | 0,756 0,459 0,657 | 0,121 | 0,017
1,0 0,067 | 0,667 | 0,667 0,667 0,667 |0 0

15.2. feladat. Készitsiikk el a 15.1. tablazat mddositdsat, amely v = 0 esetén
mutatja az « tdmogatdsi ardny novelésének a hatdsiat! Ahogy az o tdmogatési
ardny 0-ré] 1-re nd, tigy emelkedik H fogyasztisa ¢ = 0,667-r61 0,705-re, s tigy
csokken L 4tlagfogyasztdsa, ¢ = 0,667-r61 0,654-re. A késdbbi dsszehasonlitas
kedvéért kozoljiik, hogy a kiils6 szdras 0-rél 0,022-re nd; mig a belsé alig csokken,
és 0,16 koriil marad.
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A tovabbhaladds szempontjabdl fontos, hogy ha a rovidlatok tipusat felbont-
juk olyan résztipusokra, amelyek csak a relativ megtakaritdsi hajlandésdgban kii-
16nboznek egymdstdl: s; = ;5" /1, ahol y;, i = 1,...,n — 1, stlyuk f;, akkor
viselkedésiik konnyen aggregalhato:

n—1 nfl f"Y'
fo=>fi é& = 7‘1 Lh (15.7)
=1

Ekkor is érvényes a 15.1. tétel.

Onkéntes nyugdijrendszer dinamikus analitikus modellje

Az allandésult dllapot meghatarozdsa utdn ratériink az 6nkéntes nyugdijrendszer
dinamikdjara, el6szor az analitikus modellre. A kovetkezd jeloléseket alkalmaz-
zuk. Eletkor: a = 1,..., R, naptdri id6: t = 0,1,..., és tipus: ¢ = L, H, de
konnyen altaldnosithaté n > 2-re. A 12. fejezetben targyalt egyiitt €16 korosztd-
lyokra vonatkoz6 egyenleteket éltaldnositjuk, de nulla redlkamatldbra szoritkozva.
Felhalmozott megtakaritdsok dllomdnya

S;,t-l—a = S;—l,t-l—a—l +(1+ a)'sfz,t—&-a’ i=L,H a=1,... R, (158)
ahol a kezdeti dllapotok adottak:
1 i=1L,H, a=1,...,R.

Elemzési egyszeriisitésként foltessziik, hogy a t-edik id&szaki addbevétel
(6:R) 1 id6szakkal lemaradva koveti a tamogatast (Fy):

Eo=a) fi) s & 6=-p (15.9)
i=L a=1

A keletkez6 dllamadéssag dinamikdja egyszertien a kiadas és a bevétel kiilonbsé-

ge:
Dy =Dy_1 + Er — RO,

Folirjuk a két tipusra a (15.3)-at 4ltalanosito, id6- és életkorfiiggd fogyasztasi
egyenleteket (¢ = L, H):
Dolgozoi fogyasztds (kereset—jdrulék-kiilonado—megtakaritds)

Cira=1-T—0a—Shiyen a=12.. R (15.10)
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Nyugdijas fogyasztas (tb-nyugdij+magan-életjaradék)
CRitirril = = Copp =0+ diyp,  a=R+1,...,D, (511

ahol a magan-életjaradék (15.2) altalanositasaként a végsd megtakaritasi allomany

és a hétralévd élettartam hdnyadosa:

. . 1
tr =S} = =L, H. 15.12
t+R wSR,tJ"R’ /IZ} D _ R’ ? ? ( 5 )

Raétériink az a kord L-tipus megtakaritdsara, amely a legiijabb addkulcsra épiil:

0
s{;m:”;*“, a=1,...,R. (15.13)

H megtakaritasi egyenletei sokkal bonyolultabbak, mert benniik szerepet kap

az életjaradék, kovetkezésképp a nyugdijasfogyasztds a-kori naiv el6rebecslése:

Aty r = OISEtpramt + (L @) (R —a+ 15, (15.14)

Gl = = Capyp = b+ diy g (15.15)

Széban: az a kort el8relaté dolgozé naiv médon folteszi, hogy a tovabbiakban a
most meghatdrozand6 megtakaritast folytatja, és ezt adja hozz4 a mar felhalmozott
allomanyhoz; és becsli el6re a magan-életjaradékat. Sematikusan:

H H H TH ~H
Safl,t+a71 - 8a,t+a — Sa,t+R71 - da,t+R - Ca,t+R+1‘

Aktiv életének minden szakaszdban H teljesen ki akarja simitani becsiilt fo-
gyasztdst: &, , = &, g, innen (15.11H)—~(15.12H) figyelembevételével ad6-
dik a H-tipus a koru el6zetes megtakaritdsa:

o 1—(1+8)T =Sy a1 — Oita

Sa,t—‘,—a: 1+1/J(R—a—|-1)(1—|—a) . (1516)

Az adédinamika folirdsdhoz a 12.2. alfejezetben bemutatott mddszerrel a t+a-
adik id6szakra vonatkoz6 hosszmetszeti egyenleteket a t-edik id6szakra vonatko-
706 keresztmetszeti egyenletté alakitjuk (15.16)-ban. Ekkor az
adokulcs-dinamika

R
O =7 frbi—1+aR > st (15.17)

a=1
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Az i-edik tipus a életkori megtakaritdsi dllomdnydnak dinamikdja (szintén ke-
resztmetszetben)

Se =51, 1+0+a)s,,, a=1,...,R (15.18)

e L 2.2

15.2. tétel. Ha az o tdmogatdsi kulcs elég kicsiny, akkor az dllandésult dllapot
stabil.

Bizonyitas. o = 0 esetén trivialis.
A stabilitds vizsgalatdban elhagyhatjuk az inhomogén tagokat (15.16)-bdl.
Ekkor o = 0 = 6; esetén
Shp=—0aS0 1, 1. (15.16")

Behelyettesitve (15.167)-t (15.18)-ba:
S}it =(1- Ua)SE_Lt_l =1—04) - (1— Ul)Sgt_a =0, ha t>a.

a == 0 esetén folytonossagbdl kovetkezik a stabilitas. a

15.3. feladat. Igazoljuk a rendszer stabilitasat 0-t6] Iényegesen eltérS a-ra a leg-
egyszerlibb esetre, amikor negyedszdzaddal szamolva R = 1 és D = 2!

A 15.2. tdblazat a rendszer stabil lefutdsit R = 4 és D = 6, valamint v =
1/2, kezdeti feltételek slﬁt = s1(0), illetve SIf,o = 0 mellett mutatja be.

15.2. tablazat. Egyiitt €16 korosztalyok megtakaritdsi dinamikéja

‘ ‘ Megtakaritas
Id6szak | Adoéssdg | Adokulces| Legfia- | Fiatalabb| Id6sebb | Legid6-
talabb sebb
D: 0y 511{,t 52H7t 53Ht sff’t

0,088 0,000 0,080 0,083 0,089 0,100
0,109 0,022 0,076 0,074 0,076 0,078
0,118 0,027 0,075 0,074 0,077 0,082
0,120 0,029 0,074 0,074 0,077 0,080
0,121 0,030 0,074 0,074 0,076 0,080
0,122 0,030 0,074 0,074 0,076 0,080
0,122 0,030 0,074 0,074 0,076 0,080

QAU A WN =D

Végiil emlékeztetiink arra, hogy a rovidlaté tipus konnyen felbonthaté n — 1 > 1
altipusra.
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Az onkéntes nyugdijrendszer agensalapi modellje

Az eddigi bemutatott dinamikus analitikus modell adottnak veszi a relativ meg-
takaritdsi hajlandésdgokat. A valdsdgot jobban tiikkr6z6 modellben a dolgozok
Osszetett tanuldsi folyamat alapjan dontenek onkéntes id6szeri megtakaritasuk-
r6l. Ekkor a legegyszer(ibb modellezési mddszer az dgensalapi modellezés. Itt
lokalis tapasztalataikbdl tanulva, a dolgozdk idészakrodl id6szakra feliilvizsgaljak
korébbi viselkedésiiket.

Alapfutas. A relativ megtakaritasi hajlandésdgok heterogének: n = 2m-
tipus, v, = i/n, i = 1,2,...,n — 1, részesedési sdlyuk f; = 1/n, fr = 1/n.
Id6ben viltozik a tipus viselkedése, mert a butdbb tanul az okosabbtdl.

Az életpdlya-hasznossagfiiggvény alkalmazdsa tdl bonyolult lenne, helyette
az atlagos €letpalya-fogyasztassal értékeljiik a k-adik tipus egyéni teljesitményét:

C];,t—&-a = D_l[Cg—l,t—l-a—l_}'(R_a_*—l)C];,t+a+(D_R)E§,R+1]’ k= 17 2’ SaS) N;

ahol a k-adik tipus 1-t8l az a korig 0sszegzett fogyasztasat rekurzive is felirjuk:

a
k _ k _ ik k
Ca,t—l—a - Z Cac,t+a: - Ya—1,t+a—1 + Ca,t-l—a'

r=1

Kulcsszerepet jatszik az egyének ismeretségi kore: a k-adik tipus ismerGse-
inek részhalmazat jelolje Li. A legegyszerlibb szerkezetet tételezziik fol: élet-
kortdl fuggetlen és (a, k) ismeri (a + 1,¢)-t, { € L. Egymas {olotti korokon
(a = 1,..., R) véletlen sorrendben helyezkedik el RN egyén, és mindenki a
folotte levGt és annak e bal, és e jobb oldali szomszédjat ismeri, e > 1, (a, k)
példaként azt az ¢ egyént valasztja, amelyre cgt_l o maximalis volt.

A kovetkezd paraméterértékekkel dolgozunk. 4 évtized munka: R = 4; 2
évtized nyugdij: D = 6.

A jobb attekinthet&ség kedvéért megelégsziink viszonylag kis 1étszamu népes-
séggel: egy korosztdly 1étszdma N = 120, az ismerds kornyezet sugara: e = 1,
tehdt mindenkinek 3 ismer6se van. Ahhoz, hogy elinditsuk a szimulaciét a 0-dik
id6szakban, meg kell adni a kezddértékeket, kivéve H-ét. Az egyszertiség ked-
véért foltesszilk, hogy minden kezdeti megtakaritas 0, kivéve H-ét, amely (15.4)
szerint sy (0). Tovabbra is évtizedben szamolunk.
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15.3. dbra. A megtakaritas id6beli novekedése
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15.4. dbra. Szélesebb sav, tipikusan kisebb kiils6 variancia: n = 4

1. futas. A 15.3. dbra a legegyszeriibb esetet szemlélteti: n = 4 és f; =
fo = f3 = fa =1/4,ahol vy = 1/4 (LL), v2 = 1/2 (LM) és 73 = 3/4 (LH).
Mivel a relativ megtakaritdsi hajlanddsdgok atlaga 1/2, esetiink 6sszehasonlithaté
a 15.2. tdabldzat futdsaval. Az ismer6sok szama 2e + 1 = 3. A 15.3. dbra a négy
tipus tipusonként 4tlagolt megtakaritasi palydjat mutatja: LM felzarkdzik, de LL
lemarad LH-tdl.

2. futas. A 15.4. abran megvaltoztatjuk az LL- és az LH-tipusok relativ megta-
karitdsi hajlandésdgat, de kozben véltozatlanul hagyjuk az atlagukat: v, = 1/2—¢
ésys = 1/2 4+ &, ahol £ € (0,1/2) a sz€ls6 hajlanddsdgok kozti rés fele. Most
csak az életpalydk belsd és kiils6 szordsat mutatjuk a rés fliggvényében. Azt var-
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juk, hogy a rés tdguldsaval csokken a perverz tjraelosztdst mutatd kiilsé szords, s

ez a sejtésiink teljesiil.

3. futas. A 15.5. dbran visszadllitjuk a szélsGségek kozti eredeti paraméteres
rést, de a tipusok szamat noveljiik parosaval €s szimmetrikusan: n = 2m esetén

7

Vi = — 1=1,2,...,2m — 1.

om’

Ahogy a tipusszam végigfut az n = 4,6, 8, 10 értéken, a kiils6 széras lecsokken
0,014-r61 0,01-ra, mikdzben a belsd szérds enyhén emelkedik.

0.016

0.16

4 0.15

0.015 | -
s
: . -..|.
= 0.014 e — *
&) L e _
g 00135 -
. -
- L h*‘
0011k
0.010 | I )
1 fj “ 10
tipusszam

4014

4 0.13

4 0.12

4 0.11

0.10

helsd variancia

15.5. dbra. Tobb tipus, kisebb kiilsd variancia és nagyobb belsd variancia
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15.6. dbra. A véletlen hatdsa a megtakaritasi dinamikéra
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280 15. Két dgensalapi modell

4. futas. A 15.6. dbran szintén a 15.3. dbrabdl indulunk ki, de az Erd6s—Rényi
(1959)-féle véletlen graf értelmében véletleniil konstrualt szerkezetben vélasztjuk
meg a kapcsolatokat. Az atlagos tipusfiiggd megtakaritasi palydk szinte véltozat-
lanok, csak minimadlis javulas figyelhet6 meg.
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16. fejezet

Matematikai fiiggelék

A matematikai fiiggelék két részbdl all: A) Linedris algebrai kiegészités; B) Tobb-
valtozds fiiggvények szélsdérték-szamitdsa.

A) Linearis algebrai kiegészités

Ebben a részben néhany fontos fogalmat és tételt mutatunk be a linedris algebra
korébol, amelyet gyakran alkalmazunk a konyvben, de a f6szovegben vald el-
helyezése megbontand a targyalds egységességét. Elemi fogalmakat és tételeket
(mint linedris fiiggetlenség) nem targyalunk. Hasznos informdcié taldlhaté ma-
gyar nyelven Young (1971), Rézsa (1974), Zalai (1989) és Puskds (1993) kony-
vében, orosz eredeti angol forditasban klasszikus: Gantmacher (1959).

Transzformaciok és matrixok

Az n-dimenziés R" vektortérben barmely két x és y vektorra, valamint barmely
két o és (8 skalarra az axr + Py linedris kombinacié is a vektortér eleme. E vek-
tortérnek egy onmagaba valé M leképezését, mas szdval transzformdcidjat lined-
risnak nevezziik, ha barmely linedris kombinacié képe a képek megfeleld linedris
kombinacidja. Képletben:

M(azx + By) = aMz + fMy. (A1)
Adott koordinata-rendszerben létezik n szamu egységvektor:
e;=(0,...,1,...,0)T,

ahol csak az ¢-edik helyen all 1,7 = 1,...,n. Ebben a koordinata-rendszerben
az M transzformaciét és az x vektort rendre egy M = (m;;) négyzetes matrix

281
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282 16. Matematikai fiiggelék
ésegy x = (r1,...,2,)T szdm n-es képviseli. Nem kell megkiilonboztetniink a
transzformaciot a matrixtdl, illetve a koordinatak nélkiili vektort a koordinatakkal
adottol.

Blokkszerkezetii matrixok

Egy M matrix blokkszerkezete gyakran segit az elemzésben, mert egy nagyobb
feladatot tobb kisebb feladatra bont fel. Tegyiik fol, hogy az {1,2,...,n} index-
halmazt P szdmu diszjunkt nemiires halmazba osztottuk: Jg, Q = 1,..., P. Egy-
idejti sor- és oszlopcserével elérhetd, hogy minden blokk egymas utdni indexekbol
dlljon: Jg, = {jg-1,---,Jg — 1}, @ = 1,...,P,ahol jo = 1 és jp = n+ 1.
Nyilvanval6, hogy M -nek blokkszerkezete van:

M4 Mip
M=/| ... Mor ... |,
Mpq Mpp

ahol Mor = (mij)ieJq.jeIn-

Példaul n = 3 és P = 2 esetén legyen J; = {1,3} és Jo = {2}. Ekkor a sor-
és oszlopcsere révén J| = {1,2} és J, = {3}. Legyen Mgor = 0, ha R # Q,
azaz M = (M¢q). Particiondljuk az x vektort is hasonl6an!

r=(rq), ahol xg = (7i)icJ,-

Egy midtrixot blokkdiagondlisnak neveziink, ha Mgr = 0 minden ) # R
esetén. Trivialisan igaz az

A.1. tétel. A blokkdiagondlis linedris M transzformdcio P szdmi fiiggetlen li-
nedris Mqq transzformdciora esik szét, amelyek mindegyike egy megfeleld R"®
invaridns altéren hat, Q =1, ..., P.

Sajatértékek és sajatvektorok

Az M transzformacié sajdtértékének és (jobb oldali) sajdtvektordnak neveziink
egy A skalart és egy s # 0 oszlopvektort, ha a transzformdacié az s vektor irdnyat
valtozatlanul hagyja, de a vektort A-szorosdra nagyitja (ha |A| > 1) vagy kicsinyiti
(ha |A] < 1). Képletben:

Ms = Xs, s # 0. (A.2)

Nyilvanval6, hogy ha s sajatvektor, akkor barmely (o # 0) skaldrszorosa is
az, méghozzd ugyanolyan sajatértékkel: M(as) = A(as). A homogén linedris
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16. Matematikai fiiggelék 283

egyenletek elméletébdl ismert, hogy A szempontjabol (A.2) ekvivalens det (A — M) =0-
val, ahol det a determindns roviditése. Bevezetjikk az M transzformdcid karakte-
risztikus polinomjdt:

P(X\) = det(A — M). (A.3)

A kovetkezd tétel a karakterisztikus polinom fontos tulajdonsagat mondja ki.

A.2. tétel. Az n-edfokii P(\) karakterisztikus polinomnak multiplicitdssal n (va-
165 vagy komplex) gyoke van, amelyek éppen a mdtrix (A.2)-beli sajdtértékei; \j,
ij=1,....n

Teljes indukcidval igazolhatd, hogy ha mindegyik sajatérték kiilonboz6, akkor
a megfeleld n sajatvektor linedrisan fiiggetlen. El6fordulhat azonban, hogy a A
sajatérték algebrai multiplicitdsa r > 1: P(\) = P'(\) = --- = PU=D()\) =
0 # P()()). Legyen r* a A\-hoz tartozé linedrisan fiiggetlen sajatvektorok szdma,
ez a \ sajatérték geometriai multiplicitdsa, nyilvan 1 < r < r*,

Tipikusan r* = r = 1, ezért ,,altaldban” 1étezik egy n fiiggetlen sajatvektorbol
allo bazis, az dgynevezett sajdtbdzis.

Egy definiciéhdrmast ismertetiink. Az M matrix spektrdlsugara az n darab
sajatérték abszolut értékének maximuma; jele: p(M),

p(M) = max{[Ail,. .., [ An|}.

Egy maétrix domindns sajdtértéke egy olyan sajatérték, amelynek abszolit értéke
maximalis (tobb is lehet beldle, lasd késGbb a ciklikus matrixokat). Dominans
sajatértékhez tartozé sajatvektort domindns sajdtvektornak neveziink, amelynek
algebrai és geometriai multiplicitdsa egyarant lehet 1-nél nagyobb. (Példaul az
I transzformdcidonak minden vektor domindns sajtvektora, 1 sajatértékkel: r =
r* =n.)

A.1l. példa. Tobb dominans sajatérték. Legyen «v és 3 két negativ skalar. Ha

0 «
=[5

akkor p(M) = v/af, s mind p(M ), mind —p(M ) dominéns sajatérték.

Sziikségiink lesz még a bal oldali sajdtvektor fogalmara:
ptM =T, p#0, (A4)

azaz M Tp = \p, ahol MT az M mitrix transzpondltja, komplex esetben kon-
jugdltja: m}; = mj;, ahol a feliilhizds a komplex konjugalt jele, 1 < 4,7 < n.
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Mivel M T karakterisztikus polinomja azonos M karakterisztikus polinomjdval, a
gyokok azonosak, nincs sziikség bal és jobb oldali sajatértékek kozti megkiilon-
boztetésre (vo. 1.7. tétel).

A.3. tétel. Kiilonbozd sajdtértékekhez tartozo bal és jobb oldali sajdtvektorok
merdlegesek egymdsra.

Bizonyitas. ypT = pTM és As = Ms, p # 0 # s, A # . Szorozzuk be az elsd
egyenletet s-sel jobbrdl, a masodikat pT-vel balrél: upTs = pTMs = ApTs,
azaz pTs = 0. O

Természetesen az azonos sajatértékhez tartozo bal €s jobb oldali sajatvektorok
dltaldban nem merdlegesek egymasra.
Cayley—Hamilton tétele*

Nem nehéz belatni, hogy R"™ linedris transzformdacidi is linedris teret alkotnak,

amelynek dimenziéja n?. Emiatt az {I, A, A2, ..., A”Q} sorozat linedrisan 6ssze-
fiiggd. Elesithetd azonban ez az elemi megfigyelés.
Bevezetjiik a mdtrixpolinom fogalmdt. Legyen A(z) = >0 ;27 egy n-

edfoku valds egyiitthatés komplex valtozés polinom. Ekkor az

M) => " a;M
j=0

matrixot az M matrix A-polinomjanak nevezziik. Tobbszor is sziikségiink lesz a
kovetkez6 Osszefiiggésre.

A.4.* tétel. (Cayley—Hamilton, 1858; Halmos, 1958.) Minden négyzetes M mait-
rix kielégiti sajdt karakterisztikus egyenletét: P(M) = 0.

Bizonyitas helyett. Az altalanos bizonyitds némileg bonyolult, a fészovegben
vizsgdlt, sajatbdzisi matrixok esetén azonban szinte trividlis: Legyen A\; az M
matrix j-edik sajatértéke €s s; egy hozza tartozo sajétvektor, j = 1,...,n; a sa-
jatvektorok bazist alkotnak. Ekkor P(A) = (A — A1) -+ - (A — Ap), tehdt P(M) =
(M — M\I)--- (M — \I); és az M — \;I tényezSk felcserélhet6sége miatt
P(M)s; = 0 minden j-re, azaz P(M) = 0. O

Az A.4.* tétel alapjdn mar viszonylag konnyen kiszdmithatjuk M kiilonb6z6
hatvényait, csupan a P(\) karakterisztikus polinomot és M elsd n — 1 szdm hat-
vanyat kell kiszémitanunk Legyen a karakterisztikus egyenlet a kovetkezd alaku:
AT =31 LN . Az A4* tétel alapjan M = 0 \ ;M7 Ezzel M™-t meg-
hatéroztuk. M"™*! kiszamitasahoz szorozzuk be a matrlxegyenlet mindkét oldalat
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M-mel: M™H1 = E?:_()l m;MI Tt és M™ helyére frjuk be €l6z8 egyenletiinket.
Osszevonassal: M1 = Z?;& (Tj—1 4 Tn_17j) M7, (m_1 = 0) stb.

Jordan-féle normal alak*

Mar emlitettiik, hogy tipikus esetben létezik sajatbazis. Specialis struktdraja fel-
adatokban azonban el6fordul, hogy nincs sajitbézis.

A.2. példa. Jordan-blokknak nevezik a kdvetkezd r x r-es matrixot:

o 1 0 ... 0
o o 1 ... 0
Ne=1| ... .. .. - .- (A.5)
0o o o0 ... 1
0O o0 0 ... 0

Az (A.5) métrixnak minden sajitértéke 0, és (skaldrszorosoktdl eltekintve)
csak egy sajdtvektora van: s = (1,0,...,0)7T.

A kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy a 7' MT hasonlésagi transzforma-
cioval diagondlis alakra hozhaté métrixoktdl eltekintve, az (A.5) alak a lehetd
legegyszertibb.

A.5.% tétel. (Jordan-féle normal alak, 1870, Rézsa, 1974.) Megfelelé hasonldsd-
gi transzformdcioval barmely M transzformdcio blokkdiagondlis alakra hozhato,
ahol az egyes blokkok mérete rq), és egyetlenegy sq sajdtvektorhoz tartozo \q sa-
Jjadtérték algebrai multiplicitdsa rq: Mé =Aolrg + Nrg [(AD)], Q=1,..., P.

Geometriai nyelven szélva, vizsgéljunk egy blokkot! Az s; vektort a j-edik
fovektornak nevezziik, ha s;_1 = (M — M)s;; j = r,r —1,...,1, ahol sy az
egyetlen sajatvektor és so = 0. E probléménak kiterjedt irodalma van (v0. Jordan-
féle normal alak, Halmos, 1958).

Matrixexponens

Az 5.1. tételben felmeriilt az 6tlet, milyen j6 lenne definidlni egy matrix exponen-
cialis fiiggvényét. Szerencsére e” hatvanysora minden komplex szdmra értelmez-
ve van, ezért — legalabbis formalisan —, értelmezhetd barmely M matrixra is:

A.6. tétel. Tetszbleges n x n-es valds vagy komplex elemii M mdtrixra értelmezve
van az exponens:

% prk
eM = ,;)W. (A.6)
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Ugyantgy, mint a skaldr (valds vagy komplex) esetben, (A.6) jobb oldala (akar
elemenként, akdr normédban) abszolut konvergens.

Egy blokkdiagondlis matrixexponense egyenld a blokkexponensek matrixa-
val: elMe) = (eMa), Specidlisan egy diagondlis matrixexponense egyenld a sajat-
érték-exponensek diagondlis matrixdval: M = (m) = (m;); esetén ™ =
(emi) ;. Egy sajatbazisos M mitrixra e hasonlé a diagondlis (€"i); métrixhoz.

Megjegyzések. 1. A Jordan-alak segitségével eM+N)

frhat6.

2. Az A .4.* tétel kornyékén mdr lattuk, hogy barmely M* kiszdmitdsa vissza-
vezethetS az I, M, M?,..., M™ ! sorozat kiszdmitdsira. Ezért egy matrix ex-
ponencidlis fiiggvényét végtelen matrix-hatvanysor nélkiil is meghatdrozhatjuk.
S6t, a redukcié barmely analitikus fiiggvényre is kiterjeszthetd, feltéve, hogy a
hatvanysor konvergenciasugara nagyobb, mint p(M).

viszonylag egyszertien le-

Nemnegativ, irreducibilis és ciklikus matrixok

Nyilvanval6 okok miatt a k6zgazdasagtanban nagyon fontosak a nemnegativ (po-
zitiv) elemii matrixok, ahol m;; > 0 (m;; > 0). (A legtijabb magyar helyesirési
szabdlyzat megalkot6i nagy hibat kovettek el, amikor bevezették a nem kezdeti
jelzok kiilonirasat! Ugyanis a nem negativ elemi matrixok nem azonosak a nem-
negativ elemi matrixokkal! Az elébbi osztdlyba olyan matrixok tartoznak, ame-
lyeknek van legaldbb egy nem negativ elemiik, mig az utébbiba olyan maétrixok
tartoznak, amelyeknek minden eleme nem negativ!)

Néha blokkdiagondlis métrixokkal dolgozunk, mert azok kisebb méreti mat-
rixokhoz vezetnek. Maskor éppen ellentétes a célunk, el akarjuk keriilni, hogy a
rendszer részeire bomoljék. Ekkor hasznos a kovetkez6 fogalom.

Irreducibilis (felbonthatatlan) matrixokrdl beszéliink, ha az {1,2,...,n} in-
dexhalmaz nem bonthat6 fel két olyan nemtrividlis J és J* indexhalmazra, amely-
re a keletkez6 M j-j és M ;- blokkok egyike nulla matrix. Ahhoz, hogy kevés-
bé formalis legyen a meghatarozasunk, érdemes grafokra leforditani a definiciot.
Képzeljiik azt, hogy van egy n-cstcsu irdnyitott grafunk, amelyben az i-edik pont
akkor és csak akkor van osszekotve a j-edikkel, ha az (i, j) madtrixelem pozi-
tiv. (Természetesen elképzelhet, hogy az i-edik cstics Ossze van kotve a j-edik
csuccesal, de forditva nem.) Ekkor a métrix irreducibilitdsa azt jelenti, hogy a hozza
tartozé graf csticspontjai nem oszthaték két olyan csoportba, hogy egyik csoport
egyik cstcsa sincs 0sszekodtve a masik csoport valamelyik cstiicsdval. Természete-
sen a matrixot reducibilisnek nevezziik, ha nem irreducibilis. (Vegyiik észre, hogy
minden blokkdiagondlis métrix reducibilis, hiszen ott egyik csoport sincs 0sze-
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kotve a masikkal.)

My 0
M = .
[ Moy Moo ]

pva

A kovetkezd tételeket 1907 és 1912 kozott Perron (pozitiv elem matrixokra)
€s Frobenius (nemnegativ matrixokra) fedezte fol, és az 1950-es évek 6ta alapvetd
szerepet jatszanak a matematikai kdzgazdasdgtanban. (Rovidség kedvéért gyak-
ran elhagyjuk az elemi jelz6t.)

A.7. tétel. (Frobenius 1. tétele: 1908, Rézsa, 1974, Zalai, 1989.) Legyen a négy-
zetes M mdtrix nemnegativ és irreducibilis. Ekkor igazak a kovetkezd dllitdsok.
a) M-nek van egy pozitiv domindns sajdtértéke.
b) Létezik (egy skaldrszorzotdl eltekintve) egyetlen pozitiv sajdtvektor, amely
a pozitiv domindns sajdtértékhez tartozik.
¢) A pozitiv domindns sajdtérték algebrai multiplicitdsa 1.
d) A pozitiv domindns sajdtérték novekva fiiggvénye bdarmely pozitiv elemnek.
e) Ha a spektrdlsugdr kisebb, mint 1, akkor (I — M)~ létezik és pozitiv.

A bizonyitasbdl csak az alapgondolatot emlitjiikk meg: A

Mz);
o) =min [ M2 cicn 0
X5
fiiggvény jol definialt, és a maximumat az s; > 0 sajatvektorndl veszi fol, értéke:
p(M) = A\; pozitiv dominéns sajatérték.

A.1. feladat. Kozvetleniil igazoljuk az A.7. tételt n = 2-re!

Az A.1.és az A.2. példa mutatja, hogy az A.7. tétel nem érvényes nemnegativ,
reducibilis matrixokra.

Elesithetjiik az eredményt, ha bevezetjiik a kovetkezd specialis blokkszerke-
zetli matrixokat. Az M matrixot P-ciklikusnak vagy P-rendben imprimitivnek ne-
vezziik, ha Mgr = 0, R # Q+1esetén, azaz M = (Mg o+1). Ismét a fenti graf-
hasonlatot alkalmazva, ekkor a csticspontok P szdmu csoportba oszthaték, hogy
az 1. csoport csucsai kizdrélag a 2. csoportéval vannak sszekotve, a 2. csoporté a
3. csoportéval, ..., a (P — 1)-ediké a P-edikével és a P-ediké az 1. csoportéval.
Ekkor az M matrix blokkdiagonilis.

Ha egy maétrix semmilyen P > 1 természetes szdmra sem ciklikus, akkor
P = 1-et frunk, és a matrixot aciklikusnak vagy primitivnek nevezziik.

A.3. példa. 2-ciklikus matrix.

0 N
N:[NQ 01], (A7)
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ahol Ny és Ny rendre r X (n — r)-es és (n — r) X r-es matrix, 0 < r < n.

A.8.* tétel. (Frobenius 2. tétele: 1912, Rézsa, 1974.) Legyen a négyzetes M muit-
rix nemnegativ és irreducibilis. Ekkor igazak a kovetkezd dllitdsok.

a) Ha az M mdtrix P-ciklikus, akkor pontosan P domindns sajdtértéke van:
pe@=l, Q =1,..., P, ahol € a P-edik komplex egységgyok: e¥ = 1.

b) Ha az M mdtrix aciklikus, akkor egyetlen domindns sajdtértéke van, amely
pozitiv. A mdtrix valamelyik hatvdnya pozitiv: példaul M™ > 0.

Megjegyzések. 1. Ha M > 0, akkor nyilvanvaldan aciklikus, tehat a b) pont
Perron tételére egyszerisodik.

2. Az irodalomban altaldban a forditott utat kovetik: a domindans sajatértékek
szdmat nevezik P-nek és ebbdl vezetik le az A.8* struktdratételt. Mi Varga (1962)
sz6hasznalatat szemléletesebbnek tartjuk, s ezt kovetjiik.

Kovetkezzék a szemléltetés!

A.4. példa. Aciklikus matrix nulla elemmel:

1 «
M = i A.
e (a8)
a, B > 0, aciklikus, hiszen
1+a8 «
M? = > 0.
B ap

A.2. feladat. Az A.l. feladat segitségével kozvetleniil igazoljuk az A.8.% tételt
n = 2-rel

Az A.7. tétel e) pontjdban lattuk, hogy a nemnegativ elem (diszkrét id6ben)
stabil matrixoknak van egy szép tulajdonsdguk. Most egy mésik tulajdonsdgukat
mutatjuk be, amelyet produktivitdsnak (termelékenységnek) neveziink: 1étezik egy
x > 0 oszlopvektor, amelyre

Mz < z. (A.9)

A.9. tétel. Ha egy nemnegativ M mdtrix négyzetes és irreducibilis, akkor a (diszk-
rét idejit) stabilitds ekvivalens a produktivitdssal.

Bizonyitas. Legyen p > 0 és s > 0 az M matrix domindns sajatértéke és sajat-
vektora: Ms = ps. a) Ha M stabil, akkor p < 1, tehat M's = ps < s. b) Ha M
instabil, akkor p > 1, tehdt Ms = ps > s. O
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Tovabbi fogalmakat vezetiink be. Az M maétrixot profitdbilisnak (nyereséges-
nek) nevezziik, ha létezik olyan p > 0 sorvektor, amelyre

pM < p. (A.10)

Sziikségiink lesz (A.10) specidlis alakjara, amelyet kielégité matrixokat m;; = 1
esetben domindns diagondlisii métrixoknak neveznek.

1T <1T ahol 1T =(1,...,1). (A.11)

Igazolhat6 a

Kovetkezmény. a) A produktivitds ekvivalens a profitdbilitdssal. b) A mértékegy-
ségek megfeleld vdlasztdsdval a produktivitds ekvivalens (A.11)-gyel.

Bizonyitas. a) M transzponaltjat véve, adodik (A.10). b) Az A.9. tétel jeloléseit
alkalmazva, legyen az M-hez hasonlé M* = (p)M (p)~'. Nyilvanval6, hogy
1T M * bal oldali domindns sajitvektora, p domindns sajatértékkel. O

Most a bemeneti métrixok egy specidlis osztalyaval foglalkozunk, amely mind

a numerikus analizisben, mind a k6zgazdasdgi alkalmazasokban fontos (Young,

1971, 2.7. fejezet L-matrixai, vagy a Metzler-métrixok (Metzler, 1945) ellentett-

jei). A B matrix atlés elemei egységnyiek, és az atlon kiviili elemek nem poziti-
vak:

bii =1 és bij < O, 1 7& j (A.12)

Bevezetjiik a kereszthatdsok mdtrixdt:

N=I-B2>0, (A.13)
és kikotjiik, hogy N irreducibilis, és a sajathatdsok domindljdk a kereszthatdso-
kat:
N bij<1, j=1,...,n (A.14)
i#j

Most (A.14) azonos (A.11)-gyel. Ezeket a matrixokat (normadlds nélkiil is) M—
madtrixoknak nevezik (Young, 1971, 2.7. alfejezet).

A folytonos idejii rendszerek stabilitdsat vizsgalva, sziikségiink van a kovet-
kez6 allitasra.

A.10. tétel. Egy M -madtrix barmely sajdtértékének pozitiv valds része van.

A.3. feladat. Tekintsiink egy 2 x 2-es matrixot, amelynek esetleg egyes elemei
negativak. Legyen mindkét oszlopOsszege ugyanaz a pozitiv szam. Mikor igaz,
hogy alkalmas skaldrral a domindns sajatvektor pozitiv?
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Vektor- és matrixnorma

Pontosabb elemzéseknél j6 szolgdlatot tesz a vektor- és métrixnorma matemati-
kai fogalma (Rudin, 1976 és Young, 1971). Egy, az R™ linedris téren értelmezett
nemnegativ értékd fliggvényt vektornormdnak neveziink (jele: || - ||), ha teljesiil-
nek a kovetkezé feltételek:

(1) ||z|| = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0,

(ii) [|Az|| = |Al||z|| : els6fokd homogenitas;
(iii) ||z 4+ y|| < ||z|| + ||y||: hdromszog-egyenlGtlenség.

A.5. példa. Ismertebb vektornormak.
a) A legismertebb norma az euklideszi tavolsag: ||z|l2 = /iy |@i]? =
(zTz).

b) Kiilondsen hasznos még a kovetkezd két (1 €s I ) norma:

n
||z|[1 = Z lzi|  és  ||x]||lo = max |z4]. (A.15)
i=1

1<i<n

A.4. feladat. Abrizoljuk az egységgombot (kort) az 11, lp és lo norma esetén a
sikban!

Mar emlitettiik, hogy a linedris terek linedris transzformdcidinak (matrixai-
nak) tere is linedris tér. Célszer( a transzformacié (matrix) dgynevezett indukdlt
normdjdt a linedris tér normdjaval 6sszhangban megéllapitani. A transzformécid
(métrix)-normdja a képvektorok vektornormédjdnak az egységgdmbon vett maxi-
muma:

[|M]| = max{[|Mz|| : ||| = 1} (A.16)

A linearitas miatt tetsz6leges x-re a képvektor normaja legfeljebb akkora, mint a
matrixnorma és a targyvektornorma szorzata:

([ M| < [[M]]]|]]- (A.17)

Konnyen igazolhat6 az

A.11. tétel. (V6. Rudin, 1964, 9.7. tétel.) Ha M és N linedris transzformdcid, ak-
kor az (A.16)-ban definidlt fiiggvény valoban norma, azaz egy vektornorma R™-
en, és

[IMN|| < [IM[[N]] (A.18)

A.S. feladat. Igazoljuk (A.18)-at!
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Megjegyzés. Altalaban nem konnyi kiszamitani a matrix norméjat. Az vildgos,
hogy az imént megismert spektralsugdr alsé becslést ad az indukdlt normaéra:
p(M) < ||M]|. (Valéban, ha \x = M=z, akkor (A.17) és (ii) miatt |A| ||z|| =
A2l < 1] []].)

Az A.5. példa b) pontjaban [(A.15)] emlitett két normanal azonban konny
dolgunk van, az indukdlt métrixnorma rendre

n n
00l = e ol 6 (Ml = xS pmal. (419

A.6. feladat. Bizonyitsuk be az (A.19) egyenl&ségeket!

Megjegyzés.* A modern matematikdban kozponti szerepet jatszik a reljes nor-
madlt linedris tér (az igynevezett Banach-tér), azaz egy olyan (4ltaldban végtelen
dimenzids) tér, amelyben a) két vektor tdvolsigat a kiillonbségiik normédja adja, és
b) minden Cauchy-sorozatnak van hatdrértéke: azaz lim; ,(z; — xj) = 0-bdl ko-
vetkezik, hogy van olyan x, vektor, amelyre limy, £ = x,. Egyik legfontosabb
Banach-tér a kompakt [a, b] intervallum folotti folytonos skaldr—skaldr fiiggvé-
nyek tere, jele: C|a, b], ahol a norma a fiiggvény abszoliit értékének a maximuma:
||f]] = max{|f(x)|, a < x < b}. Az 5. és a 9. fejezetekben utalunk ezekre az
absztrakt terekre.

B) Tobbvaltozoés fiiggvények szélsoérték-szamitasa

A II. részben gyakran van sziikségiink a kovetkezd matematikai segédeszkozokre.

B.1. segédtétel. (Teljes derivilt tétele.) Tegyiik fol, hogy f(x,y) egy sima (foly-
tonosan derivdlhaté) R? — R fiiggvény, és x(t), valamint y(t) egy-egy sima
R — R fiiggvény, s az utobbiak értékkészlete benne fekszik az elobbi értelme-
zési tartomdnydban. Ekkor az F(x(t),y(t)) Osszetett fiiggvény is sima, és teljes
derivdltja
S0, y(0) = Fia' () + Fly/ (1),

B.1. tétel. (Burkoldgorbe-tétel.) Legyen f(c,z) : R?> — R sima fiiggvény, ahol
¢ € [0, C| a paraméterérték és x € [0, X| az érdemi vdltozo. Tegyiik fol, hogy min-
den c értékre létezik pontosan egy belsé maximumhely, jele x(c), illetve f*(c) =
max, f(c,x). Ekkor a maximumérték vdltozdsi rdtdja olyan, mintha csak a para-
méterérték viltozna:

!

fr(e) = file,x(0)).
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Bizonyitas. Definicié szerint f*(¢) = f(c,z(c)). Vegyiik a fiiggvény teljes de-
rivaltjat ¢ szerint, és vegyiik figyelembe, hogy a maximumban f/ (c,z(c)) = 0.
Ekkor

7€) = flle;(0)) + fale,x(e))a'(¢) = flle,2(e)).

d

B.1. példa. Legyen f(c,z) = cx — 2. Ekkor x(c) = ¢/2, f*(c) = ¢?/4, azaz
[*(c) =¢/2,mig fl(c,z(c)) = z(c) = ¢/2.
Sziikségiink lesz a kovetkezd tételre.

B.2. tétel. (Implicit fiiggvény tétele.) Legyen g(z,y) egy sima R? — R fiiggvény,
ahol (xo,y0) a g(x,y) = 0 implicit egyenlet izoldlt gyoke: g(xo,yo) = 0. Tegyiik
fel, hogy g’y(xo, yo) # 0. Ekkor e pont megfeleld kirnyezetében létezik egy olyan
y(x) explicit fiiggvény, amely megolddsa az implicit fiiggvénynek: g(x,y(x)) = 0,
y(xo) = yo, és derivdltja e kitiintetett pontban

9;(9007 yo)
9y(0, o)

Y (z0) = —

Bizonyitas. Az explicit fiiggvény l1étezésének és derivalhatésdganak a bizonyitdsa
nehezebb feladat, itt csupdn a derivaltat hatarozzuk meg. Vegyiik a g(z,y(x)) =0
egyenlet két oldalanak x szerinti teljes derivaltjat:

9oz, y(2)) + g, (@, y(2))y (x) = 0,
ahonnan az eredmény mér adddik. O

B.2. példa. Legyen g(z,y) = 22 + y> — 1 = 0 az implicit fiiggvény, és legyen
1 < z9 < 1,23+ 93 =1, yo > 0. Ekkor létezik a hozza tartozé explicit
fiiggvény: y(z) = V1 — x2, amely dtmegy az (g, yo) ponton, és derivéltja

() = ———20
\/1— 2k
megegyezik az implicit fliggvénybeli parcidlis derivédltak hanyadosdval:

_g:/z:(xo’y(]) _ _@

9y(z0,Y0) Yo
B.1. feladat. Az y = F(x) fiiggvény inverze az az x = F~!(y) fiiggvény,

amelyre y = F(F~1(y)) teljesiil. Vezesse le a B.2. tételbsl az inverzfiiggvény
derivaltjanak képletét: dF ~1(y)/dy = 1/F'(x)!
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B.1. kovetkezmény. Tegyiik fol, hogy a B.1-2. tétel feltevésein til teljesiil még
" <0< fI. Ekkor a maximumhely a paraméterértéknek novekvd sima fiiggvé-

nye:
1

2'(c) = =255 > 0.

Ccx

Bizonyitas. Alkalmazzuk a B.2. tételt az f.(c, z(c)) = 0 implicit fuggvényre. O

A feltétel nélkiili maximalizaldsarél tovabblépiink a feltételes maximalizlas
irdnyaba.
B.3. tétel. (Feltételes szélsGérték-szamitds Lagrange-mddszerrel.) Legyen f(x,y),
g(z,y) : R — R egy-egy sima (folytonosan differencidlhaté) fiiggvény. Ha az
f fiiggvénynek a g = 0 feltétel mellett az (x°,y°) pontban lokdlis (feltételes)
maximuma van, és g;(xo, y°) # 0, akkor alkalmas \° valds szdm esetén az

Lagrange-fiiggvénynek az (x°, y°) pont staciondrius pontja:

L£=0 é L,°=0. (B.2)

Megjegyzések. 1. A mddszer elonyds, ha g-bdl nem lehet konnyen kifejezni y-t
mint x fiiggvényét, vagy az elrontand a feladat szimmetrijét.

2. A feladatot konnyen 4ltaldnosithatjuk arra az esetre, ha x vektorvaltozé n-
dimenzi6s és y vektorvaltoz6 m-dimenzids, természetesen ekkor f : R"™ — R
és g : R"™™ — R™, valamint a \ vektor m-dimenziods.

Bizonyitas. Az implicit fiiggvény [B.2.] tétele értelmében az (z°, y°) pont megfe-
lel6 kornyezetében létezik egy h : R — R sima fiiggvény, amelyre g(x, h(z)) =
0és h'(z) = —g,(x,h(z))/g,(x, h(z)). Helyettesitsiik be h-t f-be: F(z) =
f(z, h(x)), és derivdljuk F-et = szerint. A teljes derivalt [B.1.] tétele szerint egy
bels6é optimumban

(@) = £, h(z)) + £, h@)H () = 0
Behelyettesitve h'(x)-et
F'(x) = fo(2, h(x)) = g (@, () / gy, (, h(x)) fy (2, () =

Legyen \° = f;(2°, h(2°))/g,(x°, h(x°)), ekkor L (z°,4°) = O teljesiil, és

F'(2°) = 0 ekvivalens £, (x°, y°) = 0-val. O

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

294 16. Matematikai fiiggelék

A (B.2) egyenlet sziikséges, de dltaldban nem elégséges a feltételes széls6ér-
tékhez. A legegyszer(ibb elégséges feltétel a kovetkezd:

B.4. tétel. Legyen f(x,y) célfiiggvény konkdv/konvex és legyen g(x,y) feltétel-
fiiggvény linedris. Ha (B.2) teljesiil, akkor az f fiiggvénynek a g = 0 feltétel
mellett az (z°,y°) pontban feltételes maximuma/minimuma van.

B.3. példa. Tekintsiik a legrégibb (mar Eukleidésznél is megtaldlhatd) feltételes
maximumfeladatot: f(x,y) = zy, g(z,y) =  + y — ¢ = 0. Ekkor elemi meg-
gondoldsbdl is kovetkezik, hogy z*(c) = y(c¢)* = ¢/2. A Lagrange-fiiggvény
L = xzy — Mz + y — ¢), tehdt a Lagrange-médszer szerint £, = y — X\ = 0,
E; =z — A= 0,azaz x = \ = y, azaz a feltételbe behelyettesitve

2" (e) =y () = Ale).
Ezért f*(c) = /4, ¥ (c) = ¢/2 = A ().
B.2. feladat. a) Oldjuk meg a kovetkezd feltételes feladatot:

log x + log y — max,

feltéve, hogy =z +y = 1!
b) Mi a kapcsolat a B.3. példaval?

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Feladatmegoldasok

A szadmitégép-programozdssal megoldhaté feladatok megolddsat nem kozoljik,
mert gép- és programfiiggdk.

1. fejezet

1.1. feladat. (1.4) értelmében

1+«
1+ 4

1 «

g 1

(I—M)_1:5[ ] és 1°=94 :

ahol 6 = 1/(1 — ap).

1.2. feladat. A 2 x 2-es M matrix sajatérték-egyenlete A\s = M s, azaz koordina-
takkal )‘stj = QS és )\jsz’j = le’j,j = 1,2. OSSZGSZOI‘OZV&I )\‘?SLJ‘SQJ =
af3s1,js2 ;. Semelyik sajatvektor semelyik koordindtdja sem lehet nulla, mert ak-
kor a mésik koordinata is nulla lenne: )\? = af3. Ezért feltehetjiik, hogy s1; = 1,
tehdt \jso ; = 3, azaz sp j = £/ /. (1.9)-b6l £y = £151 +E252, ahonnan adott
xo = (21,0, T2,0) indulé dllapotvektorbol &; megallapithaté. (1.12) adja a keresett
megoldast.

1.3. feladat. El6szor megoldjuk az x1 .41 = muiz1,+ + w; skaldregyenletet. A
kapott megoldast behelyettesitjiik az w9411 = mo2x1 + Mmo1x2: + wo ska-
laregyenletbe stb. Az egyetlen bonyodalom abbdl szarmazik, hogy a jobb olda-
lon idében (exponencidlisan) valtozd tagok szerepelnek, ez azonban kezelhetd:
21 = mag + wA! helyett y; = 2, /\! bevezetésével yi 1 = (m /)y + w.

1.4. feladat. M két sajatértéke 1 és —1. My mindkét sajatértéke 1, azonban csak
egy fiiggetlen sajdtvektor létezik: s = (0,1)T.

1.5. feladat. z; 1 = Axy + w, ahol z;, A és w skalar. 1.1. tétel: Ha A\ # 1 skalar,
akkor z° = w/(1 — A). 1.2. tétel: uires. 1.3. tétel: tires. 1.4. tétel: —1 < A\ < 1.
1.5.tétel: @ = 1/|A|. 1.6. tétel: 0 < A < 1, w > 0, 2° > 0. 1.7. tétel: x4 = x4
értelmetlen. Az 1.8. tétel az 1.4. tételre egyszeriisodik.

295
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1.6. feladat. a) \; = A2 > 0. b) Legfeljebb egy el§jelvaltds, legfeljebb két eldjel-
valtés.

1.7. feladat. Kozvetlen szamolassal. (1.18)—(1.19) alapjan
N —2cospA+1=0,

azaz A1 = cos ¢ £ isin .

1.8. feladat. a)
-1 0 1/
B = l /a0 ] '

b) by; = 0. ¢) 1.15. példa. d) (1.18)—(1.19) alapjan kiszdmithat6 az I — B(k)
matrix karakterisztikus egyenlete: P(\) = (A — 1)? — afkiks = 0, ahonnan
AL =14+ VapPkiks, A1 > 1.
2. fejezet
2.1. feladat. Behelyettesitjiikk az e; = g + €d;—1 visszacsatolast (2.6)-ba:

dt == Pdt—l — &0 — €dt_1 = (p - E)dt_l —&90. (26/)
Ovatos stabilizdlast ad e = p — 0,99.
2.2, feladat. v = 0,75 mellett rendre 5 = 0,25;0,9; 1,5; 4.
2.3. feladat. a) (2.48)-at egyszertsithetjiik:

not = fino—1 + fono—2,

(2.49) megoldasat explicite felirhatjuk:

fiv 4 for 2 =1, azaz ¥ — fiv— fo=0.

fo+ [T+ 4]
vV = .

2

Megoldva:

b) A karakterisztikus egyenlet
M~ fIA— f2=0.
Gyokok és egyiitthatok kozti osszefiiggés alapjan
AM+A=fi é A= fo >0.

Egy pozitiv és egy negativ gyok, A1 > |Aa| > 0 > — Ao, relativ stabilitds.
Pontosan akkor n6 a népesség, hav > 1, azaz f; + fo > 1.
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3. fejezet

3.1.feladat. a) f(z) > z,bar 0 < f/(x) =1 — (1 4+ €%)72e” < 1.
b) A (—o0, 00) intervallum nem kompakt.

3.2. feladat. a) A leképezés valéban nem kontrakcid, hiszen § = 2 és x¢g = 0,01
esetén z1 = 100,005, mig yo = /2 esetén y; = /2.

b) A szdmtani és mértani kozép Osszehasonlitdsabol adddik, hogy z; > /3
(t > 1). Ekkor viszont 0 < f’(z) = 1/2—3/(2x?) < 1, tehdt kontrakci6. Vegyiik
észre, hogy f'(v/B) = 0, azaz a konvergencia nagyon gyors.

3.3. feladat.* a) 3.1. dbra: ha 1 < a < 2, akkor az f(z°) = z° fixpont a (0; 1)
intervallumban fekszik. Szimmetria miatt z* = 1 — z2°-ra f(z*) = 2°. Ha 2* <
xo < 1,akkor z1 < z°;hal/2 < xy < z*, akkor z° < x1 < 1/2. Belattuk, hogy
arendszer legfeljebb egy idGszakig lehet 1/2-t81 jobbra. Ha z° < z; < 1/2, akkor
2° < w1 < xp;ha0 < xy < 2°, akkor xp < w1 < 1/2. Monotonitds miatt a
hatarérték 1étezik, természetesen fixpont, azaz egyenld x°-rel.

b) 3.2. dbra: ha 2 < a < 3, akkor van egy olyan 0 < ] < 1/2 szdm,
amelyre f(z7) = 1/2. Szimmetria miatt x5 = (1 — z7)-rais f(z3) = 1/2. Ha
x5 < xg < 1, akkor z; < z]. Ha1/2 < 29 < a3, akkor 2] < z1 < 1/2. Ha
xy < x7, akkor x4 < w41 < xj. Hazl < ay < 1/2; akkor 2y < mpy1 < .
Tehdt elGbb-utébb az dllapot az (z7, x5) szakaszon beliilre keriil és ott is marad.
Ott mar alkalmazhat6 a kontrakcids tétel, mert

1++v/1—a/2
xhy = 2(1/, 0< fl(z}) =a(l —227) = /1 —2/a < 1.

3.4. feladat.* Ha a két matrix koziil legalabb az egyik, példdul A invertalhato,
akkor elemi a segédtétel bizonyitdsa: ABx = \z,y = A~ 'z = BAy = \y. Eb-
bdl hataratmenettel tetszOleges A matrixra is kovetkezik a tétel. Most mar ismert,
hogy p(AB---C) = p(B---CA), tehat a

Df"(z3) = Df(z1)Df(xp)-- D f(x2)
matrix is stabil.

3.5.feladat. a) 2° =2 — 22° = 2° = 2/3.b) w9 = 221 és 11 =2 — 2w9 = 2 —
4x1 = x1 = 2/5 = x9 = 4/5. ¢) Két pont van az egyik dgon, egy pont a masik
agon. Feltehet6, hogy az elsé kettd kisebb 1/2, illetve nagyobb 1/2. Szamoléssal.
d) Instabil, mert | ()| > 2, 4, illetve 8, mindhdrom nagyobb, mint 1.

3.6. feladat. A sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢ Osszefiiggés alapjan @1 = 2y stb.
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4. fejezet
4.4. feladat. Behelyettesitve az adott szabalyokat a (4.18)—(4.19) egyenletparba:
k= k® 4+ ogst — i, 00 = —B + Biil.
P =0 — o (K° — k*) — oy (=B + Bii') > s, P = o4 0 (k° — k¥) < i
Rendezve: k° = (1 — ) "' (ogs™ — i) stb.

4.5. feladat. (4.38)-nal nem hasznaltuk ki, hogy A; id6ben dllandd, csak azt, hogy
teljesiil a (4.37') egyenlGtlenség.

5. fejezet

5.1. feladat. (5.11%)—(5.12) és az 5.3. tétel értelmében A = i és s = (1,—1)/2.
Ezért Rs = (1,0)/2 és Ts = —(0,1)/2.

5.2. feladat. Az 5.4. tételt fogjuk alkalmazni. A gyokok és egylitthatok osszefiig-
gése alapjan A\| + Ao = —a és Mo = .

a) Ha a rendszer stabil, akkor mindkét gyok valés része negativ, azaz o > 0
és B > 0 (akar valos, akar komplex a két gyok).

b) Tegyiik fol, hogy o > 0 és 8 > 0. Ha a két gyok valés, akkor nem lehet sem
egy (mert 8 > 0), sem kettd pozitiv gyok (mert o > 0). Ha a két gyok komplex
konjugélt, akkor valds résziik egyenld —«/2-vel, tehdt negativ, azaz a rendszer
stabil.

5.3.feladat. f (¢, x) = Az miatt a k-adik differenciaegyenlet a h = ¢ /k jel6léssel
Ti(tiv1k) = Ti(tin) + Azg(tig)h = (L + AR)ag(tip),  1=0,1,....k—1
A mértani sorozat képlete szerint z(t) = x(0)(1 + At/k)*, és ez k — oo esetén
val6ban tart zge-hez.

5.4.feladat. f[7, z(7)] = \x(7) miatt a k-adik integrdlegyenlet (5.15) szerint

2pia(8) = 2(0) + A /0 () dr

A 0-dik, zo(t) = 1 kozelitésre igaz a képlet. Teljes indukcié: behelyette-
sitjik a k-adik kozelitést és tagonként integralunk, a j-edik tag integrilja
ML+ 1)5Y a (j + 1)-edik tag lesz, j = 0,1,...,k, s marad a 0-dik
tag: 1.

5.5.feladat. f(x) = 2%/ fiiggvényre az [f(z) — f£(0)]/(z —0) = 2~/3 differen-
ciahdnyados x ~ 0 nem korlatos!
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5.6. feladat. a) dz/dt = \x = 2 ldx = \dt = logx = Xt + ¢ = 2(t) =
eMHe = 2(0) = e = z(t) = e,
b) dz/dt = 2%/% = 27 23dx = dt = 32'/° =t = z(t) =
o)dz/dt =22 = 27 %dr = dt = —z7 ! =t +c= x2(t)
z(0) = —1/c (c # 0) stb.

5.7.feladat. (i) Formalisan atrendezve az egyenletet, majd parcidlis tortekre bont-
va:

(t/3)"
——1/(t+0) =

d d d
7x:7x+ < = adt, 0<x<l.
zx(l—2) =« 11—z
Integralva mindkét oldalt 0-t6l ¢-ig: log x — log(1 — x) = ¢ + at, ahol ¢-t majd a
kezdeti értékbdl megallapitjuk. Eltavolitva a logaritmusokat:

T at c1 1
= = 2(t) = = .
1—2 z(t) c1+e % 14 beat
A kezdGérték 1 1
zo = x(0) = 1oy b= xoxo.

(i1) A megoldasbdl jol lathaté a folytonossag, a novekedés, és az aszimptotikus
hatéarérték 1.

6. fejezet
6.1.feladat. Y; = C;+1;, Y11 = Vi+ AL, C, = (1-5)Y; = Vi1 = (1+As)Y;
6.2. feladat. Fejezziik ki k-t z-vel: k = 2'/(1=®) majd derivaljuk a ¢ szerint:
k= b zo/(1=a) 5
1-«a

Behelyettesitve (6.10)-be az 1j kifejezést:
1

Lof/(l=a) s _ o g 0/(1—a) ), 1/(1—a)
l1—«

7 2

Egyszertsitve: 2 = (1—a)sA— (1 —«)z — inhomogén linedris differencidlegyen-
let.

6.3. feladat. (i) Varian (1992, 8. fejezet). (ii) Indirekt: legyen p* # 7rp°( > 0)
egy masik egyensiilyi arvektor. Mivel z(p*) < 0és p® > 0, (p°)Tz(p*) > 0
lehetetlen.

6.4. feladat. Egy fiiggetlen valtoz6 van, s a p; = f(p1) megolddsa monoton tart
az egyensilyhoz.
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6.5. feladat. A (6.34)-ben bevezetett ellipszoidot toljuk el az egyensulyi arvektor-
ba és vizsgéljuk az igy ad6do
_ Zn: [pi — pi(0)]?
i=1 di
Ljapunov-fiiggvényt.
6.6. feladat. z; = xﬁ_l + 2t + xﬁ“. Helyettesitsiik be az m? fliggvényeket:
_ _Pi1 i P
Di-1+Di  PitPit1

Ko6z6s nevezore hozva,

_ bi—1pi + Pi-1Pi+1 + Pi—1Pi + P% — Pi—1Pi+1 — Pi
(Pi—1 + pi)pi + Dit1

stb.

7. fejezet

7.1. feladat. a) Behelyettesitéssel:

~

ZI/J (441 — z¢) — max.
t=0
Derivélva x; szerint: = (x441 — @) + ' (2 — 24—1) = 0, t = 1,...,T — 1,
tehét visszahelyettesitéssel u, = édllandd, tehét u; = (zp41 — o) /(T + 1).
b) Sorozatos behelyettesitéssel xp1 = ¢ + Z?:o u, a feltétel, a Lagrange-
fliggvény pedig

T
L= Z Ut + )\ut
t=0

A parcidlis derivaltakat nulldva téve: ¥’ (uy) = — A stb.

7.2.feladat. vy (1) = min,, {z3+u+23} = min,, {ud+(z1+u1)?}. u; szerint
derivdlva: u; + x1 + up = 0, azaz u; = —x1/2. Visszahelyettesitve: vi(x1) =
323 /2. vo(wo) = ming, {z3+ud+v1(21)} = ming, {23 +ud+(3/2)(xo+uo)?}.
ug szerint derivélva: 2ug + 3(xg + ug) = 0, azaz ug = —(3/5)xo.

7.3. feladat. Ti41 = Tt + U, T = -1, rr = 0. At = Bt = Gt =1, Ft =0,t=
0,1,...,7—1,és Fr = 0. Szdmoléssal igazolhatd, hogy S; = Sy+1/(Se4+1 + 1),
s K; = S;. Indukcioval: Sy = 1/(T —t), vy = (T — t)xo /T, upy = 1/T.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Feladatmegolddsok 301

7.4. feladat. Hasonlit a 7.5. példdhoz (transzformdcidval vissza is vezethetd rd). Itt
kozvetlen bizonyitast adunk. Elokészités: V(1 -1) =V (1) + V(1) = V(1) =0.
a) Folirva a differencidt: V (§+h)—V (&) = V[E(14+h/&)]-V (&) = V(1+h/€E)—
V(1). Tehdt h — 0 esetén a V(1 + h/€)/h differenciahdnyados egyrészt tart a
V’(&)-hez, masrészt a lancszabdly szerint tart V'(1)/&-hez: V() = V(1) /€. Az
5.8. tétel szerint a megoldds V' (£) = log&. b) Ugy, mint a 7.5. példanl.

7.5. feladat. Vegyiik észre, hogy E(z1+ui+w1)? = (21 +u1)? +Ew?. vy (z1) =
min,, {z?+ui+Ex3} = min,, {z3+ud+E(x1+ui+w;)?}. up szerint derivalva:
uy +x1+uy = 0,azaz u; = —x1 /2. Visszahelyettesitve: vq (x1) = 327 /2+Ew?.
vo(o) = ming, {z3+ud+v1(71)} = ming, {x3+ud+(3/2)E(zo+uo)?+Ew?}.
ug szerint derivalva: 2ug + 3(zo + up) = 0, azaz ug = —(3/5)xo.

8. fejezet
8.1. feladat. CRRA hasznossagfiiggvényre u(c) = o~ 'c?, azaz (8.1) egyszer(iso-
dik: ¢! = 70U, rendezve ¢; 7 = 7' W', Bevezetve a u = 1/(1 — o) jelolést,
¢y = m MMt Behelyettesitve c;-ket az életpalya koltségvetési feltételbe, amely
a jelenértékek egyenléségén alapul (lasd 8.1. példa).
8.2. feladat. A Bellman-egyenlet szerint

V (k) = max.[c + BV (k*)| k* = 371 (k — ¢)].
Behelyettesitve a feltételt és V' (k) = k-t, az egyenlet jobb oldala

c+ BB Yk —c)=k.

A végtelen is megoldds, mert ha ¢; = rlc teljesiil t = 0,...,7, utdna meg 0,
akkor V' (k) = T stb.

8.3. feladat. > 5°, B'(ky — Bkir1) — max, feltéve, hogy 0 < kiyy < ki/B,
t=0,1,...,koadott. ky = Bk;_1 = --- = [8tko nem elégiti ki a transzverzalitdsi
feltételt.

8.4. feladat. a) Vegyiik (8.8) reciprokat, szorozzuk be W-vel és osszuk el k;-vel:
1 — key1/kf = Wk /Kt | — . Szinte kinalkozik z;. b) Prébdlkozassal.

8.5. feladat. Behelyettesitéssel.
8.6. feladat. 3! o' log .
8.7. feladat. a)

V(k) = Hk%x{log ulk® — k¥ + BV (E")] 0 < k* <k}

b) ElSszor hatdrozzuk meg a jobb oldal maximumat: p(k*) = log(k® — k*) +
B(& log k*+n). Derivélva p(k*)-t: ¢/ (k*) = —1/(k*—k*)+ B¢ /k*. Szdmoldassal:
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k* = BEE™ /(1 + BE) és ¢ = k*/(1 + BE). Visszahelyettesitve c és k* értékeket
©(k*)-ba és felhaszndlva a fiiggvényegyenletet, azonossagot kapunk &-re és 7-
ra. Mivel az optimalis politika csak az el6bbitdl fiigg, elegendd azt meghatdrozni.
Tekintsiik log k egyiitthat6it mindkét oldalon: £ = a+fq, ezért{ = o/ (14+af).
Innen k* = QY (& = af).

c)c=(1—d)k.

9. fejezet

9.1. feladat. H(z,u,p) = f(z,u) + pTg(x,u). Vegyik H id6 szerinti teljes
derivdltjat! dH/dt = H,@ + H,u + H,p. Figyelembe véve, hogy & = HZ’)T;
p=—H.T é H! = 0, adédik dH/dt = 0.

9.2. feladat. Tiikrozziik a K pontot a tiikkor egyenesére: K’ és jeloljiik E-vel az
érintési pontot! TE + EK = TE + EK' a 9.4. feladat szerint akkor minimélis,
ha E pont a T K’ egyenesen van.

9.3. feladat. Legyen a viz-levegd hatar a t¢-tengely, a szem az z-tengely (0, a)
és a targy a DK-i siknegyed (b, d) pontja. Legyen (0, x) a keresett ismeretlen
torési pont, valamint v a levegbbeli és v a vizbeli terjedési sebesség reciproka.
Ekkor a minimum-feladat a kovetkezs: uv/a2 + x2+v+/d? + (b — z)2. Derivdlva
x szerint: ula® + 22|72z — v[d?® — (b— x)?]7'/2(b— x) = 0, ahonnan adédik a
sz6ban forgo torvény.

9.4. feladat. a) Haromszog-egyenl6tlenség: AB + BC' > AC. Ezt a szemléle-
tes tényt a bonyolultabb, de a bizonyitdsban ,,nagyobb szoggel szemben nagyobb
oldal fekszik” segédtétellel igazolhatjuk. Tegyiik fol, hogy AC a haromszog leg-
hosszabb oldala. Mérjiik {6l az AB szakasz B pontjdra a BC szakaszt. A keletke-
26 AC’'C haromszogben C’-nél y, C-nél vy ++/ szdg van, azaz a segédtétel szerint
AC < AC"=AB+ BC.

b) f(t,z,2) = \/1+ (£)?2 > 1. Vegyiik azonban észre, milyen nehéz az
Euler—Lagrange-differencidlegyenletet hasznélni. A 9.3. alfejezetben targyaland6
hidnyos alapfiiggvény mésodik esetét alkalmazva: f/(t,%) = ¢, azaz ©/v/1 + 22
=c,ezért & = k, azaz x = a + kt stb.

9.5. feladat. f(x) = =z hidnyos fiiggvény, fi(z) = 0, fi(z) = 1, azaz a
dfi(z)/dt = f.(x) Euler-Lagrange-differencidlegyenletnek nincs megoldasa.

T
A minimum €s a maximum hidnya egyébként elemi megfontoldsokbdl is latszik.

9.6. feladat. A (9.11) Euler—Lagrange-differencidlegyenlet két oldala most
d
fi=2c%x, fl=21, af}c = 2i.
Egyenl6vé téve a két oldalt: 2c2x = 24, azaz & = c2x stb.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Feladatmegolddsok 303

9.7. feladat. Legyen L(z,%) = x + pi?. A df.(z)/dt = f.(x) Euler—Lagrange-
differencialegyenlet értelmében 2pi = 1, azaz z(t) = at®>+bt+c, #(t) = 2at+b.
Peremfeltételek: 1 = z(0) = cés 1 = z(1) = a+ b+ 1, azaz a = —b. Az izo-
perimetrikus feltételbdl:

1 1
3 :/ (2at — a)? dt :/ (4a*t* —4a*t + a®) dt=(4/3)a® — 2a* + a*=0a?/3,
0 0

azaz a19 = —bio = 3. 21(t) = 3t2 — 3t + 1 és xa(t) = —3t2 + 3t + 1.
Visszahelyettesitve a célfiiggvénybe: fol r1dt=1-3/2+1=1/26s fol xodlt =
—1+3/2+ 1 = 3/2. A maximumfiggvény z1(t), a minimumfiiggvény x; ().

9.8. feladat. a) A ¢ abszcisszdban az /1 + z(t)%2dt tomegelem energidja
x(t)y/1 + &(t)%dt.

b) A (i) alakba behelyettesitve: (x — p)(1 + @2)'/2 + i%(x — p)(1 + &%) ~1/2
= 0. Rendezve: & = /i(t)? — C?/C. Szamoléssal x(t) = cosh(dt)/d + 7,
alkalmas dllandékkal. Tvhossz: sinh(da)/d =  meghatdrozza -t és a végpont:
D = y(e% 4 ¢%%) /2 + v meghatdrozza a -t.

c) A gorbe legmélyebb pontja a t = 0 pontban van: z(0) = 1/§ +~ > 0.

10. fejezet

10.1. feladat. ¢(0) = (ko + wT')/T = 1,25; a megtakaritds egyenletes folélése.

10.2. feladat. f'(k°) = f szerint Aak® ! = f, azaz k° = [Aa/B]"/ (-2 és
& = f(k°) = A(K®)®. 1° = B. A2 — BA — ¢° = 0, ahol ¢° = —f"(k°)/a® =
(1 —a)Bc®/(ek®) = M\ = [B — V/B* + 4¢°] /2.

10.3. feladat. k° = 142.8; ¢® = 44,3; r° = 0,03; Ay = —0,034.

10.4. feladat. Lassu a konvergencia. Figyelemre méltd, hogy ha az egyensuly-
bél indulunk is, a diszkrét 1épések kivetnek az instabil egyensulybdl (1asd az 1.4.
példat).

11. fejezet

11.1. feladat. A (11.3°) képletbe helyettesitve ¢y = ¢1 és so = wg — cg, S1 =
wy — c1 képleteket, adédik az egyenletrendszer.

11.2. feladat. Helyettesitsiik be az

Ul(cp,c1) = a_lcg + a_lﬁc(f
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hasznossagfiiggvénybe a c) = wo—s és a c; = wy +rs fogyasztasi fliggvényeket:
Uls] = 0 Y (wg — 5)7 + o B(wy + rs)°.
A lokalis maximum sziikséges (és itt elégséges) feltétele:
0="U'[s] = —(wp — 5)° ' + Br(w, +rs)° L.
Rendezve
(Br)Y =) (wy — 5) = (wy +rs)
stb.

11.3. feladat. Novekvd fiiggvény derivéltja pozitiv, szigorian konvex fiiggvény
derivéltja novekvo, Rolle tétele szerint a két allanddsult allapot kozott van olyan
pont, ahol a derivalt értéke 1, tehat a fiiggvény derivéltja a kisebbik allanddsult
allapotban 0 és 1 kozotti szam, a nagyobbikban 1-nél nagyobb szam.

11.4. feladat. Esetszétvalasztas stb.

11.5. feladat. Hasznéljuk fol a 11.2. feladat eredményét ¢ meghatdrozasanal.
(11.8)-at hasonlitsuk 0ssze a 11.4. feladat eredményével.

11.6. feladat. Hasznéljuk ol a 11.1. feladat eredményét. Legyen 4 = 1/7;. Be-
helyettesitve a jelolést a (11.5) differenciaegyenletbe, szamolassal adodik

wo + W1Ye41 - Wo + W1 _
T+ v T+

Némi szamolds utdn v4y,41 = 1, azaz ri41 = 1/ry.

11.7. feladat. a) Alkalmazzuk a v = 1/r; jelolést. Az aranyszabdly szerint v =
r++1. Ismét (11.5)-be helyettesitiink:

woPy! —wry woPy M — wy
1+ oyn 1+ oyt

Némi szamolassal
(w1 + we®?)y — PY* + &YTH — (w1 + wed?) = 0.

Nyilvanval6, hogy az egyik valds gyok 1 (allandésult allapot) €s a tobbi (ha 1éte-
zik) a 2-ciklus Osszetevdje.

b) A = 2/3 esetnek az a kiilonlegessége, hogy 7 és v* a v'~# egysze-
rti (egész kitevés) hatvanyai. Bevezetve a y = 72 jelolést, most a nemalgebrai

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Feladatmegolddsok 305

egyenlet egy harmadfoku egyenletté szelidiil. xy — 1 kifejezést kiemelve, marad
egy mdsodfoku egyenlet:

(w1 + ®%wo)x? + (w1 + 2wy — ®)x + (w1 + P2wp) =0,

amely még az el6bbinél is egyszeribb. wy = 1 eseténa ®x? — (1 —®)x+P =0
madsodfoki egyenlet egy boriték hatin is megoldhatd, s pozitiv megoldés 1étezési
feltételére a § < 1/27 korlat adédik. A B = 1/30 esetén kapott ry = 0,376
gy6k nem tilzottan érdekes, mivel az S(r) kifejezés a 0,2 < r < 1 szakaszon
minddssze 0,003-at valtozik.

11.8. feladat. Alkalmazzuk az ry = f/(k;) és wy = f(ky) — ke f' (ki) Osszefig-

géspart!
13. fejezet
13.1. feladat. a) Behelyettesitve b;-t z;-be:
TRt TRt
=T1R; — t—Ry) = —Ri—t+ R = —t)b
2 =TI m—Rt< ) m—Rt[m t—t+ Re] = (m —1)by

pontosan akkor pozitiv, ha t < m.

b) Helyettesitéssel: Z = Y, fize = Y, fe(m — t)b;. Kettévagjuk az osszeget
az dtlag alatti és feletti nyugdijat ad6 tagokra, és ) = [m] az elsS sszeg utolsé
tagja: by < bg pontosan akkor, ha t < (). Adddik, hogy

Z=> film=0)b+ > felm—1)by <> _ fe(m —t)bg = 0.
t<Q t>Q t

14. fejezet

14.1. feladat. a) A (H, H) par nem egyensily, mert hozama példaul az 1. szdmdra
-3, s ha egyoldalian eltér t6le, azaz K-t valasztja, akkor hozama 0-ra n6. A (K,K)
par sem egyensuly, mert hozama példdul az 1. szdmdra 1, s ha egyoldaldan eltér
tole, azaz H-t valasztja, akkor hozama 2-re n6. Viszont a (H, K) és a (K, H) par
mindegyike Nash-egyensiily. Pl. ha (K, H)-t6l az 1. jatékos eltérne, akkor hozama
0-r6l —3-ra csokkenne; ha a 2. jatékos térne el, akkor pedig annak hozama 2-rdl
1-re esne.

b) Tegyiik fol, hogy az 1. a Hajt stratégiat &, a Kitér stratégiat 1 — & valdszi-
niliséggel valasztja; a 2. pedig n, ill. 1 — 7 valdszintiséggel. Ekkor

ur(§m) =&n-(=3) +&(L—=n) -2+ (1 =n-0+ (1 -1 —n)-1
=—4fn+E§—n+ 1
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Derivalva ¢ szerint: u; ¢ = —4n + 1, n* = 1/4-nél 0, tehat ott u;-nek lokalis
és globdlis maximuma van. A szimmetria miatt £* = 1/4-ben ug-nek lokdlis és
globdlis maximuma van.

14.2. feladat. ValGban, (e, e2) Nash-egyensily, de barmely olyan kezdGértékre,
amelyre x1 > 0, limy_,c z1(t) = 1.

15. fejezet

15.1. feladat. A bizonyitis sordn a szomszédos pontok tdvolsdgat, illetve maxi-
mumukat vizsgéljuk. Legyen d; = x; — x;_1, illetve d; = a} — x,_,. Belatjuk,
hogy a maximum a transzforméciéval csokken vagy dlland6 marad:

max d; < max d;.
1 (]

Ezt igazolando, helyettesitsiik be -t d)-be (1 = 2,...,n — 1):

g = Tt T Tia T Tign — it T — iy dica Fdigr

! 2 2 2 2
Maximumot véve adddik az egyenlStlenség. Az is 14thatd, hogy egyenléség pon-
tosan akkor teljesiil, ha két majdnem szomszédos tdvolsdg egyarant maximalis

volt:

dio—l = dio+1 — max; di.

Ha a kovetkezd pontban is megismétlédne az egyenl6tlenség, akkor mar 4 maxi-
malis kezd6tavolsag lenne egyenld, €s ez egy id6 utdn teljes egyenl8séget jelent.

15.2. feladat.

Pélyak kotelezé és onkéntes nyugdij esetén: passziv L

Tamo- | Adé- | H L-dol- | L-nyug-| L-atlag| Bels6 | Kiils
gatdsi | kulcs g0z6 dijas
kulcs

fogyasztas szOrds
o 0° M cIf cIf) c er €E
0,00 0,000 | 0,667 | 0,800 | 0.4 0,667 | 0,163 | 0,000
0,25 0,007 | 0,681 | 0,793 | 04 0,662 | 0,160 | 0,008
0,50 0,012 | 0,691 | 0,788 | 0,4 0,659 | 0,159 | 0,014
0,75 0,016 | 0,699 | 0,784 | 04 0,656 | 0,157 | 0,018
1,00 0,019 | 0,705 | 0,781 | 0,4 0,654 | 0,156 | 0,022
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15.3. feladat. Legyen R = 1 és D = 2. Ekkor SEt = 311{715; valamint

O = v frbi—1 + afusty_, (15.17")
és p
H X — Ut "
= : 15.16
S1t 2+ ( )
Visszatolva (15.16”)-t 1 id&szakkal és behelyettesitve az 1j H-megtakaritast
(15.17")-be:
X ofu
0, = — ——1 6.
t OZfH2+a + {’YfL 2+OJ -1
A fenti elsérendd linedris differenciaegyenlet dltal szarmaztatott palya nyilvén sta-
bil, mert 0;_, egyiitthatéja —1 és 1 kozé esik. Ha vy = v* = ﬁ, akkor 6,
2+a)fL

az allandésult dllapotba ugrik. Ha 0 < v < ~*, akkor a rendszer oszcilldlva kon-
vergdl; ha v* < v < 1, akkor siman. (Ahhoz, hogy a fels6 eset ne legyen iires, fel
kell tenniink, hogy (2 + «)/[2(1 + )] < fu < 1.)

Fiiggelék

A.1. feladat. (287. old.) Térjiink vissza az 1.2. alfejezet elejére!

Legyen (1.19)-ben my1,mos > 0, M irreducibilitdsa miatt my2, mo; > 0.

a) Ahhoz, hogy legyen pozitiv sajatérték, az sziikséges, hogy mindkét sajatér-
ték valds legyen. Ellendrizni kell, hogy w? > 44 [(1.20) a)] teljesiil-e. Igen, mert
(1.19)-et behelyettesitve (1.20) a)-ba, rendezéssel (mq11 — m22)2 +4miomeo; > 0
adodik. Mivel a két sajatérték 0sszege (—w) nem negativ, és a diszkrimindns po-
zitiv; van pozitiv sajatérték, amely (egy) domindns sajatérték.

b) A sajdtérték-egyenletet rendezve: (A — mq1)o1 = mi209, (A — mag)os =
ma101. Osszeszorozva és o109 # 0-val egyszertisitve: (A — mq1)(A — mag) =
miaomay > 0. Tegyiik fol, hogy mi1 > maa. Ekkor Ay < may < my; < Ag.
Domindns pozitiv gyokhoz tartozé sajatvektorra (1 fels§ index): of/o3 =
miz/(A1 —mai1) > 0. A mdsik sajitvektorra (2 fels index):

0’%/0’% = mgl/()\g —m22) < 0.

¢) Mivel a diszkriminans pozitiv, a két sajatérték kiilonbozs.

d) 2p(M) = mq1 + maz + v/(m11 — maz)? + 4migmay, azaz p(M) ndvek-
vé fiiggvénye mqa-nek és mo;-nek. A négyzetgyok-fiiggvény konkavitdsa miatt a
0 < m11 < moo intervallumban m1; novekedésével parhuzamosan a diszkrimi-
ndns lassabban ng, mint |mi; — maa].
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e) Sziikségiink lesz a P(\) = (A —mq1) (A — ma2) —mi2ma; karakteriszikus
polinomra. Az adjungalt métrix segitségével az (I — M) inverze a kovetkezSkép-

pen fejezhetd ki:
(I— M)\ = p(—1)-1| L= M2 m2

mio I —mn
Ha M stabil, akkor P(1) > 0. A fentiek szerint m;; <\; <1, tehdt (I—M)~1>0.

A.2. feladat. (288. old.) a)-b) Az A.1. a) feladatban lattuk, hogy P = 2 akkor és
csak akkor valésul meg, ha m1; = mog = 0. Ekkor Ao = —A\; = \/miamoy .

A.3. feladat. (289. old.) Ha mindkét oszlopOsszeg azonos pozitiv szam, akkor az
sajatérték, példaul \; = my1 +mi2 = mi2+mas, (1, 1) bal oldali sajatvektorral.
Ismert okok miatt a masik sajatérték

Ao =det M /A = [miimaz— (A1 —ma1) (A —ma2)] /A1 = mi1 + maa— A,

ahonnan adddik a keresett dominanciafeltétel: 0 < mq1+mog < 2X\;.(Ha M > 0,
akkor a feltétel teljesiil, hiszen m 1, mos < A1.)

A 4. feladat. (290. old.) I;: ferde négyzet a kovetkezd csucspontokkal: (1,0),
(0,1), (—1,0), (0, —1); l2: 0 kozponti egységkdr, lo.: négyzet a kovetkezs csics-
pontokkal: (1,1), (1,—1), (—1,—1), (—1,1).

A.5. feladat. (290. old.) (A.16) szerint ||(M N)zx|| = sup ||[M N||||z||, ahol ||z||
=1.Legyeny = Mu ésu = Nx,azazy = M Nz. (A.17) értelmében

yll < [IMIH[ullés [lull < |INTHI=ll, —azaz ||yl < [IM][IN]] ][],

azaz (A.18) igaz.

A.6. feladat. (291. old.) A szimmetria miatt csak ||M||-nel foglalkozunk. Al-
kalmazzuk y; = Y_"_; m;;xj-re az abszolitérték-egyenlStlenséget:

J
n
il < D Imgl|1.
j=1
Felhaszndlva az ||z ||« €s || M||oo norma definicidjat, [y;| < 3274 [mijl[|z]]eo <
[ M |]oo|[2][o0r azaz [[ylloo < || M |]oo][#]|oo-

Belathato, hogy az egyenl6tlenség éles. Példaul legyen 1 egy olyan sorindex,
amelyre 37 |m1j| = [[M]| és legyen 3; egységnyi abszolut értékdi komplex
szam, amelyre |my;| = my;fB;, j = 1,...,n. Végill az x; = 1/f; vélasztdssal
[y1| = 2274 [maj| stb.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Feladatmegolddsok 309

B.1. feladat (292. old.) Az x = F~!(y) inverzfiiggvény specialis implicit fiigg-
vény: f(z,y) =y — F(x) = 0. Innen

d 1! 1
-7 1(?/) = —*1,’ =
dy fe  F

B.2. feladat (294. old.) a)
L(z,y) =logz +logy — Az +y—1),

ahonnan ) .
L (z,y) = P A =08sL(x,y) = o A=0.

x = y, azaz a korldt szerint 2° = y° = 1/2.

b) A B.3. példa célfiiggvényét logaritmdlva, ad6dik a B.3. példa: log(z,y) =
logz + logy.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok

Aaron, H. J. (1966): The Social Insurance Paradox, Canadian Journal of Eco-
nomics and Political Science 32, 371-374.

Abel, A.—Mankiw, N. G.—Summers, L.—Zeckhauser, R. (1989): Assessing Dyna-
mic Efficiency: Theory and Evidence. Review of Economic Studies 56 (1),
1-20.

Aiyagari, S. R. (1989): Can there be Short-Period Deterministic Cycles when
People are Long-Lived?, Quarterly Journal of Economics 104, 163—-185.
Allais, M. (1947): Economie et Intérét, Paris, Imprimerie Nationale.

Anderson, P. W.—Arrow, K. J.—Pines, D., szerk. (1988): The Economy as an Evolv-
ing Complex System, Redwood City, CA, Addison-Wesley.

Ando, A.—Modigliani, F. (1963): The Life Cycle’ Hypothesis of Saving: Aggre-
gate Implications and Tests, American Economic Review 53, 55-84.

Andorka, R.—Ddnyi, D.-Martos, B. (1967): Dinamikus népgazdasdgi modellek,
Budapest, KJIK.

Aoki, M. (1976): Optimal Control and System Theory in Dynamic Economic
Analysis, New York, North-Holland.

Arnold, V. 1. (1984): Kozonséges differencidlegyenletek (a 2. orosz kiadds forditd-
sa), Budapest, Miiszaki Konyvkiadé, 1987.

Arrow, K. J. (1968): Application of Control Theory to Economic Growth, in:
Dantzig, G. B.—Veinott, A. F., Jr. (szerk.), Mathematics of the Decision Scien-
ces, Lectures in Applied Mathematics, Vol. 12, Part 2, Providence, RI, AMS,
85-119.

Arrow, K. J. (1970): Essays in the Theory of Risk Bearing, Chicago, Markham.

Arrow, K. J.—Block, H. D.-Hurwicz, L. (1959): On the Stability of the Competi-
tive Equilibrium: II, Econometrica 27, 82—-1009.

Arrow, K. J.-Debreu, G. (1954): Existence of Equilibrium for a Competitive Econ-
omy, Econometrica 22, 265-290.

311

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

312 Hivatkozasok

Arrow, K. J.—Hahn, F. (1971): General Competitive Analysis, San Francisco,
Holden-Day.

Arrow, K. J.-Honkapohja, S., szerk. (1985): Frontiers of Economics, Oxford,
Blackwell.

Arrow, K. J.-Hurwicz, L. (1958): On the Stability of the Competitive Equilibrium:
I, Econometrica 26, 522-552.

Arrow, K. J.-Intrilligator, M. D., szerk. (1981): Handbook of Mathematical
Economics, Vol. I. Amsterdam, North-Holland.

Athans, M. (1972): The Discrete Time, Linear-Quadratic-Gaussian Stochastic
Control Problem, Annals of Economic and Social Measurements 1, 449—492.

Athans, M. (1975): Theory and Application: A Survey of Decentralized Control
Methods, Annals of Economic and Social Measurements 4, 345-355.

Atkinson, A. B. (1969): The Timescale of the Economic Models: How Long is
the Long Run, Review of Economic Studies 36, 137-152.

Auerbach, A. J.—Kotlikoff, L. J. (1987): Dynamic Fiscal Policy, Cambridge, Cam-
bridge University Press.

Augusztinovics, M. (1992): Towards a Theory of Stationary Populations, kézirat,
KTI, Budapest (korabbi valtozat: Discussion Paper, 1991).

Azariadis, C. (1993): Intertemporal Macroeconomics, Oxford, Blackwell.

Bagdy, G. (1989): Beruhazisi ciklus és koltségtillépés a szocialista gazdasdgban,
Kozgazdasdgi Szemle 36 474—479.

Balasko, Y.—Ghiglino, C. (1995): On the Existence of Endogenous Cycles, Jour-
nal of Economic Theory 67, 566-577.

Ball, L.-Mankiw, N. G.—Romer, D. (1988): The New Keynesian Economics and
the Neutrality of Money, Brookings Papers on Economic Activity 1, 1-65.

Banai, M.-Lukécs, B. (1987): Beruhdzasi palya és varidciés médszerek, Kozgaz-
dasdgi Szemle 34, 432—-440.

Bauer, T. (1978): Beruhdzasi ciklusok a tervgazdasagban. (A reform el6tti gazda-
sagirdnyitasi rendszer alapjan), Gazdasdg 11, 4. sz. 57-75.

Bauer, T. (1981): Tervgazdasdg, beruhdzds, ciklusok, Budapest, KIK.

Baumol, W. J. (1954/1970): Economic Dynamics: An Introduction, New York,
McMillan, 3. kiadas.

Bellman, R. E. (1957): Dynamic Programming, Princeton, Princeton University
Press.

Benhabib, J. (1992): Cycles and Chaos in Equilibrium, Princeton, Princeton Uni-
versity Press.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 313

Benhabib, J.-Day, R. H. (1982): A Characterization of Erratic Dynamics in the
Overlapping Generations Model, Journal of Economic Dynamics and Control
4, 37-55.

Blackwell, D. (1965): Discounted Dynamic Programming, Annals of Mathemati-
cal Statistics 36, 226-235.

Blanchard, O. J.-Fischer, S. (1989): Lectures on Macroeconomics, Cambridge,
MA, MIT Press.

Blatt, J. M. (1978): On the Econometric Approach to Business Cycle Modelling,
Oxford Economic Papers 30, 292-300.

Blatt, J. M. (1980): On the Frisch Model of the Business Cycle, Oxford Economic
Papers 32, 467-479.

Blatt, J. M. (1983): Dynamic Economic Systems, Armonk, N.Y., M. E. Sharpe.
Bodewig, E. (1959): Matrix Calculus, Amsterdam, North Holland.

Boldrin, M.—Woodford, M. (1990): Equilibrium Models Displaying Endogenous
Fluctuations and Chaos: A Survey, Journal of Monetary Economics 25, 189—
222.

Bommier, A.—Lee, R.D. (2003): Overlapping Generations Models with Realistic
Demography, Journal of Population Economics 16, 135-160.

Brock, W. A. (1986): Distinguishing Random and Deterministic Systems,
Abridged Version, Journal of Economic Theory 40, 168—195.

Brock, W. A.—Hommes, C. H. (1997): A Rational Route to Randomness, Econo-
metrica 65, 1059-1095.

Brédy, A. (1969): Erték és iijratermelés, Budapest, KJIK.

Brody, A (1973): Szabalyozasi modellekr6l, Szigma 6, 93—-103.

Brody, A.—Farkas, M. (1987): A gazdasdg mozgasformdirél, Kozgazdasdgi Szem-
le 34, 1178-1184.

Brunner, K.-Meltzer, A., szerk. (1976): The Phillips Curve and Labor Markets,
Carnegie-Rochester Conference Series, Vol. 1, Amsterdam, North-Holland.

Bryson, A. E.—Ho, Y-C. (1969): Applied Optimal Control, Waltham, MA, Ginn
and Company.

Burmeister, E. (1980): Capital Theory and Dynamics, Cambridge, Cambridge
University Press.

Cass, D. (1965): Optimum Growth in an Aggregate Model of Capital Accumula-
tion, Review of Economic Studies 32, 233-240.

Champsaur, P, szerk. (1990): Essays in Honor of Edmond Malinvaud, Cambridge,
MA, MIT Press.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

314 Hivatkozasok

Chiang, A. (1984): Fundamental Methods of Mathematical Economics, New York,
McGraw Hill.

Chiang, A. (1992): Elements of Dynamic Optimization, New York, McGraw Hill.

Chikéan, A.—Fabri, E.—Nagy, M. (1978): Készletek a gazdasdgban, Budapest, KIK.

Chow, G. C. (1975): Analysis and Control of Dynamic Economic Systems, New
York, Wiley.

Chow, G. C. (1989): Rational and Adaptive Expectations in Present Value Models,
Review of Economics and Statistics 71, 376-384.

Cremer, H.—Lozachmeur, J-M., Pestieau, P. (2004): Social Security, Retirement
Age and Optimal Income Taxation, Journal of Public Economics 88, 2259—
2281.

Cugno, F—Montrucchio, L. (1984): Some new techniques for modelling nonlinear
economic fluctuations: a brief survey, in: Goodwin et al. (szerk.), Nonlinear
Models of Fluctuating Growth, Berlin, Springer, 146—165.

Cséki, F. (1973): Fejezetek a szabdlyozdstechnikdbol: Allapotegyenletek, Buda-
pest, Miszaki Konyvkiadé.

Dancs, 1. (1992): Bevezetés a matematikai analizisbe, Budapest, Aula.

Day, R. (1982): Irregular growth cycles, American Economic Review 72, 406-414;
magyarul: Szabalytalan novekedési ciklusok, Fokasz (szerk.), 1997, 215-227.

Day, R. (1994): Complex Economic Dynamics, Cambridge, MA, MIT Press.

Davidoff, T.—Brown, J. R.—Diamond, A. P. (2005): Annuities and Individual Wel-
fare, American Economic Review 95, 1573—-1590.

Davis, C.—Charemza, W., szerk. (1989): Models of Disequilibrium and Shortage
in Centrally Planned Economies, London, Chapman and Hall.

Deaton, A. (1992): Understanding Consumption, Oxford, Clarendon Press.

Debreu, G. (1974): Excess Demand Functions, Journal of Mathematical Econo-
mics 1, 15-22.

Devaney, R. L. (1989): An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Redwood
City, Addison-Wesley Publishing Company, 2. kiadas.

Diamond, P. A. (1965): National Debt in a Neoclassical Growth Model, American
Economic Review 55, 1126—-1150.

Diamond, P. (2003): Taxation, Incomplete Markets and Social Security, Munich
Lectures, Cambridge, MA, MIT Press.

Diamond, P.—Mirrlees, J. (1978): A Model of Social Insurance with Variable Re-
tirement, Journal of Public Economics 10, 295-336.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 315

Domar, E. D. (1946): Tékenovekedés, miiszaki haladds és novekedés, magyarul
in: Szakolczai (szerk.), A gazdasdgi fejlodés feltételei, Budapest, KJIK, 1963,
137-168.

Domar, E. D. (1957): Essays in the Theory of Economic Growth, New York, Ox-
ford University Press.

Duflo, E.—Gale, W.-Liebman, J.-Orszag, P.—Saez, E. (2007): Saving Incentives
for Low- and Middle-Income Families in the United States: Why is Saver’s
Credit not More Effective?, Journal of European Economic Association 5,
647-661.

Elagdi, S. N. (1991): An Introduction to Difference Equations, New York, Sprin-
ger.

Erdds, P—Rényi, A. (1959): Random Graphs I, Publicationes Mathematicae 6,
290-297.

Es6, P—Simonovits, A. (2003): Optimalis jaradékfiiggvény tervezése rugalmas
nyugdijrendszerre, Kozgazdasdgi Szemle 50, 99-111.

Es6, P.—Simonovits, A.—T6th, J. (2011): Designing Benefit Rules for Flexible Re-
tirement: Welfare and Redistribution, Acta Oeconomica 61, 3-32.

Ezekiel, M. (1938): The Cobweb Theorem, Quarterly Journal of Economics 52,
255-280.

Fabel, O. (1994): The Economics of Pensions and Variable Retirement Schemes,
New York, Wiley.

Fehr, H.—Habermann, C.—Kindermann, F. (2008): Tax-Favored Retirement Ac-
counts: Are they Efficient in Increasing Savings and Growth?, FinanzArchiv,
Public Finance Analysis 64, 171-198.

Feinstein, G. H., szerk. (1967): Socialism, Capitalism, and Economic Growth,
Cambridge, Cambridge University Press.

Fokasz, N., szerk. (1997): Rend és kdosz, Budapest, Replika.
Forg6, F.—Pintér, M.—Simonovits, A.—Solymosi, T. (2005): Jatékelmélet.
http://www.uni-corvinus.hu/ pmiklos/Works/PDF/forgo_jatekelmelet.pdf

Friedman, M. (1968): The Role of Monetary Policy, American Economic Review
58, 1-17.

Frisch, R. (1933): Propagation Problems and Impulse Problems in Dynamic Eco-
nomics, in: Economic Essays in Honour of Gustav Cassel, London, Frank
Cass & Co., 171-205; magyarul: Terjedési és hatdsproblémdk a dinamikus
kozgazdasagtanban, in: Frisch, R., Kvantitativ és dinamikus kozgazdasdgtan,
Budapest, KJK, 1974, 103-137.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

316 Hivatkozasok

Fuller, A.—Fisher, M. (1958): On the Stabilization of Matrices and the Conver-
gence of Linear Iterative Processes, Proceedings of the Cambridge Philosoph-
ical Society 54, 417-425.

Gale, D. (1963): A Note on the Global Instability of the Competitive Equilibrium,
Naval Research Quarterly 10, 81-89.

Gale, D. (1973): Pure Exchange Equilibrium of Dynamic Economic Models, Jour-
nal of Economic Theory 6, 12-36.

Gandolfo, G. (1971): Mathematical Methods and Models in Economic Dynamics,
Amsterdam, North-Holland, 2. kiadas, 1983, 3. kiadas: 1995.

Gantmacher, F. R. (1959): The Theory of Matrices, Volumes 1 and 2, New York,
Chelsea, 1969.

Garay, B.-Simonovits, A.-Té6th, J. (2012): Local Interaction in Tax Evasion,
Economics Letters 115, 412—-415.

Gauthier, S. (2001): Learning and the Saddle Point Property, Economics Letters
73, 339-343.

Goodwin, R. M. (1951): The Non-Linear Accelerator and the Persistence of Busi-
ness Cycles, Econometrica 19, 1-17.

Goodwin, R. M. (1967): A Growth Cycle, in Socialism, Capitalism and Economic
Growth, Feinstein, C. H. (ed.), Cambridge, Cambridge University Press, 54—
58.

Goodwin, R. M.—Kriiger, M.—Vercelli, A., szerk. (1984): Nonlinear Models of
Fluctuating Growth, Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems
248, Berlin, Springer.

Grandmont, J.-M. (1985): On Endogenous Competitive Business Cycles, Econo-
metrica 53, 995-1045.

Grandmont, J.-M. (1986): Periodic and Aperiodic Behavior in Discrete One-
Dimensional Dynamical Systems, in: Hildenbrand—Mas-Colell (szerk.), Con-
tributions to Mathematical Economics, Amsterdam, North-Holland, 227-265.

Grandmont, J.-M. (1992): Transformations of the Commodity Space, Behavioral
Heterogeneity, and the Aggregation Problem, Journal of Economic Theory 57,
1-35.

Grandmont, J.-M. (1998): Expectations Formation and Stability of Large Socio-
economic Systems, Econometrica 66, 741-781.

Grandmont, J.-M.—Laroque, G. (1986): Stability of Cycles and Expectations, Jour-
nal of Economic Theory 40, 138-151.

Grandmont, J.-M.-Laroque, G. (1990): Stability, Expectations and Predetermined

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 317

Variables, in: Champsaur (szerk.), Essays in honor of Edmond Malinvaud,
Cambridge, MA, MIT Press, vol. 1, 71-92.

Guckenheimer, J. (1979): Sensitive Dependence to Initial Conditions for One-
Dimensional Maps, Communications of Mathematical Physics 70, 133—-160.

Guckenheimer, J.—Holmes, P. (1986): Nonlinear Oscillations, Dynamical Sys-
tems, and Bifurcations of Vector Fields, New York, Springer, 2. bdvitett és
javitott kiadas.

Hahn, W. (1967): Stability of Motion, New York, Springer.

Halmos, P. R. (1958): Finite dimensional vector spaces, New York, Springer. Vé-
ges dimenzios vektorterek, Budapest, Miiszaki Konyvkiado, 1984.

Harrod, R. (1939): Egy esszé a dinamikus elméletrdl, magyarul in: Szakolczai
(szerk.), A gazdasdgi fejlodés feltételei, Budapest, KIK, 1963, 169-192.

Harrod, R. (1948): Towards a Dynamic Economics, London, McMillan.

Hatvani, L.—Krisztin, T.-Makay, G. (2001): Dinamikus modellek a kozgazdasdg-
tanban, Szeged, Poligon Kiadé.

Hayek, F. A. (1935): Collectivistic Economic Planning, London, Routledge and
Kegan Paul.

Hicks, J. (1950): A Contribution to the Theory of Trade Cycle, Oxford, Clarendon.

Hildenbrand, W. (1983): On the Law of Demand, Econometrica 51, 997-1019.

Hildenbrand, W.—-Mas-Colell, A., szerk. (1986): Contributions to Mathematical
Economics, Amsterdam, North-Holland.

Hildenbrand, W.—Sonnenschein, H., szerk. (1991): Handbook of Mathematical
Economics, Vol. IV, Amsterdam, North-Holland.

Hirsch, M. W. (1989): Dinamikai rendszerek és differencidlegyenletek, Alkalma-
zott Matematikai Lapok 14, 171-232.

Holly, S.—Riistem, B.—Zarrop, M. B., szerk. (1979): Optimal Control for Econo-
metric Models (An Approach to Economic Policy Formulation), London, Mc-
Millan.

Hommes, C. H. (1991): Chaotic Dynamics in Economic Models: Some Simple
Case-Studies (Groningen Theses in Economics, Management and Organiza-
tion), Groningen, Wolters-Nordhoff.

Hommes, C. H. (1993): Periodic, Almost-periodic and Chaotic Dynamics in Hicks’
Nonlinear Trade Cycle Model, Economics Letters 41, 391-397.

Hommes, C. H. (1994): Dynamics of the Cobweb Model with Adaptive Expecta-
tions and Nonlinar Supply and Demand, Journal of Economic Behavior and
Organization 24, 315-335.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

318 Hivatkozasok

Hommes, C. H. (2013): Behavioral Rationality and Heterogeneous Expectations
in Complex Economic Systems, Cambridge, Cambridge University Press.
Hommes, C. H.—Nusse, H. E. (1989): Does an Unstable Keynesian Unemploy-
ment Equilibrium in a Non-Walrasian Dynamic Macroeconomic Model Imply

Chaos?, Scandinavian Journal of Economics 91, 161-167.

Hommes, C. H—Nusse, H. E. (1992): Period Three to Period Two Bifurcation for
Piecewise Linear Models, Journal of Economics 54, 157-169.

Hommes, C. H.—Nusse, H. E.—Simonovits, A. (1995): Cycles and Chaos in a So-
cialist Economy, Journal of Economic Dynamics and Control 19, 155-179.

Honkapohja, S.—Ito, T. (1980): Inventory Dynamics in a Simple Disequilibrium
Macroeconomic Model, Scandinavian Journal of Economics 82, 184—198.

Ickes, B. W. (1986): Cyclical Fluctuations in Centrally Planned Economies, Soviet
Studies 38, 36-52.

Ito, S.—Tanaka, S.—Nakada, H. (1979): On Unimodal Linear Transformations and
Chaos: 11, Tokyo Journal of Mathematics 2, 241-259.
Jakobson, M. V. (1981): Absolutely Continuous Invariant Measures for One-Pa-

rameter Families of One-Dimensional Maps, Communications of Mathemati-
cal Physics 81, 39-81.

Kalman, R. (1960): A Contribution to the Theory of Optimal Control, Bol. Socied.
Mat. Mexicana 5, 102-119.

Kamien, M. I.-Schwartz, N. L. (1981): Dynamic Optimization: The Calculus of
Variations and Optimal Control in Economics and Management, Amsterdam,
North-Holland, 2. kiadés, 1991.

Kénnai, Z.—Szabo, 1.-Tallos, P. (2013): Varidcioszdmitds és optimdlis irdnyitds,
www.tankonyvtar.hu.

Kehoe, T. J.-Levine, D. K. (1990): The Economics of Indeterminacy in Overlap-
ping Generations Models, Journal of Public Economics 42, 219-243.

Keynes, J. M. (1936): A foglalkoztatds, a kamat és a pénz dltaldnos elmélete,
Budapest, KJK, 1965.

Kim, O. (1983): Balanced Equilibrium in a Consumption Loans Model, Journal
of Economic Theory 29, 339-346.

Kirdly, B.—Simonovits, A. (2016): Megtakaritds és addzds egy onkéntes nyugdij-
rendszerben — dgensalapui modellezés, Kozgazdasdgi Szemle 63, 473-500.

Kirman, A. (1992): Whom or What Does the Representative Individual Repre-
sent?, Journal of Economic Perspectives 6, 117-136.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 319

Koénya, I. (2017): A magyar novekedésrél: egy régimddi megkozelités, Kozgaz-
dasdgi Szemle 64, 915-929.

Koopmans, T. C. (1965): On the Concept of Optimal Economic Growth, Semaine
d’Etude sur le Role de I’Analyse Econometrique dans la Formulation de Plans
de Développement, 1. kotet, Vatikan, A Papai Tudomanyos Akadémia, 225—
287.

Koopmans, T. C. (1967): Objectives, Constraints and Outcomes in Optimal Growth
Models, Econometrica 35, 1-15.

Kornai, J. (1971): Anti-Equilibrium, Budapest, Akadémiai Kiadé.

Kornai, J. (1980): A hidny, Budapest, KIK.

Kornai, J. (1982): Novekedés, hidny és hatékonysdg, Budapest, KIK.

Kornai, J. (1993): A szocialista rendszer. Kritikai politikai gazdasdgtan, Budapest,

HVG.

Kornai, J.-Martos, B. (1971): Gazdasagi rendszerek vegetativ miikddése, Szigma
4, 34-50.

Kornai, J.—Martos, B., szerk. (1981): Szabdlyozds drjelzések nélkiil, Budapest,
Akadémiai Kiado.

Kornai, J.—Simonovits, A. (1975): Szabalyozasi problémak Neumann-gazdasagok-
ban, Szigma, 8, 81-99.

Kornai, J.—Simonovits, A. (1981): Normadl palyardl vezérelt készletjelzéses mo-
dell, in: Kornai-Martos (szerk.), Szabdlyozds drjelzések nélkiil, Budapest,
Akadémiai Kiado, 205-224.

Késa, A. (1973): Varidciészdmitds, Budapest, Tankonyvkiado.

Kovics, S. (2020): Differenciaegyenletek, Budapest, Typotex.

Kuhn, H. W.-Szeg6, G., szerk. (1969): Mathematical Systems Theory and Eco-
nomics, I, Berlin, Springer.

Kurihara, K. K., szerk. (1954): Post-Keynesian Economics, New Brunswick, Rut-
gers University Press.

Kydland, F. E.—Prescott, E. C. (1977): Rules rather than Discretion: The Incon-
sistency of Optimal Plans, Journal of Political Economics 85, 473-491.

Lacko, M. (1980): Fesziiltségek felhalmozasa és leépitése, Kozgazdasdgi Szemle
33, 24-40.

Lacké, M. (1989): Sectoral shortage models in Hungary, in: Davis—Charemza
(szerk.), Models of Disequilibrium and Shortage in Centrally Planned Eco-
nomies, London, Chapman and Hall, 263-281.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

320 Hivatkozasok

Laibson, D. (1998): Life-Cycle Consumption and Hyperbolic Discount Functions,
European Economic Review 42, 861-871.

Laitner, J. P. (1981): The Stability of Steady States in Perfect Foresight Models,
Econometrica 49, 319-333.

Lancaster, K. (1968): Mathematical Economics, New York, McMillan.

Lancaster, P. (1969): Theory of Matrices, New York, Academic Press.

Leontief, W. W. (1941): The Structure of the American Economy, New York, Ox-
ford University Press (edition in 1951).

Leung, S. F. (1994): Uncertain Lifetime, the Theory of Consumer, and the Life
Cycle Hypothesis, Econometrica 62, 1233—-1239.

Levhari, D.-Mirman, L. J. (1980): The Great Fish War: An Example using a Dy-
namic Cournot—Nash Solution, The Bell Journal of Economics 11, 322—-334.

Li, J. A.—Yorke, J. A. (1975): Period Three Implies Chaos, American Mathemati-
cal Monthly 82, 985-992.

Liebmann, J. B. (2002): Redistribution in the Current U.S. Social Security Sys-
tem, in: Feldstein, M.—Liebmann, J. B. (szerk.), The Distributional Aspects
of Social Security and Social Security Reform, Chicago, Chicago University
Press, 11-48.

Ljungqvist, L.—Sargent, T. J. (2000): Recursive Macroeconomic Theory, Cam-
bridge, MA, MIT Press.

Lorenz, E. N. (1963): Deterministic Nonperiodic Flow, Journal of Atmospheric
Sciences 20, 130-141.

Lorenz, H.-W. (1993): Nonlinear Dynamics Economics and Chaotic Motion, Lec-
ture Notes in Economics and Mathematical Systems, Berlin, Springer, 2. ki-
adas.

Lotka, A. J.—Sharpe, F. R. (1911): A Problem in Age Distribution, Philosophical
Magazine 21, 435-438.

Lovell, M. C. (1962): Buffer Stocks, Sales Expectations and Stability: A Multi-
sector Analysis of the Inventory Cycle, Econometrica 30, 267-296.

Lovell, M. C. (1986): Tests of Rational Expectations Hypotheses, American Eco-
nomic Review 76, 110-124.

Lucas, R. E. (1972): Expectations and the Neutrality of Money, Journal of Eco-
nomic Theory 4, 1103-124.

Lucas, R. E. (1973): Some International Evidence on Output—Inflation Trade-offs,
American Economic Review 63, 326-334.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 321

Lucas, R. E. (1976): Econometric Policy Evaluation: a Critique, in: Brunner—
Meltzer (szerk.), The Phillips Curve and Labor Markets, vol. 1, Amsterdam,
North-Holland, 19-46.

Lucas, R. E. (1987): Models of Business Cycles, Oxford, Basil Blackwell.

Lyapunov, A. (1893): Stability of Motions, New York, Academic Press (orosz ere-
deti angol forditdsa), 1966.

Malinvaud, E. (1987): An Overlapping Generations Model in 1947, Journal of
Economic Literature 25, 103—-105.

Manuelli, R. E.—Sargent, T. J. (1987): Excercises in Dynamic Macroeconomic
Theory, Cambridge, MA, Harvard University Press.

Martos, B. (1981): Fogalmak és tételek a szabdlyozds-elméletbdl, in: Kornai—
Martos (szerk.), Szabdlyozds drjelzések nélkiil, Budapest, Akadémiai Kiado,
73-101.

Martos, B. (1984): Nem walrasi szabdlyozdsi mechanizmusok, Szigma 17, 123—
145.

Martos, B. (1990): Economic Control Structures, Amsterdam, North-Holland.
Maynard Smith, J. (1974) The Theory of Games and the Evolution of Animal
Conflict, Journal of Theoretical Biology 47, 209-221.

McFadden, D. (1969): On the Controllability Decentralized Macroeconomic Sys-
tems, The Assignment Problem, in: Kuhn—Szeg6 (szerk.), Mathematical Sys-
tems Theory and Economics I, Berlin, Springer, 221-239.

Méder, Zs.—Simonovits, A.—Vincze, J. (2012): Adémoral és adécsalas — Tarsadal-
mi preferencidk és korldtos racionalitds, Kozgazdasdgi Szemle 59, 1081-1106.

Medio, A. (1991): Continuous-time Models of Chaos in Economics, Journal of
Economic Behavior and Organization 16, 115-151.

Medio, A. (1992): Chaotic Dynamics, Theory and Applications to Economics,
Cambridge, Cambridge University Press.

Metzler, L. (1941): The Nature and Stability of Inventory Cycles, Review of Eco-
nomic Statistics 23, 113—129.

Metzler, L. (1945): The Stability of Multiple Markets: The Hicks Conditions,
Econometrica 13, 277-292.

Mirrlees, J. A. (1971): An Exploration in the Theory of Optimum Income Taxa-
tion, Review of Economic Studies 38, 175-208.

Mirrlees, J. A. (1986): The Theory of Optimal Taxation, in: Arrow—Intrilligator
(szerk.), Handbook of Mathematical Economics, Vol. 1., Amsterdam, North-
Holland, 1197-1249.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

322 Hivatkozasok

Modigliani, F—Brumberg, R. (1954): Utility Analysis and the Consumption Func-
tion: An Interpretation of Cross-Section Data, in: Kurihara (szerk.), Post-
Keynesian Economics, New Brunswick, Rutgers, 388-436.

Molnér, Gy.—Simonovits, A. (1996): Varakozasok, stabilitds és miikodSképesség
az egyiitt é16 korosztdlyok realista modellcsalddjdban, Kozgazdasdgi Szemle
43, 863-890.

Molnir, S.-Szidarovszky, F.—Okugucsi, K. (1992): Nem linedris differenciaegyen-
letek globdlis aszimptotikus stabilitdsdnak altalanos kritériumair6l, Alkalma-
zott Matematikai Lapok 16, 339-347.

Nelson, R.—Winter (1982): An Evolutionary Theory of Economic Change, Cam-
bridge, MA, Belknap Press.

Neumann, J. (1938): Uber ein 6konomisches Gleichungssystem und eine Verall-
gemeinerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes. Ergebnisse eines mathema-
tischen Kolloquiums, 8, 73-83. (Angolul megjelent: A Model of General Eco-
nomic Equilibrium. Review of Economic Studies 13 (1945), 1-9. o., — ma-
gyarul: Az altaldnos gazdasagi egyensily egy modellje, in: Neumann Jénos,
Vidlogatott el6addsok és tanulmdnyok, Budapest, KIK, 1965, 160-176.)

Phelps, E. (1961): A felhalmozas aranyszabalya. Tanmese, in: Szakolczai (szerk.),
A gazdasdgi ndvekedés feltételei, Budapest, KIK, 1967, 266-275. (The Gol-

den Rule of Accumulation: A Fable for Growthmen, The American Economic
Review 51, 638-643.)

Phillips, W. (1954): Stabilization Policy and a Closed Economy, Economic Jour-
nal 64, 290-323.

Pitchford, J. D.—Turnovsky, S., szerk. (1977): Application of Control Theory to
Economic Analysis, Amsterdam, North-Holland.

Pohjola, M. T. (1981): Stable and Chaotic Growth: The Dynamics of a Discrete
Version Cycle Model, Journal of Economics 41, 27-39.

Polya, Gy. (1968): A gondolkodds miivészete, I. Indukcio és analdgia (angol ere-
deti magyar forditdsa), Budapest, Gondolat, 1988.

Polya, Gy.—Szegb G. (1924): Vdlogatott feladatok és tételek analizisbdl, 1-11., Bu-
dapest, Tankonyvkiadé (német eredeti angol dtdolgozdsdnak magyar fordita-
sa), 1980-1981.

Pontrjagin, L. Sz. (1961): Kozonséges differencidlegyenletek (orosz eredeti fordi-
tasa), Budapest, Akadémiai Konyvkiadé, 1972.

Pontrjagin, L. Sz.—Boltyanszkij, V. G.—Gamkrelidze, R. V.—Miscsenko, J. F.
(1961): Optimdlis folyamatok elmélete (orosz eredeti forditdsa), Budapest,
Miiszaki Koényvkiado, 1968.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 323

Puskas, Cs. (1993): Linedris algebra, Budapest, Aula.

Ralston, A. (1965): Bevezetés a numerikus analizisbe (angol eredeti forditdsa),
Budapest, Miiszaki Konyvkiadé, 1969.

Ramsey, F. (1928): A Mathematical Theory of Savings, Economic Journal 38,
543-559.

Reichlin, P. (1992): Endogenous Cycles with Long-Lived Agents, Journal of Eco-
nomic Dynamics and Control 16, 243-266.

Rényi, A. (1966): Valosziniiségszdamitds, Budapest, Miiszaki Konyvkiadé.

Romer, D. (1996): Advanced Macroeconomics, New York, McGraw Hill.

Rézsa, P. (1974): Linedris algebra és alkalmazdsai, Budapest, Mliszaki Koényvki-
ado.

Rudin, W. (1976): A matematikai analizis alapjai, Budapest, Miiszaki Konyvki-
ado, 1978.

Saari, D. G. (1985): Iterative Price Mechanisms, Econometrica 53, 1117-1131.

Salmon, M.—Young, P. (1979): Control Models and Quantitative Economic Po-
licy, in: Holly et al. (szerk.), Optimal Control for Econometric Models (An
Approach to Economic Policy Formulation), London, McMillan, 74—105.

Samuelson, L. (1997): Evolutionary Game Theory and Equilibrium Selection,
Cambridge, MA, MIT Press.

Samuelson, P. A. (1939a): Interactions between the Multiplier Analysis and the
Principle of Acceleration, Review of Economic Studies 21, 75-78.

Samuelson, P. A. (1939b): A Synthesis of the Principle of Acceleration and the
Multiplier, Journal of Political Economy 47, 786-797.

Samuelson P. A. (1941): The Stability of Equilibrium: Comparative Statistics and
Dynamics, Econometrica 9, 97-120.

Samuelson, P. A. (1947): Foundations of Economics Analysis, Cambridge, MA,
Harvard University Press, bovitett kiadds, 1983.

Samuelson, P. A. (1958): An Exact Consumption-Loan Model of Interest with or
without the Social Contrivance of Money, Journal of Political Economy 66,
467-482.

Sargent, T.J. (1987): Dynamic Macroeconomic Theory, Cambridge, MA, Harvard
University Press.

Sarkovszkij, A. N. (1964): Egy olyan folytonos leképezés egyiitt €16 ciklusai,
amely az egyenest onmagéra képezi le, Ukrdn Matematikai Folyoirat 16, 61—
71, orosz eredeti angol forditdsa: Stefan (1977).

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

324 Hivatkozasok

Scarf, H. (1960): Some Examples of Global Instability of Competitive Equilibri-
um, International Economic Review 1, 157-172.

Schelling, T. (1971): Dynamic Models of Segregation, Journal of Mathematical
Sociology 1, 143-186.

Sen, A., szerk. (1970): Growth Economics, Harmondsworth, Penguin.

Shell, K. (1967): Optimal Programs of Capital Accumulation for an Economy in
which there is Exogenous Technical Change, in: Shell, K. (szerk.), Essays on
the Theory of Optimal Economic Growth, Cambridge, MA, MIT Press, 1-30.

Shiller, R. (1978): Rational Expectations and the Dynamic Structure of Macro-
economic Models, Journal of Monetary Economics 4, 1-44.

Simon, H. A. (1956): Dynamic Programming under Uncertainty with a Quadratic
Criterion Function, Econometrica 24, 74-81.

Simonovits, A. (1978): A decentralizalt szabalyozds maximélis konvergenciase-
bessége, Szigma 11, 49-67.

Simonovits, A. (1979a): Normadk, varakozasok és stabilitds egy linedris modell-
ben, Szigma 12, 31-56.

Simonovits, A. (1979b): Még egyszer a varakozasokrol, Szigma 12, 245-248.

Simonovits, A. (1981a): Korlatos szabdlyozds és destabilizdlds, in: Kornai—Mar-
tos (szerk.), Szabdlyozds drjelzések nélkiil, Budapest, Akadémiai Kiado, 255—
289.

Simonovits, A. (1981b): Maximal Convergence Speed of Decentralized Control,
Journal of Economic Dynamics and Control 3, 51-64.

Simonovits, A. (1983): Utkoz6készletek és naiv varakozdsok egy nemwalrasi di-
namikus makromodellben: stabilitds, ciklus és kdosz, Szigma 16, 15-30.

Simonovits, A. (1987): A stop-go beruhazasi ciklusok — egy régi modell uj értel-
mezése, Kozgazdasdgi Szemle 34, 1027-1034.

Simonovits, A. (1988a): Rejtett beruhazasi ciklusok a szocialista gazdasdgban,
Kozgazdasdgi Szemle 35, 866-878.

Simonovits, A. (1988b): A szocialista gazdasag beruhdzasi ciklusainak matema-
tikai modellje, Szigma 20, 97-122.

Simonovits, A. (1990): Beruhdzasi hatarciklusok a szocialista gazdasidgban, Koz-
gazdasdgi Szemle 37, 1143-1156.

Simonovits, A. (1992): Indexalt kolcsonok és varakozasok matematikai elemzése,
Kozgazdasdgi Szemle 39, 262-278.

Simonovits, A. (1993): Kdoszelmélet és kozgazdasagtan, Magyar Tudomdny 38,
503-511.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 325

Simonovits, A. (1994): Egyiitt €16 nemzedékek modellje, Kozgazdasdgi Szemle

41, 411-427.
Simonovits, A. (1995a): Egyiitt é16 korosztalyok modellje, Kozgazdasdgi Szemle
42, 358-386.

Simonovits, A. (1995b): Még egyszer az optimdlis novekedésrdl, Kozgazdasdgi
Szemle 42, 1136-1146.

Simonovits, A. (1999a): Are there Endogeneous Cycles in a Realistic Overlapping
Cohorts Model?, Structural Chage and Economic Dynamics 11, 321-329.

Simonovits, A. (1999b): A racionalis és a naiv varakozasok stabilitisdnak Gssze-
hasonlitasa, Kozgazdasdgi Szemle 46, 689-700.

Simonovits, A. (2002): Nyugdijrendszerek: tények és modellek, Budapest, Typo-
tex.

Simonovits, A. (2013): Még egyszer a raciondlis és a naiv vdrakozdsokrol, Ma-
tematikai kozgazdasdgtan: elmélet, modellezés, oktatds. Tanulmdnyok Zalai
Ernének, Budapest, Miiszaki Kiadd, 347-354.

Simonovits, A. (2018): Hogyan értékelte ald a tb-nyugdij optimélis szintjét Feld-
stein [1985]?, Kozgazdasdgi Szemle 65, 66-73.

Simonovits, A. (2020): Kozgazdasdgi modellek (nemcsak kozépiskoldsoknak), Bu-
dapest, Typotex.

Simonovits, A. (2021): Eletpalya-jovedelemtdl fiiggs varhaté élettartam és a nyug-
dijrendszer, Statisztikai Szemle 99:7, 632—660.

Simonyi, K. (1981): A fizika kultiirtorténete, Budapest, Gondolat, 2., bovitett ki-
adds.

Sims, C. A. (1986): Comments, in: Sonnenschein, H. F. (szerk.), Models of Eco-
nomic Dynamics, New York, Springer, 37-39.

Singer, D. (1978): Stable Orbits and Bifurcations of Maps of the Interval, SIAM
Journal of Applied Mathematics 35, 260-267.

Slutzky, E. (1927): The Summation of Random Causes as the Sources of Cyclic
Processes Econometrica 5, 105-146 (az orosz eredeti javitott forditasa) 1937.

Solow, R. (1956): A Contribution to the Theory of Economic Growth, Quarterly
Journal of Economics 70, 65-94.

Solow, R. (1957): A technikai valtozas és az aggregélt termelési fiiggvény, magya-
rul in: Szakolczai (szerk.), A gazdasdgi novekedés feltételei, Budapest, KJK,
1967, 122-140. (Technical Change and the Aggregate Production Function,
Review of Economics and Statistics 39 (3): 312-320.)

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

326 Hivatkozasok

Stefan, P. (1977): A Theorem of Sharkovskii on the Existence of Periodic Orbits
of Continuous Endomorphism of the Real Line, Communications of Mathe-
matical Physics 54, 237-248.

Stokey, N.—Lucas, R. (1989): Recursive Methods in Economic Dynamics, Cam-
bridge MA, Harvard University Press (kozremiikodd: Prescott, E. C.).

Strotz, R. H. (1955): Myopia and Inconsistency on Dynamic Utility Maximiza-
tion, Review of Economic Studies 23, 165—180.

Swan, T. W. (1956): Economic Growth and Capital Accumulation, Economic Re-
cord 32, 334-361.

Szakolczai, Gy., szerk. (1963): A gazdasdgi fejlodés feltételei, Budapest, KIK.

Szakolczai, Gy., szerk. (1967): A gazdasdgi novekedés feltételei, Budapest, KIK.

Szepesi, Gy.—Székely, B. (1971): A gazdasigi novekedés optimdlis palydi egy
szabalyozott gazdasagi rendszerben, Szigma 4, 137-151.

Szépfalussy, P.—Tél, T., szerk. (1982): Véletlenszerii jelenségek nem linedris rend-
szerekben: a kdosz, Budapest, Miiszaki Konyvkiadé.

Takayama, A. (1974): Mathematical Economics, Hinsdale IL, Dryden, 2. kiadds:
1985.

Tallos, P. (1999): A dinamikai rendszerek matematikai alapjai, Budapest, Aula.

Tesfatsion, L. (2006): Agent-Based Computational Economics: A Constructive
Approach to Economic Theory, in: Tesfatsion, L.—Judd, K. L. (eds.), Hand-

book of Computational Economics, Vol. I11., Amsterdam, North-Holland, 831-
880.

Theil, H. (1957): A Note on the Certainty Equivalence in Dynamic Programming,
Econometrica 25, 346-349.

Tinbergen, J. (1956): The Optimum Rate of Savings, Economic Journal 66, 603—
609.

Tinbergen, J. (1960): Optimum Savings and Utility Maximization over Time,
Econometrica 28, 481-489.

T6th, J.—Simon, L. P. (2005): Differencidlegyenletek: Bevezetés az elméletbe és az
alkalmazdsokba, Budapest, Typotex, legijabb kiadds 2020.

Tse, E.—Athans, M. (1972): Adaptive Stochastic Control for a Class of Linear
Systems, IEEE Transaction on Automatic Control 17, 38-52.

Valentinyi, A. (1995): Az endogén névekedéselmélet: Attekintés, Kozgazdasdgi
Szemle 42, 582-594.

Varga, G.—Vincze, J. (2016): Megtakaritasi tipusok: egy adaptiv—evoliciés meg-
kozelités, Kozgazdasdgi Szemle 62, 162—187.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

Hivatkozasok 327

Varga, R. (1962): Matrix Iterative Analysis, Englewood Cliff, N.J., Prentice Hall.

Varian, H. (1981): Control Theory with Economic Applications, in: Arrow—Intril-
ligator (szerk.), Handbook of Mathematical Economics, Vol. IIl., Amsterdam,
North-Holland, 111-158.

Varian, H. (1992) Microeconomic Analysis, Third edition, New York, Norton.

Virag, 1. (1969): Optimalis felhalmozasi pélydk, in: Kovécs J. (szerk.), Gazdasdgi
fejlodés és tervezés, Budapest, KJIK, 108-136.

Walras, L. (1874, 1877): Elements of Pure Economics, London, Allen and Unwin
(a francia eredeti angol nyelv( forditdsa), 1954.

Weibull, J. W. (1995): Evolutionary Game Theory, Cambridge, MA, MIT Press.

Witsenhausen, H. S. (1968): A Counterexample in Stochastic Optimum Control,
SIAM Journal of Control 5, 131-147.

Wonham, W. M. (1967): Optimal Stationary Control of a Linear System with
State-dependent Noise, SIAM Journal of Control §, 486-500.

World Bank Policy Research Report (1994): Averting the Old Age Crisis, Oxford,
Oxford University Press.

Yaari, M. E. (1965): Uncertain Lifetime, Life Insurance and the Theory of Con-
sumer, Review of Economic Studies 32, 137-150.

Young, D. M. (1971): Nagy linedris rendszerek iterdcios megolddsa (angol eredeti
forditdsa), Budapest, Miszaki Konyvkiado, 1979.

Zalai, E. (1989): Bevezetés a matematikai kozgazdasdgtanba, Budapest, KIK.

www.interkonyv.hu © Simonovits Andras



