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El6sz6 a harmadik kiadashoz

A konyv jelen harmadik kiadasa az aldbbiakban jelent valtozast a masodik
kiadashoz képest: (a) valamelyest béviilt a konyv szovege, (b) megtortént né-
hany, az el6z6 kiadasban fellelt szedési hiba kijavitasa, (c) a konyveim kissé
valtozott, b6viilt annak érdekében, hogy utalas legyen a lehetséges olvasoi kor-
re. Mindez nem jelenti azt, hogy a szoveg és képletek teljesen hibamentesek.
Koszonet illeti a leend§ olvasokat, ha a visszajeleznek, amikor hibat talalnak
a kényvben.

Kozéak Imre 2016-ban meghalt. A sziikségesnek vélt valtoztatasokat, azaz
a szoveg bovitését és helyenkénti atdolgozasat Szeidl Gyorgy végezte el.

Az olvaso figyelmébe ajanlhatok még az alabbiak:

— Az Irodalomjegyzék (Irodalom) két részre tagolt, az els6 felében kony-
vek felsorolasa talalhato. Ezeket javarészt tovabbi olvaséasra ajanljuk,
hozzatéve, hogy nem mindegyik konyvre van kozvetlen hivatkozas a
konyv szévegében.

— Az Irodalomjegyzék masodik része cikkek felsorolasa. Ezek mindegyi-
kére van hivatkozas a konyv szovegében. A kivalasztasuk esetén az
volt az els6dleges cél, hogy az egyes fogalmakhoz, tételekhez tartozd
eredeti munkékra mindenképpen torténjen hivatkozas.

— A konyv képernydn toérténd olvasasat megkonnyiti, hogy a hivatkozott
elemek — a fejezet- és szakaszcimek tartalomjegyzékben, a hivatkozott
képletszamok a szévegben, valamint az oldalszdmok a targymutatoban
— piros keretvonala téglalapokban jelennek meg a monitoron, és ha
rajuk kattintunk, akkor rogton a kérdéses helyre ugrik a szoveg.

Ko6sz6netnyilvanitas: Nagyon sokkal tartozom a feleségemnek, Babinak azért
sokréti 6sztonzésért, amit a konyv irasa és kés6bbi atdolgozasa soran téle kap-
tam. Lanyomnak Agnesnek és a fiamnak Adamnak pedig hangstlyozottan ko-
sz6noém a folytonos és megérté tamogatéast. Koszonettel tartozom még Bertoti
Edgar egyetemi tanarnak munkam allando figyelemmel kisérése miatt. Végeze-
tiil kiilon készonom néhai tarsszerzém, Kozak Imre lanyanak, Kozak Agnesnek
és a fianak, Kozak Péternek azt a kitiintets figyelmet és tAmogatast, amit t&liik
kaptam.

Esztergom, 2026. majus 20.
Szeidl Gydrgy
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El6sz6 a masodik kiadashoz

A jelen elektronikus forméaban kiadott konyv (tovabbiakban kényv) a Miskolci
Egyetem egyetemi szintd gépészmérnok képzésében elGadott Kontinuumme-
chanika cimd tantargy els félévének anyagét oOleli fel, és nagyban tamaszko-
dik azokra a kontinuummechanikai el6adasokra, amelyeket az els6 szerzé két
évtizeden at tartott az alkalmazott mechanikai d4gazat, majd pedig a gépek és
szerkezetek mechanikija szakirany hallgatoi részére. A kdnyvben bemutatott
tananyag a fontosabb jeltlések formalizmusa tekintetében teljes mértékben
igazodik a [2] tankonyv jelolésrendszeréhez (ennek atdolgozott és bévitett ki-
adasa angol nyelven jelent meg: [3]). A jelen konyv a kétlépcsSs képzésben a
masodik 1épcs6hoz tartozdé MSc hallgatok azon korét segiti tanulméanyaiban,
akiknek alkalmazott mechanika a szakiranya, és igy természetszertien tanuljak
a szilard testek kontinuummechanikajat. A koényvet a doktori tanulményokat
folytato hallgatok is haszonnal forgathatjak.

A feltételezett elGismereteket a mérnokhallgaték matematikai ismeretei
alkotjak. A konyv ennek alapulvételével tekinti at a tenzorszamitas legfonto-
sabb elemeit. Elvben kétfajta targyalasmod lehetséges: (a) az invarians, vagy
més néven szimbolikus vagy direkt targyalasmod, illetve (b) az indexes jelolés-
rendszer alkalmazasa a bemutatésra keriil6 tenzoridlis mennyiségek targyalasa
soran. Az utébbi megkozelités feltételezi az indexes jelolésmod mennyiségei-
nek és jelolésbeli konvencidinak alapos ismeretét — ezek részletes bemutatasa
is feladata tehat a konyvnek.

Megjegyezziik, hogy mindkét targyalasmodnak megvannak a maga els-
nyei, illetve hatranyai. A szimbolikus irasmod el6nye, hogy a vizsgalat tar-
gyat képezs egyenletek jobban attekinthetSk szerkezetiiket és jelentésiiket is
tekintve. Ugyanakkor elénye és hatranya is, hogy koordinata-rendszertdl flig-
getlen, tovabba nagyobb figyelem sziikséges a tenzorialis mennyiségek kozotti
algebrai miiveletek megértéséhez. Az indexes jel6lésmod elénye, hogy a tekin-
tett (egyébként tetszéleges) gorbevonalu koordinata-rendszerben (ez specialis
esetben természetesen egyenesvonalt is lehet) rogton megkapjuk a vizsgélat
targyat képezs probléma skalaris alakt egyenleteit. Ugyanakkor talan kevésbé
elegansan latszik a fizikai egyenletek invarians (koordinata-rendszer fiiggetlen)
volta.

Az indexes jel6lésrendszer kivéilasztasanal az a koriilmény jatszotta a leg-
fontosabb szerepet, hogy ebben a jelolésmdédban azonnal adédnak a tekintett
probléma skalaris egyenletei. Ugy véltiik, hogy ez a koriilmény énmagaban is
olyan elény a lehetséges alkalmazo6i kort tekintve, hogy emiatt eleve az inde-
xes jelolésrendszert érdemes alkalmazni a tenzorszamités egyes kérdéskoreinek
megtargyalasa soran.

Megemlitjiik, hogy ahol fontosnak véltiik, ott kifrtuk a vizsgalat targyat
képzs egyenletek szimbolikus alakjat is.

Az els6 nyolc fejezet mindenki szamaéara fontos anyagot tartalmaz. A ki-
lencedik fejezet a feliiletek differencialgeometriajaval foglalkozik. Ezt azoknak
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érdemes elsGsorban elolvasni, akik héjelmélettel is foglalkoznak késébbi tanul-
manyaik soran. Ismeretes ugyanis, hogy a modern héjelméleti tankényveket
tobbnyire indexes jel6lésmodban irjak meg. Az utolsd fejezet a tenzoranali-
zis néhany tételét ismerteti tomoren. Az Gj A. Fliggelék jellegzetes feliiletek
esetére kozli a differencidlgeometria alapvets Gsszefiiggéseit.

Az egyes fejezetek végén kiilonb6z6 nehézségi feladatok talalhatok. A jelen
maéasodik kiadasban bévitettiik a fejezetvégi feladatok szaméat. Az 4j B. Fiig-
gelék kozli valamennyi feladat megoldasat. Korrigaltuk emellett az id6kézben
fellelt szedési hibakat is.

Miskolc, 2013. marcius 22.
Kozdak Imre és Szeidl Gydrgy
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1. FEJEZET

Alapfogalmak

1.1. Vektorok (ismétls attekintés)

1.1.1. Vektoralgebrai Osszefoglalo. A vektort (geometriailag) iranyi-
tott egyenesszakasznak tekintjiik.
Tulajdonségai:

— nagysag (avagy abszolut értéek),

— irany (ezt a vektor un. tartoegyenese, hatasvonala hatarozza meg),

— iranyitas (ez azt mondja meg, merre mutat tartdegyenesén a vektor),

— mértékegység (a vektorok jelentése altalaban valamilyen fizikai vagy
geometrial mennyiség).

A nullvektornak vagy zérusvektornak az a jellemz&je, hogy zérus az ab-
szolut értéke.

Az egységvektor egységnyi abszolut értékd vektor.

Az alabbiak, csak jelolésben, tehat a vonatkoz6 miiveletek értelmezésének
elhagyésaval tekintik at a vektorok kozotti miiveleteket :

— additiv muveltek, 6sszeadéas, kivonas pl:
a+b=c;
— szorzas skalarral:
pa+Ab=c;
— két vektor skaléris szorzata:
a-b=b-a=c

(pont a mitivelet jele);
— vektorialis szorzas:

axb=-bxa=c;

— diadikus vagy tenzoriélis szorzas:

a®b, (a®b)l =b®a, (1.1)

ahol T a transzponalt jelolése (diddok Osszegének transzpondltja az
egyes diadok transzponaltjainak dsszege) — maga a diadikus szorzat a

ab (ab)” =ba

1
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2 1. Alapfogalmak

alakban, azaz kiilon miveleti jel nélkiil is szedhetd, de a o szimbolum
is lehet miiveleti jel (a jelen munka mindig a ® szimbélumot hasznalja
majd mtveleti jelként);

— harom vektor vegyes szorzata:

[abc] = (axb)-c=a-(bxc) (1.2)
=(bxc)-a=b-(cxa)
=(cxa)-b=c-(axb);

— kétszeres vektorialis szorzat, kifejtési tétel:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c, (1.3a)
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a; (1.3b)

— diadikus szorzat és vektor skalaris szorzata:
(a®b)-c=a(b-c), (1.4a)
c-(a®@b)=(c-a)b (1.4b)

(nem mindegy, hogy a diadot jobbrol vagy balrol szorozzuk skalarisan
a vektorrall);
— diadikus szorzat és vektor vektorialis szorzata:

(a®@b)xc=a®(bxc), (1.5a)
cx(a®b)=(cxa)®b. (1.5b)

Ha kartéziuszi KR-t alkalmazunk a vektorokkal, tenzorokkal kapcsolatos
miveletek végrehajtasa soran, akkor — 6sszhangban az 1.1. dbraval és eltéréen

1.1. abra. Kartéziuszi KR

a gyakorta hasznéalatos

x, y és z a koordinatatengelyek,
e;, e, ¢és e, a koordinatatengelyek pozitiv iranydba mutatoé hirom
egységvektor

jelolésektsl

yl, 4% és y3 jeloli a harom koordinatatengelyt, és

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy
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1.1. Vektorok (ismétls attekintés) 3

i1, 9 ésizaz 1, 2 és 3 jeld koordinatatengelyek pozitiv irdnyaba mutatd
egységvektor.

Ebben a kartéziuszi koordinata-rendszerben az a, b és ¢ vektorok az

3 3 3
a=>Y diy, b=> i, ca=) i (1.6)
=1 =1 =1

alakban irhatok fel. A koordinitaikat (skalaris dsszetevéiket) af, b* and cf
jeloli. Kovetkezésképp

a-b=a'd' +a*?+ab?, (1.7a)
[ iy i i3 ]
axb=| a' da* @ |, (1.7b)
btobr b3
és ] ]
[ al a® a® ]
[abc] = | b* b2 b |. (1.7¢)
2 3

Indexes jelolésmodban a kiilonb6z8 mennyiségeket (ezeket valamilyen beti
jeloli) indexekkel latjuk el. Megjegyezziik a késGbbiek kedvéért, hogy valamely
egyindexes mennyiség felsd indexes értéke dltaldban nem egyezik meg ugyanezen
mennyiség also indexes értékével.

1.1.2. Linearisan 0sszefiiggs, linearisan fiiggetlen vektorok. Line-
arisan fliggetlenek az aj,aqs,...,a,; n>2, |a;|>0, i=1,...,n vektorok,
ha a

pia;+p2as+...+pra, =0
egyenletnek csak trivialis megoldasa van, azaz ha

pr=p2=..=pp=0.
Lineéarisan osszefiiggbek az aj,as,...,a,; n>2, J|a| >0, i=1,...,n
vektorok, ha létezik legalabb két zérustol kiillénb6zd p;.
Az alabbiakban sorra vessziik két, harom és haromnal tobb vektor esetén
a linearis fliggetlenség (Osszefiiggdség) eseteit:

Két vektor. Két parhuzamos vektor esetén, amint az azonnal lathato a
pra;+praz =0 |-a;

egyenletbsl az aj-el torténd szorzas utan, linearisan Osszefliggbek a
vektorok, hiszen ekkor
az-a

P11 = —Pp2 .
ap-ap

Az utobbi képlet azt is mutatja, hogy végtelen sok a megoldasok szé-
ma.
Ha nem parhuzamosak a vektorok, akkor az

pia;+peaz =0 |x az
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4 1. Alapfogalmak

egyenletbdl az as vektorral jobbrol térténd szorzas utan az

pi1a; Xag = 0
——
#0

eredményt kapjuk, ahonnan azonnal kévetkezik, hogy
P11 = 0 )

hiszen zérustol kiilonb6z6 az a; x as vektorszorzat.

Ugyanigy addédik az a; vektorral balrél torténé vektorialis szor-
zéssal, hogy ps = 0.

Kovetkezésképp két nem parhuzamos vektor mindig linearisan fiig-
getlen.

Ha linearisan fiiggetlenek az a;, as vektorok, akkor barmely, az a;
és ay altal kifeszitett sikkal parhuzamos vektor kifejezhets az a; és a
linearis kombinéci6jaként: azt mondjuk, hogy sikbeli bazist alkotnak
az aj és ap vektorok.

Harom vektor. Ha a harom vektor komplanaris (egy sikban van), akkor

[a1 agag] =0

és a harom vektor linearisan 6sszefiiggs. Valoban,

(a) ha nem parhuzamosak, akkor azért, mert barmelyik megadhatoé a
masik kettd linearis kombinacidjaként ;

(b) ha ketts parhuzamos, akkor azért, mert ez a kett linearisan Gssze-
fliggd;

(¢) ha mindharom parhuzamos, akkor pedig azért, mert a (b) szerint
van kozottiik két linearisan Osszefiiggd vektor.

Ha a harom vektor nem komplanaris (nincs egy sikban), akkor

[ajaza3] = a, #0,

kévetkezsleg a

as X asg
p1a; +p2as+psaz3 =0 -y aszxag
a] X ag
szorzatokbol a
p1laiazaz] =0, pa2laiazas] =0, pslaiazaz] =0,

vagy ami ugyanaz, a
=0, p2=0, p3 =20

eredményt kapjuk. Eszerint a harom vektor lineédrisan fiiggetlen.
Neégy vagy tobb vektor. ElGszor négy vektort tekintiink.
(a) Ha kett6 parhuzamos, vagy harom egy sikban van, akkor az els-
zGek alapjan linearisan Osszefiiggéek a vektorok.
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1.1. Vektorok (ismétls attekintés) 5

(b) Tegyiik fel, hogy harom vektor, mondjuk az aj,a és az nem
komplanaris. A

m n i
ag X as
2 3 1
pi1ai +peas+pzaz+pias =0 -4 agxaj 3 1 9
axaz g 9 3

szorzatokbol, tekintettel a képletsor jobb oldalan all6 tablazatra,
illetve az m, n és i bettik tablazattal definialt értelmezésére ,a

pilai az az] +pslazanma,] =0, 1=1,23

eredmény kovetkezik. Mivel az a4 nem lehet egyidejtileg az
ao as
ag a; altal kifeszitett sikokban,
a; as
a fenti egyenletek koziil legalabb egynek van nem trivialis meg-
oldasa. Négy vektor tehat mindig linearisan Osszefiiggs. Ez egy-
ben azt is jelenti, hogy a négynél tébb vektor is mindig linearisan
Osszefiiggds.
Tegyiik fel, hogy aj,as és a3 nem komplanaris, azaz [a; as ag) = a, # 0.
Ekkor fennall a fentiek alapjan az

ar=—a,—P2a, Do, — Nay+hoas + Asag
Pa P4 D4
~— M~
)\1 )\2 A3
egyenlet. Az egyenlet szerint tetszéleges a, vektor kifejezhetd a nem kom-
planaris aj,as, és a3 vektorok segitségével. A nem komplanaris a;,as, és ag
vektorok tehat az euklideszi tér egy bazisat alkotjak.

1.1.3. Vektor tetszlleges (ferdesz6gii) bazisban. Az a;,ay és ag
bazisvektorokhoz értelmezés szerint az
as X a agxa a; X a
1_ 2 3’ a2: 3 1, a3: 1 2 (18)
ao Go Qo
reciprok vektorok (reciprok bazisvektorok vagy réviden bazis) tartoznak (tar-
tozik).
Konnyen ellenérizhets, hogy a bazisvektorok és reciprok bazisvektorok ko-
zOtt az

ak~ag={ (1) }ﬁzz;ﬁ k=123 (1.9)
Osszefiiggés all fenn.
Mivel bazist alkotnak az a;, as és ag vektorok, barmely v vektor kifejezhets
segitségiikkel a
v =v'a; +v?ay +viaz (1.10)

2 és v° rendre a v vektor a;, as, és as-ra vonatkozd koor-

alakban, ahol v!, v
dinatajat jeloli.
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6 1. Alapfogalmak

Az (1.10) képlet alapjan, kihasznalva az (1.9) Osszefliggést a
v!=v.al, v?=v-.a?, d=v.a’ (1.11a)

alakban kapjuk a v’ koordinatékat. Témoren:

vi=v-.a', i=123. (1.11b)
Visszahelyettesitve a vi-re vonatkozo6 képleteket, elemi atalakitasokkal kapjuk,
hogy
_ 1 2 3, _ 1 2 3

v=va;t+vay+viaz=aj(a -v)+as(a‘-v)+az(a -v), (1.12)

azaz hogy
v=[a®a' +ay®a’+az®a’l v, (1.13)

I

ahol a megjeldlt képletrész az I egységtenzor kell legyen, hiszen az I énmagéra
képezi le a v vektort.
Az (1.10) és (1.13) képletek kozotti gondolatmenet ismétlésével irhatjuk,
hogy
v =val +vpa®+vsa’, (1.14)
ahonnan — ismét kihasznalva az (1.9) Osszefiiggést — kapjuk, hogy

vy =v-a, vg =V-ag, v3=V-as. (1.15a)

2

Az utobbi egyenletben allo vy, vo és v3 a v vektor al, a?, a® bazisra vonatkoz-

tatott koordinatait jeloli. Tomor alakban:
v;=Vv-a,. (1.15b)
A fentiek alapjan fennall, hogy
v=al(a;-v)+a’(ay-v)+a’(az-v),

~e—— N N

V1 v2 v3
azaz
v=[a'®a +a’®@ay+a’®a;] v, (1.16)

I

ami egyben azt is jelenti, hogy az I tenzor ismét az egységtenzor, pontosabban
az (1.13) alatti alak transzponaltja — visszautalunk itt az (1.1) képletet kovets
magyarazatra.

1.2. Koordinata-rendszerek

1.2.1. Ferdeszogii KR-ek (fogalmi altalanositas). Az 1.2. abra egy,
az (z%, 2% 23), vagy réviden az (z) modon jeldlt, ferdeszogii egyenesvonali
KR-t szemléltet. Az x', 22 és 23 koordinatatengelyek irdnyat és irdnyitasat

az egyméstol killonbozd, és egymassal nem 90°-os szdget bezard g1, gs és g3
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1.2. Koordinata-rendszerek 7

lokalis bazis

1.2. abra. Ferdeszogl egyenesvonalu KR

vektorok jelolik ki. A ferdeszogii szo6 jelzSként torténd hasznalata arra a koriil-
ményre utal, hogy a koordinatatengelyek nem merglegesek egymasra. Felhivjuk
arra is a figyelmet, hogy a g1, gs és g3 vektorok nem sziikségképen egységvek-
torok. Fel fogjuk tovabba tételezni, hogy

Yo = [818283] # 0. (1.17)

Ez egyben azt jelenti az el6z6 szakaszban leirtak alapjan, hogy bazist alkotnak
a g1, g2 és gz vektorok.

A g1, g9 és g3 vektorok alkotta bazist kovaridns bdzisnak, magukat a bé-
zisvektorokat pedig kovaridns bdzisvektoroknak nevezziik majd. A kovarians
jelz6 egyrészt arra utal, hogy a bézisvektorok egyméstol valé megkiilonboz-
tetését als6 indexpozicioban elhelyezett szamok teszik lehetévé. A kovaridns
sz6 emellett arra is utal, hogy ezek a bazisvektorok eleget tesznek egy a 4.2.1.
szakaszban részletezett transzformacios szabalynak, a (4.15a) egyenletnek.

Az abra feltiinteti a tér tetszéleges P pontjanak

r=z'g +m2g2—|—x3g3‘ (1.18)

a helyvektorét, valamint a P ponthoz kotott és a gy, go és gz vektorok altal
kifeszitett un. lokalis bazist. Ebben a lokalis bazisban adjuk majd meg a P
térponthoz kotott fizikai vagy geometriai mennyiségeket leird tenzorokat.

A jelen esetben minden egyes térpontban azonos a lokélis béazis. Gorbe-
vonali KR-ek esetén azonban, amint azt késébb az 1.2.5. pontban majd latni
fogjuk, pontrol pontra valtozik a lokalis bézis.

Vegyiik észre, hogy

o Or
8= 5
Az (1.8) képlet alapjan a

i=123. (1.19)

g2 X g3 g3 X g1 g1 X 82
gl = , g = , g’ = (1.20)
Yo Yo Yo

modon értelmezziik a g; (i = 1,2,3) vektorokhoz tartozoé reciprok vektorokat.
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8 1. Alapfogalmak

Megjegyezziik, hogy az (1.20) képletekkel értelmezett g!, g2 és g vekto-
rok ugyancsak bazist alkotnak. Ezeket a bazisvektorokat, mivel felsé indexpo-
zicibban van elhelyezve a bazisvektorok megkiilonboztetését segité szamozas,
kontravaridns bdzisvektoroknak nevezziik. Az altaluk alkotott bazis pedig a
kontravarians bézis.

A helyvektort adé (1.18) képletben allo x!', 2%, x3 koordinaték az tn.
kontravaridns koordindtdk.

Specialis esetben, ha egymésra kolcséndsen merdlegesek és egységvektorok
a kovaridns bézisvektorok, azaz ha kartéziuszi KR-ré valik a ferdeszogi KR,
az

yt=at, =22, yP=23 (1.21a)
és
h=i'=gi=g', L=i"=g=¢g", i=i"=g=¢’ (1.21b)

Osszefiiggések allnak fenn a kontravaridns koordinatak és a vonatkozd bazis-
vektorok kozott.

1.2.2. A bazisvektorok tovabbi tulajdonsagai . A béazisvektorokat
azonositd szamok indexként jelentek meg. Tomaorebd és igy dttekinthetdbb irds-
mad elérése érdekében abban dllapodunk meg az indexek tekintetében, hogy a
latin betds index az 1, 2, 3, a gordgbetis index pedig az 1, 2 értékeket veheti fel
anélkil, hogy erre eqyéb jelolésben kilon is felhivndnk a figyelmet. Az indexekre
vonatkozé megallapodasunk szerint a

ge kifejezés 6nmagaban a harom kovaridns bazisvektort, a

gk kifejezés pedig a harom kontravarians bazisvektort jelsli.

A két indexes 0%, 6%, §,%, 0ry Kronecker-szimbélumot [9] (Kronecker-

deltat) a
(SM
&, | (1, hak=e,
5,¢ _{ 0, hak+#¢ (1.22)
Oke

kifejezés értelmezi. Mivel az értelmezés szerint a 6%, és 0, a k és ¢ indexek
minden lehetséges értékére megegyezik egymassal, ezek esetén tehat k6zombos
az indexek sorrendje.

Visszaidézve a bézisvektorok és a reciprok bazisvektorok kozott fennallo
(1.9) egyenletet (a*-nak gF, as-nek gy felel meg) irhatjuk, hogy

g"-gr =05 (1.23)

Figyeljiik meg, hogy mindkét oldalon azonos az indexek sorrendje és pozicidja.
Megmutatjuk a tovabbiakban, hogy fennall a
1,2,3 1 1

o _ = —_——= ——
7 [g &8 ] Yo [glgzg3]
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1.2. Koordinata-rendszerek 9

— itt 7° a felsGindexes bazisvektorok vegyesszorzata —, vagy ami ugyanaz, a

N = — (1.24)

Osszefiiggés. Az igazolas a kétszeres vektorszorzatokkal kapcsolatos és a lenti-
ekhez illeszkedGen az (axb) xc=(a-c)b—(b-c)a alakban kiirt kifejtési tétel
alkalmazéasan nyugszik:

a b c
9.3 Lo~~~ T/ 1 g
gixg’=—(Tgs x"g1 ) x (81 x82) = — [g3- (81 X g2) 81 —0] = =
Yo Yo Yo
Kovetkezdleg
1 1
=g (g°xg’) =g ‘g1 —=—.
N~~~ Y% Yo

=1

Az is latszik az igazolas els6 lépéseként irt egyenlet jobb és bal oldalanak
egybevetésébdl, hogy
g? x g

o
Ez az egyenlet azt mutatja, hogy g, vektor a reciprok bazis egyik reciprok
vektora. Hasonl6an lehet ugyanezt igazolni a go és gz bézisvektorok esetén.
Kovetkezbleg az eredeti g1, g2, g3 bézis a reciprok béazis reciproka.

A tovabbiakban fontos szerepet jatszik az egyenletek egyszeriibb irasat
szolgalo un. Einstein-féle dsszegezési konvencio [17]. Az dsszegezési konven-
cid azt rja eld, hogy a kilonbozd indexpozicicban lévd azonos (néma) indexek
szerint dsszegezni kell.

Igy példaul

g1 ="7,8° xg’ =

6P, =0 +06% +6% =3, (1.25)

vagy

5Q#m:yﬁ%ﬁﬁgﬁm+yﬁﬂfﬁ%“mwdakﬁ%msam@{éig:#Z?
A 07, végeredmény elsallitasa a kovetkezd modon foglalhato szavakba: a 6¢,,,-
mel torténd szorzas hatasara az elsé deltaban allo £ néma indexet at kell nevezni
a méasodik deltaban 4ll6 nem néma index nevére — azaz az m névre — és ekkor
elhagyhat6 a méasodik delta.

A szavakba foglalt megfigyelés alapjan szokas a Kronecker-szimbolumot
indexdtnevezd operdtornak nevezni.

Vegyiik észre, hogy az 0sszegzé (néma) index is atnevezhets: 6%, = 6, =
=0,

Tovdbbi fontos megdllapodds, hogy egyenletek irdsa sordn az dénmagdban
(6nmagukban) dllo, nem néma (a képletben nem ismételt) indezet (indexeket)
szabad indexnek (indexeknek) fogjuk nevezni.
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10 1. Alapfogalmak

1.2.3. Permutacioés szimbolum, vektorialis és vegyes szorzatok.
Azt fogjuk mondani, hogy a klm indexharmas péaros permutacidja az 1, 2, 3
szamoknak, ha 123, 231 vagy 312 az értéke. Paratlan permutaciorol beszéliink,
ha a klm indexharmasnak 132, 321 vagy 213 az értéke.

paros paratlan

1 1
CooN
3 2 3 2
NS ~_ 7

1.3. abra. Paros és paratlan permutaciok

Figyeljiik meg, hogy az 1, 2 vagy 3 szamok egyikét elsének véve a péros
permutéciok az éramutatd jarasaval egyez6 iranyban, a paratlan permutéaci-
ok pedig az 6ramutato jarasaval ellentétes irdnyban olvashatok le az 1, 2, 3
szamokat korok segitségével szemléltets dbrarol.

Az also és fels6 indexes permutdcids szimbolumot az

€kim vagy ePt”

modon jeloljiik. A permutécios szimbolumok értelmezését [10] az

1, paros
erem =4 —1, haa kfm paratlan p permutacioja az 123-nak | (1.26a)
0, nem
és az
1, paros
e’ =¢ —1, haa pgr paratlan » permutéacidja az 123-nak | (1.26b)
0, nem

képletek adjak.
Az (1.17), (1.20) és az (1.26a) képletek egybevetése alapjan a

gL X 81 = P)/oeklmgm (]-273')
alakban irhato fel a g és gy bazisvektorok vektorialis szorzata.
Ugyanigy ellenérizhetd, hogy

gl x gl =,ePg,, . (1.27b)
Legyen

’ Ekm = Yo Cktm és gPdm = 2 ePd™ ‘ (1.28)

Az eppm és ePT™ mennyiségeket (objektumokat) alsdindexes (kovarians), illetve
fels6indexes (kontravarians) permutdcids tenzornak fogjuk nevezni.

Az elnevezésnek az a magyarazata, hogy epszilon tenzor tn. valodi ten-
zor. Ezt késébb az (5.6) osszefiiggéssel kapcsolatos gondolatmenet igazolja — a
részleteket illetGen lasd a 47. oldalt.
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1.2. Koordinata-rendszerek 11

A permutécios tenzorok segitségével
8i X 8¢ = Ekem & és gl xgl=gPlMg (1.29)

alakban irhatok fel a bazisvektorok vektorilis szorzatai.
Az (1.27a,b) ¢és az (1.28) felhasznalasaval

8k 80 8r] = (8k X 8¢) 8r = Yolker 8™ - 8r = YoC€kim = Ektm (1.30a)
——

é'nzr
a harom alsoindexes (kovarians), és

[8"g’g’] = (g’ xg")-g™" =1e""" g, -g° = el!® =P (1.30Db)
6 s

r

a harom felsSindexes (kontravarians) bazisvektor vegyes szorzata.

1.2.4. Permutéacios szimbolumok szorzatai. Az aldbbiakban meg-
vizsgaljuk, hogy milyen értékeket vehetnek fel az

kqr klr 2 kfm
7

€iim€ €Lim€ €s €Lim€

szorzatok.

Vegyiik észre, hogy az elsS esetben egy index (ez a k), a méasodik esetben
két index (a k és £), a harmadik esetben pedig valamennyi index Gsszegezs
(néma) index.

Mivel a méasodik és harmadik eset az els6bdl szarmaztathato, érdemes az
utébbit vizsgélni elGszor. Ha kifrjuk az

1gr

kqr 2qr 3qr
ereme" " = ergme 1" +eapme ! +espme’?

haromtagu Osszeget és visszaidézziikk a permutécios szimbolum definiciojat,
akkor kapjuk, hogy az Osszeg
— csak akkor kiilonbozik zérustol,
(a) ha
l=q, m=r, {#m,
és ez esetben 1 az értéke (ekkor ui. az also és fels6 indexharmasok
egyszerre vagy paros, vagy paratlan permutaciok — a jobboldalon
pedig csak egy tag kiilonbozik zérustol),
(b) vagy pedig, ha
b=r, m=q, L#m,
és ez esetben —1 az értéke (ekkor ui. az also és felss indexhérmas
kiilonb6z8 permutéicié — ha az egyik paros a masik paratlan és
viszont — és ismét csak egy nem zérus tag van a jobb oldalon),
— egyébként pedig mindig zérus értéki.
Nem nehéz ellendrizni, kihasznalva a Kronecker-szimbolum (1.22) alatti
értelmezését, hogy a
8,96,," —06,"6,,1
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12 1. Alapfogalmak

kifejezés ugyanezen értékeket veszi fel. Kovetkezésképp, tekintettel az (1.28) és
az (1.24) képletekre is

Ertme™” = eppme™ T =60 = 6,95, —6,76,,1 (1.31)

az els6 szorzat értéke. A 6] negyedrendd Kronecker-deltat maga a képlet
értelmezi.

Az utobbi képlet alapjan kapjuk meg a mésodik szorzat értékét:

heme"" = ereme™ =64, = 6,56, 6,76, =26,
~—~ N——

3 6,7

m

Innen

Eumaker = ekgmekh =20_". (1.32&)

m

Ami a harmadik szorzatot illeti, az utobbi képlettel az

Ebme™ ™ = eppmerT =25, ™ =6 (1.32b)

m

eredmény adodik.
A maésodik szorzat egy alkalmazéasaként fejezziik ki a g'-et az (1.29);

egyenletbsl. Ha atszorzunk e*¢"-rel, akkor
g x 8o = Epime™" g™
——
25,7
az eredmény, azaz
1
g = 3 el g x g . (1.33a)
Ugyanigy adodik, hogy
1
8k = 5 Ehem g'xgm. (1.33b)

1.2.5. Gorbevonala koordinata-rendszerek. Az (y) kartéziuszi KR-
ben a P pontnak

r=y"in,

a helyvektora. Legyen (x',22 2%) harom nem feltétleniil azonos dimenzioju
valos valtozo, amelyek mindegyike a valos szamok egy-egy részhalmazan (vagy
pedig a valos szamok teljes halmazéan) fut végig. Tételezziik fel, hogy létezik

az
y" :ym(xl,xz,x?’) (1.34)

fliggvényharmas, amely differencialhatéd és kolcsonosen egyértelmt, ha az y™
a tér egy B tartomanyéanak valamely pontja. Mivel a differencialhatosag miatt
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1.2. Koordinata-rendszerek 13
a P pont elemi kornyezetében fennallnak a

ay' oyt dy'

—d 2 dz?+ L d2? = dyt

01 T T 9z T T g T =W

dy* dy* dy*

dz? dz? + == dz? = dy? 1.35

901 T T W g =W (1.35)

oy’ oy Iy’ 5 3

—d —Zdz?+ L de?=dy

01 T 92 T o

egyenletek, az (1.34) kapcsolat csak akkor fordithat6 meg az elemi kornye-
zetben (csak akkor kolcsondsen egyértelmd a P pont elemi kérnyezetében),
ha a dz®-t tekintve ismeretlennek van megoldasa az (1.35) linearis algebrai
egyenletrendszernek. A megoldhatosagnak az a feltétele, hogy

Ayt Ayt Ayt

Ox! Ox2 Ox3

_ | 9y dy? dy?
Jya=| 25 2 2w |0, (1.36)

6y3 6y3 6y3

ozt Ox2 ox3

azaz zérustol kiilonboz6 kell legyen a J,, , Jacobi-féle fliggvénydeterminans. Ha
a B tartoméany minden pontjaban teljesiil az (1.36) feltétel, akkor a kapcsolat
megfordithato a teljes B tartoményban, azaz létezik az

o™ ="y y% ) (1.37)
inverz fiiggvényharmas.

A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy kolcsondsen egyértelmi (azaz
megfordithat6) az (1.34) fiiggvénykapcsolat. Ez esetben nyilvanvaloan zérustol

kiilonbozik a

dx! dx! !

oyl oy? oy3

— 9z? x> x>
Ty =] 57 57 g |70 (1.38)

oz x> oz

oyl 0y? oyl

Jacobi-féle fiiggvénydeterminéns is.

Az (1.37) egyenlettel adott ™ harmast a P pont gorbevonali (kontrava-
rians) koordindtdinak nevezziik.

A késobbiek kedvéért megallapodunk abban, hogy valamilyen kontravari-
ans, mondjuk az x* koordinata szerinti parcialis derivalas esetén a nevezében
allo k fels6 index a teljes derivaltat tekintve als6 indexnek mindsiil, és igy
megjelenhet Gsszegezd, illetve szabad indexként is. Ezzel a megallapodassal a

oy™ . .
e dz
modon t6mor alakban frhato fel az (1.35) egyenletrendszer. Megjegyezziik,
hogy ezt a megallapodast, anélkiil, hogy kimondtuk volna, mar koradbban is
alkalmaztuk az (1.19) egyenlet esetén, ahol az i valojaban als6 pozicioban allo
szabad indexként szerepel mindkét oldalon.

dy™ = (1.39)

© Kozak Imr
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14 1. Alapfogalmak

1.4. abra. Gorbevonali KR

Tekintettel az (1.34) fiiggvénykapcsolatra, a P pont
r=r(z! 2% %) =yl (@', 22, 2¥)i + P (2t 2%, 2®)ig + P (ah, 22, 23)iz (1.40)
helyvektora a pont z* gérbevonala koordinatainak fliggvénye. Az

1

r(z!, 22 = allando, 3 = allando) , r(z! = allando, 22, 3 = allando) ,

és
r(z! = allando, 2% = allando, %)
térgdrbéknek rendre z', 2% és x a paramétere. Magukat a térgdrbéket, mivel
csak a gorbe paramétereként szerepld gorbevonali koordinata valtozik a gérbék
mentén, 2t 22, illetve 23 koordinatavonalaknak szokas nevezni.
Az

r(z! = allando, 22, ), r(z!

2

, 2 =allando, 2%), r(z!,2? 2® = allando)

gorbiilt felilletek mentén allandé értéktek az ', z2, illetve 23 goérbevonald

koordinatak. Ez okbol S7, Sy és S3 koordinatafeliilet a neviik. Nyilvanvalo,
hogy az x!, 22, és x> koordinatavonalak az Sy és Sz, az Sy és Sa, illetve az S
és Sy koordinatafeliiletek metszésvonalai.
A koordinatavonalak
or  oy'. oy, Oy®,
17 00 ot 1 0nl 2T gl
or oy, oy? oy?

= — = — i — i 1'41
B2 =52 ~ 02 1Tz 2T g2 1 (L41)
or oy, oyr. Oy,
g3 = 93 08 1; + 923 1o+ 923 13
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1.2. Gyakorlatok 15

érintSinek zérustol kiilonbozs a
oyl oyl oy

oxl Ox2 Ox3
_ | 8y 9y 9y _
Yo = ozl Ox2 ox3 - Jy,m

oy 9yd Oy

Ozt ox2  dx3
vegyesszorzata, ha kolcsonosen egyértelmii az (1.34) fiiggvénykapcesolat. Mivel
ez feltevésiink, kovetkezik, hogy v, # 0, és az is kévetkezik, hogy kovarians
bazist alkotnak a P pontban a koordinata-vonalak

Or

- Oxt
érint6 vektorai. Ez a bézis a pontrél pontra valtozd tn. lokalis bazis, amely
altalaban ferdeszogt, de bizonyos esetekben (pl. henger KR, avagy gémbi KR)
ortogonalis (utobbi esetben bézisvektorok kolesonosen merdlegesek egymaésra).
Ha a bazist alkot6 g; vektorok kolcsonésen merélegesek egymasra, ortogonalis
gorbevonali koordinata-rendszerrsl beszéliink. A (reciprok bazisvektorokat)
[kontravarians béazist] most is (g* jelsli) [a g* reciprok bazisvektorok alkotjak],
és valtozatlanul érvényesek a bazisvektorok vektorialis szorzatainak, valamint
a kovarians és kontravaridns bézisvektorok szamitasanak az 1.2.1. és 1.2.2.
szakaszokban megismert képletei. Nyilvanval6, hogy ortogonalis gérbevonali
koordinata-rendszerekben a reciprok bézis is ortogonalis bazis.

Magatol értet6dik, hogy a P pont fizikai allapotat leiré valamennyi tenzor
megadhat6 ebben a bézisban.

Az a vektor példaul az

g (1.42)

a=a'gi+a’g+a’gs = a1g' +as8” +asg’ (1.43)
vagy tomoren az
a=a’g, = akgk
alakban irhato fel, ahol altalaban
at#ay, a+#asy, a+#as . (1.44)
A fenti képletekben 4all6 aP és ay rendre az a vektor kontravarians, illetve
kontravarians koordinatait jeloli. A vektort tekintve

1 2 3 . 1 2 3
ag, ag, ags €s a1g , a8, asg
az a koordinata irdnyu Osszetevéi a kovarians illetve kontravaridns bazisban.
Gyakorlatok

1. Vizsgalja meg, vajon linearisan fiiggetlenek-e egymastél az azonos
ponthoz kotottnek tekintett (kozos alkalmazési ponta) ap, as és as

vektorok:
a; = 2i; +iy+3i3, a; = 2iy +ip +3i3,
ag = bi; +10iy + 2i3, ap = 6iy + 7iz + 5is
ap = 61y +3iy +9i3, ap = 9i; + 10i, + 8ig .
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16 1. Alapfogalmak

2. Igazolja, hogy bazist alkotnak a
g1 =i +ix+iz, go=i1+i2+2i3 & g3=1i+2i3+3i3
vektorok. Irja fel az a = 6i; + 9i, + 14i5 vektort ebben a béazisban.
3. Tegyiik fel, hogy linearisan fiiggetlenek az azonos ponthoz kotéttnek

tekintett a;, ag és ag vektorok. Mekkora a A allandé értéke, ha lineé-
risan Osszefliggéek a by és by vektorok?

b1 = )\al +4a2+2a3 ,bQ =a —|—)\a2 —as .
4. Igazolja, hogy az (1.20) képletekkel értelmezett reciprok bazisvektorok
is a hdromméretd tér egy bazisat alkotjak.
5. Igazolja, hogy a
A181+A2g2+ Aags =0

egyenletnek csak trivialis megoldasa van a A1, Ag és A3 skalarokra, ha
Jyz 7#0.
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2. FEJEZET

Az indexes jelolési moéd alapjai

2.1. Miiveletek indexes mennyiségekkel

2.1.1. Objektumok, sokasagok. A jelen szakaszban bevezetésre keriils
jeloléseknek, jelolésbeli megallapodasoknak, 6sszhangban az eddigiekkel, az a
6 célja, hogy egyszertibbé tegyék a vektorialis, illetve a tenzorialis egyenletek
irasat.

Az [ag]{a?} szamharmast (valtozoharmast) [alsoindexes|{felsGindexes} vagy
egyindexes harmasnak, rendezett sokasdgnak (objektumnak) nevezziik.

Kézi szamitashoz az als6indexes sokasagok sorvektorként, illetve oszlop-
vektorként matrixba rendezhetsk az

ag = [ ay ag as },

vagy pedig az

ay
ag = as
as
modon.
A fels6indexes aP sokasag ugyanilyen moédon foglalhato sor- vagy oszlop-
maétrixba.

Az egyes egyindexes sokasagok egymastol valdo megkiilonboztetését a so-
kasagokat azonosito bettik eltérése teszi lehetéveé.

Megéllapodunk abban a tovabbiak sordn — anélkiil, hogy erre a megalla-
podasra kiilon is felhivnank a figyelmet —, hogy az

ak és a?

egyindexes sokasag ugyanazon vektor kovarians és kontravarians koordinatait
jelenti valamilyen lokalis ferdesz6gi bazisban.

Ami a szohasznalatot illeti, az egyszertségre térekedve azt fogjuk mondani,
hogy az ay vagy az aP vektor.

Ha oszlopmétrixba rendezett vektorokat hasznalunk valamilyen okbdl, pl.
szamitasok végzése soran, akkor azok szedésben az
1

al a
[ak] = | a2 |, illetve az [aP] = | a? (2.1)
as Cl3

modokon jelennek meg.

17
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18 2. Az indexes jel6lési mod alapjai

A bevezetett jeloléssel az a+b = ¢ vektorosszeg vagy az
ar+bi = cp vagy pedig az ab vk =cF

alakban irhato fel.
Tovabbi fontos kérdésre vilagitanak ra az alabbiak.
Tekintsiink két, az (1) és (2) jeld, ferdeszogti KR-t. Legyen
ar, valamint ak
1) (2
az (1) és (2) jeld ferdeszogli KR-ben vett szamhéarmas (valtozoharmas). A
két harmas akkor adja ugyanazon vektor kovarians koordinatait a vonatkozo
KR-ekben, ha fennall az
k k
arg = ar8
1) (1) () (2)
egyenldség. A fenti képletbdl, amint részletesen is latni foguk az 5.1.1. szakasz-
ban, az kovetkezik, hogy csak akkor alkotja ugyanazon vektor harom kovarians
koordinatajat az (1) és (2) jeld ferdeszogii KR-ben értelmezett

ar, valamint ak
(1 2
harmas, ha alkalmas transzformacios sszefiiggés teljesiil a tekintett két harmas
kozott.
Az
kpt a‘sz vagy ckm

agbe, arb”, a
mennyiségek kétindezes, illetve mdsodrendd sokasdgok, objektumok. Ezek is
métrixba rendezhetdk, ha megallapodunk abban, hogy balrdl jobbra haladva
az els6 index (fliggetleniil attol, hogy alsé vagy felsd) sort, a masodik index
pedig (ugyancsak fliggetleniil attol, hogy als6 avagy felsd) oszlopot azonosit.

A mondottak alapjan az aib; szorzat vagy a ¢, sokasig a

aiby aibs aibs 011 012 613
arby = asby azbs  azbz | k., = Ay Py Py
as b1 as b2 as b3 631 (332 633

modon rendezhetd, illetve foglalhaté matrixba.
Visszaidézve és részben kihasznalva az (1.22) és (1.23) képleteket, a két-
indexes objektumok tipikus példaiként adédnak a kovaridns és kontravarians

béazisvektorok
0, =gr-g" és M. =g" gk (2.2a)
szorzatai. Kozos méatrixuk
1 0 O
[0,]1=[0"]=1]0 1 0 (2.2b)
0 0 1

alaki. Ezt ugyanolyan médon szedtiik mint az ay, illetve aP vektorok oszlop-
matrixait.
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2.1. Miiveletek indexes mennyiségekkel 19

A kovarians bézisvektor kovarians bazisvektorral vett, illetve a kontrava-
rians bazisvektor kontravarians bazisvektorral vett skalarszorzata a ggy és gP?
kétindexes objektumokat értelmezi:

g1 gi12 913

ke = 8k 8¢, grel = | 921 922 923 |, (2.3a)
g31 932 gs33

ro11 12 13

gt g g
gt =gP-g?, "= 1| ¢*' ¢* ¢ |, (2.3b)
931 932 933

Vegyiik észre, hogy a (2.3) képletek a gis és gP? kétindexes sokasagok méatrixait
is tartalmazzak.
Megjegyezziik, hogy:

1. Fennallnak a skalarszorzat kommutativitasa miatt a

gkt = Gtk » grt=g? (2.4)
relaciok. Ezek azt fejezik ki, hogy szimmetrikusak a gie és gP? kétin-
dexes sokasagok matrixai.

2. Bar vektorok skalarszorzataiként értelmeztiik a 6,™, 0™, gre és gP?
kétindexes sokasagokat, latni fogjuk késébb, hogy ezek a mennyiségek
az egységtenzor (méas néven metrikus tenzor) kiilonboz6 alakjai.

Hdromindexes sokasdgnak tekinthetSk az

r
€ktm » el?

permutéciés szimbolumok, valamint a bel6liik képzett

T o T
Ektm = YoChkem , €' =~%eP?

szorzatok, az un. epszilon tenzorok (az utobbi mennyiségeket az (1.28) egyen-
lettel értelmeztiik, tenzor mivoltuk igazolasat a 47. oldalon leljik fel).

Visszaidézve az 1.2.2. szakasz megallapodésait a latin (és gorog) indexek
értékeérdl, az Osszegezési konvenciérol és ezzel Gsszefiiggésben a néma és a sza-
bad index fogalméaroél, valamint kihasznéalva a sokasdgokrol mondottakat is,
a

cty oy oy at bt
A Ay Ay a2 | =1
3 .3 .3 3 3
¢y 4 a b

egyenlet, ez formailag linearis egyenletrendszer a c*, egyiitthatokkal, az a™
ismeretlennel és a b* zavarotaggal, a

ck am=1u" (2.5)

tomor alakban irhato fel, ahol a pirossal szedett, az egyenleteket szamléald index
a szabad index, amely mindkét oldalon ugyanabban az indexpoziciéban kell,
hogy alljon. Ha ezt a szabalyt nem tartjuk, be sériil az indexegyensuly elve,
amely azt mondja ki, hogy egy indexes jellésmoédban irt egyenlet minden tag-
jaban azonos, azaz vagy felsd, vagy also indexpozicioban kell, hogy legyen(ek) a
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20 2. Az indexes jel6lési mod alapjai

(az azonos) szabad index(ek). A tobbesszam hasznélata az utoébbi mondatban
arra utal, hogy egynél tobb szabad index is lehetséges.

2.1.2. Vektorok koordinatai, indexemelés és -siillyesztés. Kiindul-
va az

a=a"g, = a,g’ (2.6)

egyenletbdl, majd kihasznalva az (1.12) képletet, a Kronecker-delta indexat-
nevez$ operator voltat, valamint a (2.3a,b) Osszefiiggéseket, azt kapjuk, hogy

a-g"=a'g,-g"=ad"6" =a", (2.7a)
a-gy=dap gp ‘8¢ = ap(spg =ay. (27b)

Ha még a fenti két képletet is helyettesitjiik a lenti atalakitasok utolso lépésé-
ben, akkor adodik, hogy

agl=a,g’g" =apg"" = f =a", (2.8a)
(2.7a)
a~gg=akgk~gg=akgkg= ﬂ =ay. (2.8b)
(2.7b)
Osszegezve:
a-gy=ay, a-g"=a", (2.9a)
¥ gre=ay. apg’™ =a™. (2.9b)

Szavakban: az [a; kovarians koordinatal{a™ kontravaridns koordinata} az a
vektor [kovarians gy]{kontravarians g} bazisvektorral valo skaléris szorzata.
A (2.9b); 2 képletek az indexemelés és indexsiillyesztés szabalyai. Segit-
ségiikkel megadhatok az [a, kovarians|{a™ kontravarians} koordinatak az {a”
kontravarians}|a, kovarians| koordinatékkal, feltéve, hogy ismertek a gr, és
gP™ objektumok.
A (2.9a)1 2 képletek szerint a

8k 8¢ =gkt
~—~—
a
szorzat a g vektor [-edik kovarians, a
g’ -g"=g"
~—~—
a

szorzat pedig a gP vektor m-edik kontravarians koordinataja. Kévetkezésképp
a gy, és gP bazisvektorok a

gk =gug | 6 | 8" =9""8m (2.10)
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alakban irhatok fel. Szavakban: az indexemelés- és siillyesztés (2.9b); o alatti
szabalyal a bazisvektorokra is vonatkoznak. A (2.10); 5 Osszefiiggések kovet-

kezménye, hogy
g gF = greg’" g’ 8m = greg”™ 0", = greg™®
§kp 62771

avagy, elhagyva a lépéseket, hogy
5,F = gre g™ .

Kiirva a képletben szereplé objektumok matrixait

100 gi1 G912 g13 911 912 913
01 0 |=]921 922 923 gt g ¢
0 01 931 932 933 gt g ¢

5, ke gtr

(2.11)

az eredmény, ami azt jelenti, hogy a [gre] matrix a [¢??] matrix inverze és vi-
szont. A fenti képlet alapjan azt fogjuk mondani, hogy a by, és a d P sokasagok

egymaés inverzei, ha fennall a

bred® =6,7

(2.12)

egyenlet. Ezzel a szohasznalattal élve a g, sokasag a ¢ sokasag inverze és
viszont. Az inverz fogalmarol masodrendd tenzorok esetén a 6.1.5. alszakaszban

esik majd részletesebben sz6.

2.1.3. Miiveletek vektorok k6zott. Az aldbbiak az indexes jelolésmod

alkalmazéasa mellett tekintik at a vektorokkal valé miveleteket.
Szorzds skaldrral:
Tekintsiik az
a=a'g,=a,g’ és b = b'gy, = byg?
vektorokat. Ha a
c=clgp=cyg’
vektor az a vektor és a A skalar szorzata, akkor
c® = \d,

c=J)a
’ cp = Aay .

vagy

Additiv mdveletek :

Az a és a b vektorok \ és u skalarokkal silyozott ¢ Gsszege (kiilonb-

sége) a
c=)latub, vagy a

modon irhato.

www.interkonyv.hu
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22 2. Az indexes jel6lési mod alapjai

Ismét hangstlyozzuk a (2.5) egyenletet kvets bekezdés lényegét : a szabad
indexek egy egyenlet minden tagjaban azonos (vagy felss), vagy pedig also
indexpozicidban kell, hogy legyenek.

A fenti képletek jol szemléltetik az indexes jelolésmod ama elényét, hogy
nem kell feltiintetni a vektoridlis egyenletek irasa soran a bazisvektorokat.

Skaldris szorzds:
Kihasznalva a (2.3b) sszefliggést, illetve az indexemelés- és siillyesz-
tés (2.9b); o alatti szabalyat, a

c=a-b=ayg” g%, =aybs 8" 8" = a, g"b,
——

ad
=alby =ap g’bg=0a,b” = ap, B’ =algy, b’ (2.13)
—— ~—
bp algqp

alakban kapjuk az a és b vektorok skalarszorzatat.

A (2.13) egyenlet azt is tiikrozi, hogy a képlet attekinthetdsége érdekében
a skalaris szorzasban all6 masodik szorzotényezé esetén felcseréltiik a skalaris
komponens (b,) és a hozza tartozo bazisvektor g sorrendjét annak érdekében,
hogy jol latszodjon, hogy melyik az a két bazisvektor, amelyek kézott végre kell
majd hajtani a skalaris szorzast: ha tehat két vektor skalaris szorzatat szamit-
juk, akkor egy hasonld sorrendcsere mindig segithet tisztédzni azt, hogy melyek
azok a béazisvektorok, amelyek kozott végiil elvégzendd a skalaris szorzas. Az
is kiolvashat6 mint szabaly a fenti képletbdl, hogy néma indexpar esetén az
egyik lesiillyesztése a masik felemelésével kell, hogy téarsuljon és viszont, és ez a
béazisvektor skalaris szorzatabol ered. A néma indexek persze atnevezhetdk:

alby, = a, b = a; b* .
Vektoridlis szorzds:

Az a és a b vektorok c vektorialis szorzata a bazisvektorok vektorialis
szorzatat ado (1.29)1 o képletek felhasznalasaval irhato fel:

axb=al bfg;c X gy = Eklmakbegm =cng" =c,

azZaz
\ Cm = Epema’™b’ \ (2.14a)
illetve
axb=apb,g" xg? =e""apb,g, =g, =c,
azaz

’ " =ePT"apb, . ‘ (2.14b)

Az indexemelés (indexsiillyesztés) (2.9b); o alatti szabalyait kihasznalva
atalakithato a (2.14b) egyenlet:

k1l
Cm = Crng = qurgrmapbq = qurgrmgpkgqf a’b".
—_———
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2.1. Miiveletek indexes mennyiségekkel 23

Maésrészt a (2.14a) képlet szerint:

Cmn = Ektm akvt.
——

EgyenlGség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek egymaéssal a kapcsos zarod-
jellel megjellt részek:

‘ Ektm = qurgpkgqurm . ‘ (2158,)

Ugyanilyen moédon igazolhat6, hogy

‘ ePT = e g™ g g™ . ‘ (2.15Db)

A (2.15a,b) osszefliggések szerint [az alsoindexes] {a felsGindexes} epszilon
tenzor ugy kaphato meg [a felsdindexes| {az alsoindexes} epszilon tenzorbol,
hogy az utobbi valamennyi indexét [lesiillyesztjiik|{felemeljiik}.

Vegyes szorzat:

Az a, b és c vektorok d vegyes szorzata a (2.14b) sszefiiggésbol ko-
vetkez6

d=[abc] = (axb)-c=e""a,b,g, -g°cs
=ePa,b,0,%cs =P apbyc,

képlet alapjan a

‘ d =P a,byc, (2.16a)
alakban irhat6 fel. Hasonléan kapjuk, hogy
‘ d= Sklmakblcm . ‘ (2.16b)

Diddikus szorzat:
Az a, b vektorok diadikus szorzata masodrendd tenzor, amelyet a
C=a®b

mobdon frunk, ahol ® a diddikus szorzéas miiveleti jele. Figyelembe véve
az a és b kiilonboz6 elsallitasait, a C tenzor a

C =apb,g"®g" = cpg 8" 08" (2.17)
~—
Cpq
=apbyg?’ g’ ®gs =c,” g’ ®g;
——
cp*“’
=a,g"b, g, 08" =", g 0!
———
ch
= al)gprbngs 8r R8s = " 8r¥8s
—_——
c'V'S

alakokban irhato fel, ahol altalaban

S S
e, F oy
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24 2. Az indexes jel6lési mod alapjai

A (2.17) képletben allo gP®@g? etc. diddok a bazistenzorok, melyek indexei
balrél jobbra haladva ugyanabban a sorrendben koévetik egymast, mint néma
parjaik a ¢ mellett. Mivel indexes jelolésmodban sem a bézisvektorokat, sem
pedig a bazistenzorokat nem irjuk ki az egyszert irasmod biztositasa kedvé-
ért, az elhagyott bazistenzorokban all6 bazisvektorok sorrendjét a kiirt tagok
szabad indexeinek sorrendje hatarozza meg. Tekintsiik erre példaként az eddig
megismert objektumok segitségével felirt

s
dé’m = *Skm,sd

egyenletet, amelyben pirossal szedtiik a szabad indexeket.

Elsfordulhat, hogy valamilyen okbol eltér egymastol egy indexes jelolés-
modban irt egyenletben az egyes tagok szabad indexeinek sorrendje. Ez esetben
az a megallapodas, hogy a tényleges sorrendet az egyenlet baloldala, vagy pe-
dig a baloldalon &ll6 legels6 tag hatarozza meg. Ezzel a megéllapodassal élve
a fenti egyenlet a

dgr,,,, = 6,,,/st

alakban is megadhato.

Bar az utébbi megéllapodas egyértelmiien meghatarozza a bazistenzort al-
koto bazisvektorok sorrendjét, lehet&ség szerint torekedni kell arra, hogy inde-
xes jelolésmodban irt egyenletek esetén minden tagban azonos legyen a szabad
indexek sorrendje.

Gyakorlatok

1. Vizsgalja meg, hogy melyik kifejezés értelmes indexes jeldlésmodban
a lentiek koziil. Irja ki részletesen az értelmes kifejezéseket.
i, i amed”, i Mamn, iv. Mamm .,
V. apkbP?, vio ap b, vl a”,, ™™, vidde eFay, .
2. Azonos vagy eltérd jelentéstiek-e a
i a,,"d,, il dya,", il appc™™, iv. apsc®™
kifejezések ?
3. Mutassa meg, hogy
ageb*b’ =0,
ha Qe = —Qpk-
4. Igazolja indexes jelolésmodban, hogy
[ax (bxc)]-gr=a.c" bp—a.b" ¢,
és hogy
[(axb)xc]-gr=arc bp—0b.c"ay .
(Vegyiik észre, hogy a fenti Osszefiiggések helyességének igazolasa va-
lojaban az (1.3) alatti kifejtési tétel helyességének igazolasat jelentil!)
5. Mutassa meg indexes jeloléseket alkalmazva, hogy

(axb)-(cxd)=a,c" bpd" —a,d" byt .
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2.1. Gyakorlatok 25

6. Igazolja indexes jel6lésmodban, hogy
(axb)x(cxd)=[cda]b—[cdb]a.
7. Igazolja, szimbolikus, majd ezt kovetGen indexes jel6lésmodban, hogy
kollinearisak az a és ¢ vektorok, ha fennallnak az
ax(bxc)=(axb)xc, a-b#0, c-b#0

Osszefiiggések.
8. Az
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0
egyenlet az un. Jacobi-féle azonossag. Igazolja az azonossig fennélla-
sat.
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3. FEJEZET
A determinans

3.1. A determinans és az adjungalt

3.1.1. Determinans indexes jel6léssel. A determinans a matrixnak
tekintett a?, objektum elemeibdl képezhets, mint az dsszes olyan haromténye-
zGs szorzat Osszege, amelyben a szorzatok minden sorbél és minden oszlopbol
csak egy-egy elemet tartalmaznak, elGjeliiket pedig az donti el, hogy noévekvs
sorszam (oszlopszam) szerint rendezve a szorzotényezdket a sorszamok (osz-
lopszamok) altal alkotott harmasok paros vagy paratlan permutacioi-e az 1, 2
és 3 szamoknak: paros permutacio esetén pozitiv, paratlan permutacio esetén
negativ az elGjel.

A determinanst az

at; a'y aly
|a™,| =det(aP,) =| a*5 a5 a’ (3.1)
ad, a®y, d’y
modokon jeloljiik.
A jol ismert elsé sor szerinti kifejtéssel

| a™, ‘ :all (a22a337a23a32)falg(a21a337a23a31)+a13(a21a32fa23a31) (3.2a)

a determinans értéke. Némi szamoléssal és a permutéciés szimbolum tulajdon-
sagainak felhasznélaséaval ellendérizhetd, hogy az

1. sor 2. sor 3. sor

PNy
|a™, | =eP?" alp a2q agr
olar = a',a%,a3; —a'ja%;a, (3.2b)
2ar talya?a®, —alya?,a’s
oar talya?a®, —alyaya?,

képlet is az els6 sor szerinti kifejtése a determinénsnak, hiszen a p index az
oszlopokat szamlalja.

Ha felcseréljiik a p-t és g-t a permutaciés szimbolumban, akkor elGjelvaltas
kovetkezik be. Ha emellett a p-t g-ra, a ¢g-t pedig p-re nevezziik at, a

2 3

—la™, | = eqpralpa 0 L a3

=ePra? al ad,

r »% q
alakot kapjuk, ami azt tiikrozi, hogy a sorcsere elGjelvaltozast eredményez.

27
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Visszaidézve, hogy e2? = 1, 4tirhato a (3.2b) képlet az alabbi alakba:
e |a™,| = eP?" ap aq ar .

Innen, egymastol kiillonb6zd bettiket téve a téglalapocskakban allo szamok he-
lyére, az

k

T

ezyk| a’mn‘ _ epqrazpa_jqa

(3.3)

eredmény kovetkezik. Szorozzunk most at e;ji-val, és hasznaljuk ki, ijk-t gon-
dolva kfm helyére, az (1.32b) Osszefiiggést :

ijk| ,m T4 ik
eijke?"a™, | = eire??a P00 0",
——
6
Innen
m | _ oopgqr i g Lk
la™, | = 3y Cian " a'pa’ gat, (3.4a)
a determinéns értéke. Ugyanigy igazolhato, hogy
_1 ijk ,pqr o 3.4b
|amn| - 5 € € azpajqakr ) ( . )
ip, jq,k
|a™™| = 37 Ciik epgra’?a’a”™ (3.4c)
és hogy
la ”|—leijke afala,” (3.4d)
m 1= 3 pqr@; @ A - .

Vegyiik észre, hogy a fenti négy képlet azonos szerkezeti, barmelyik jobb oldala
megkaphatd a masikbol, ha alkalmas indexemeléseket, illetve indexsiillyeszté-
seket végziink.

3.1.2. Az adjungalt és az inverz. Feltételezziik a tovabbiakban, hogy
az indexként allé nagybeti rogzitett (nem futd) indexértéket jell. Tekintsiik
az
1j

k s t
e Yersta’; a’y,

szorzatot. Ha ebben az Gsszegben a nem zérus tagokat keressiik csak, akkor fel
kell tételezniink, hogy

I#j#k és R#*s#t.
(Feltételezziik tovabbé, ez ui. nem sérti az altalanossagot, hogy péarosak a szor-
zatok szamitéasa soran az elséként tekintett IJK és RST permutéciok.) A fenti

szorzatot ad6 Osszeg szamitasa soran minden lehetséges esetet a rogzitett 1JK
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3.1. A determinans és az adjungalt 29

és RST indexekkel adunk majd meg. Legyen A’ r az Osszeg fele. Ezzel a jelo-
léssel és az Osszes lehetdség figyelembevételével

I Ijk t
24" p =€V eRStasjak

T T T T
=a®;a g +a g a®;—a%a"  —a" ;0%
_ s T s T
—2(a Ja g—a ga J) (35)
az Osszeg, ahonnan — visszatérve a megszokott kis indexekhez — az
Ai _ 1 ijk s t
r=geftesa’;ah (3.6)

alakban frjuk az A’ -et. Az A’ jelentése az A%, (3.5) alatti részletes kifrasabol
olvashato ki. Eszerint A, az a”;-hez (az r-edik sorhoz és i-edik oszlophoz)
tartozoé elGjeles aldeterminans. Valéban, ha pl. [ =2, R=3, akkor J=3, K =1
és S =1, T = 2; kévetkezsleg

A% =a'za® —a'y %y,
ami az a3,-hdz tartozo elgjeles aldeterminéns.
Az allitas altalanosabb igazolasat adja az alabbi atalakités:

1 1
m n m nuv s nuv m s
a nAp:a nge epqraquavziepqr e"a™, al, a",
—_———
a (3.3) szerint |a*,|emar
_lmqr |k|_|k|5m
= B (& Epgr |A p| = A P>
26m,
ahonnan
ATL
m P _ m
1 = (3.7)
14
Ugyanilyen médon mutathaté meg, hogy
Air _ 1 ijk rst
=3 e’ e ag;ay,
2 (3.8)
A = . sj .tk
ir — 5 ezykerst a )
és
1 .
ro__ oo rst gk
A= 3 eijke’ ag’ ag” (3.9)
amivel
np
A _ 5 P mn A”P _ 5m
mn m a sj| P
lag;| a7
AP (3.10)
n n __ P
Gy =0,
|as’|
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30 3. A determinans

A (3.6), (3.8) és (3.9) osszefiiggések értelmezik az a”;, a,,;, a* és a,' soka-
sdgok (objektumok) A%, A A, és A" adjungdltjait.
A (3.7) és (3.10) képletekben allo
A™ AnP A AP

P np . n
. valamint -
|a,|” la lasi|’ las’ |

5j| ’
tortek pedig, tekintettel a (2.12) képletre és képlet kapcsan mondottakra, az

am,, a,., a™ és a,"™ sokasigok (objektumok) inverzeit adjak.

n? mn?

3.2. Alkalmazasok

3.2.1. Determinansok szorzastétele. Tekintsik a

Cu'U — aus bs’U
szorzatot. A szorzat determinansa a (3.4d) képlet alapjan a (3.3) figyelembe-
vételével szamithato:
d 1 pqr k.,tl.m 1 pqr hy ki€, jp m
ey |:§e Chtm Cp' Cq € = 57 €1 ehem @, by" a,'b;"a,’b;

1 ) . 1 .
_ pgr  h i, ] k1l m _ hij . z t] z t
_ge a’p aq Qay” €kim bh bi bj —56 Chij |aw ||bs |_|aw Hbs |
ehiila,,?| enijlbgt| 3t

(3.11)

Szavakban: két matrix szorzatanak determinansa a matrixok determinansai-
nak szorzata. Ez az eredmény a determinansok szorzastétele néven ismert. A
tétel egy alkalmazasaként tekintsiik a

greg" =061 (3.12)
szorzatot. Legyen
9o = |gke és 9° =19, (3.13)

ahol g, és ¢g° a kovarians, illetve kontravarians metrikus tenzor (egység tenzor)
determinansa — el6re utalunk itt a 4.1.2. szakaszra. A (3.12) bal oldalanak g,g°
a determinéansa, a jobb oldalnak pedig

1
|5kq| =0
0

O = O
= o O
I
—_

Kovetkezésképp

510
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3.2.2. A bazisvektorok vegyes szorzata. Mivel a (2.10); alapjan

g1=91,8",  82=028",  83=38,
az (1.30a,b) és az (1.24) képletek felhasznalasaval irhato, hogy

1
Yo = [818283] = g1p 924 935 [8788°] = g1p g2q 935 — €'V,
N—_—— Yo
EPQ"‘:’YOSPQT

azaz hogy
(’70)2 =P’ 91p 92q 93s = Yo »
—_———
g

vagyis

(70)* = go - (3.15a)
Ugyanigy mutathaté meg, hogy

(V) =g (3.15b)

3.2.3. A permutacios szimbolum mint determinans. Az alabbiak-
ban megmutatjuk, hogy

5L 82 63
CLim = 641 (552 663 . (316&)
S, 8,2 6,0

A determinanst kifejtve az els oszlop szerint a

5k1 (5125m3 - 67712513) +6£1 (5m2(5k3 - 5k257713) +6m1 ((Slczdl3 - 5126163)

eredményt kapjuk. A fenti kifejezés értéke

0, ha kfm nem permutécié (ekkor ui. van legalabb két azonos index a
kfm indexek kozott, kovetkezésképp a determinédns legalabb két sora
azonos);

1, ha kfm paros permutacio (ekkor ui. (a) kém, ¢mk, vagy mkl meg-
egyezik az 123-mal és igy a pirossal szedett szorzatokat magaba fogla-
16 tagok egyike 1, a mésik ketts pedig zérus, mivel az utobbi esetben
kiilonboznek a 6-k also és felss indexei; (b) a kékkel szedett szorzato-
kat tartalmazo tagok mindegyike zérus, mert itt is kiillonboznek a d-k
indexei) ;

-1, ha kém paratlan permutaci6 (ekkor ui. (a) km#t, ¢km, vagy mlk meg-
egyezik az 123-mal és igy a kékkel szedett szorzatokat magaba foglald
tagok egyike —1, a mésik ketté pedig zérus, mivel az utobbi esetben
kiilonboznek a d-k indexei; (b) a pirossal szedett szorzatokat tartal-
maz6 tagok mindegyike zérus, mert itt is kiillonboznek a §-k indexei).

Ezt kellett bizonyitani.
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32 3. A determinans

Hasonl6 gondolatmenettel adodik, hogy

5P 57 &
P =| 5,7 6,0 6, |. (3.16b)
631? 53(1 53r

A (3.16a,b) képletek kovetkezménye, hogy

erem €71 = o P

6k ! 6k2 6k3 51;0 61q 61T
— 561 522 5£3 5217 5261 52r
m ! 5m2 6m3 63p 5311 53T
6. 8.0 6.7
=67 67 o7 |. (3.17)
5mp 6mq 6mr

Az allitas belatasahoz a determinansok szorzéstételét kell visszafelé alkalmazni,
és figyelembe kell venni, hogyha igaz az allitas, akkor a

5k1 5k2 5k3 6117 5111 617‘ 5k17 6kq 5kr
(521 6Z2 5@3 6217 52q 52r — 5/) 5[11 527"
6,0 6,2 6,3 6P 8,7 0y 5,0 68,9 6,."

szorzat példaként vett és kékkel szedett eleme az elsé méatrix masodik soranak
és a mésodik matrix els§ oszlopanak kell legyen a szorzata. Valoban, kihasz-
nalva, hogy egy 0Osszeg tomoren is irhatd az Osszegezd index felhasznalasaval
és atnevez6 operatornak véve az egyik Kronecker-deltat, azt kapjuk, hogy

516,740,205 +6,26,7 = 5,°0.F =4,".
Ugyanilyen modon eljarva a fennmaradé nyolc elem esetén megkapjuk végiil
az allitas teljes igazolasat.

Gyakorlatok
1. Igazolja, hogy
990
= 909"
99pq ’
2. Igazolja az el6z6 feladat alapjan, hogy
0
Ing, =g?9.
9pq
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4. FEJEZET
Tenzorok

4.1. A masodrendi tenzor

4.1.1. A masodrendi tenzor geometriai fogalma. ElsSként vissza-
idézziik kissé eltérd jeloléssel az 1.1.3. szakasz néhany eredményét. Tekintsiik
az egymastol linearisan fiiggetlen kovetkezsleg bazist alkoto vy, vy és vy vek-
torokat. Ez esetben [v; vo v3] # 0, és bazist alkotnak a

‘*/1: Vo XV3 ‘*/2: V3 XVp ‘*,3: V1 XVy
[vivavs]’ [vivavs]’ [vivavs]

reciprok vektorok is. Kovetkezsleg tetszéleges v vektor megadhato a
v=p'vi+p’va+p’vs
alakban, ahol a

p1:v~\*/1, p2:v~\*/2 és p3:v-\*13 (4.1)
skalarok a v vektor v; vektorokra vonatkoztatott koordinatéai.

A maéasodrendi tenzor fogalmanak bevezetéseként megvizsgaljuk a homo-
gén linedris vektor-vektor fiigguények tulajdonsagait. Azt mondjuk, hogy ho-
mogén linearis a

w="f(v) (4.2)
vektor-vektor fliggvény, ha teljesiil az
f(p'vi+p*vo+p’vs) = p'E(vi) +p*E(va) +p°E(v3) (4.3)

fliggvényegyenlet.

Geometriailag a fenti egyenlet olyan fiiggvénynek tekinthets, amely a tet-
sz6leges O, pontbol felmért v vektorok harommeéreti terét leképezi az ugyan-
csak tetszéleges O, pontbdl felmért w vektorok haromméretid terére — a 4.1.
abra az (y) kartéziuszi KR-ben szemlélteti a leképezést. A v vektorokat targy-
vektoroknak, a w vektorokat képvektoroknak nevezziik. R6viden az mondhato,
hogy a w vektor a v vektor képe.

33
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34 4. Tenzorok

4.1. abra. A v vektor leképezése a w vektorra

Nem elfajul6 a leképezés, ha a v vektorok teljes terét a w vektorok teljes
terére képezziik le; elfajuldo (nem megfordithato) a leképezés, ha a v vektorok
terét sikra, egyenesre, avagy pontra képezziik le.

Jelolje rendre

wy =1f(v1), wo = f(vs) és ws = f(v3) (4.4)

a bazist alkoto vq, va és v vektorok képeit. Nyilvanvalo a (4.2), (4.3) és (4.4)
Osszefiiggések alapjan, hogy

w =f(v) = f(p'vi+p*va+p’vs) = p'wi+p*wo+piws . (4.5)
Ez az Osszefiiggés azt jelenti, hogy a leképezést egyértelmiien meghatarozza a
V1, Vg és v3 vektorok wy, wo és ws képe. A (4.1) egyenlet és a diad jobb oldalrol
vektorral torténd skalaris szorzasanak (1.4a) alatti szabalya segitségével tovabb
alakithat6 a fenti képlet:

w=f(V)=w v -v+wy v -v+ws vi.v
- [w1®\*/1+W2®\*/2—|—W3®X*73 v, (4.6)
w
ahol
* * *
W=w,0v + W@V +w3Vv°> (4.7)
a leképezés masodrendd tenzora.
Megjegyzések:

1. A fentiek szerint a tenzor barmilyen bazis és a tekintett bazisban is-
mertnek vett harom képvektora segitségével — ez most a wy és a vk
harmas — megadhatd.

2. Ennek ellenére érdemes a tekintett KR-hez igazodni (gorbevonali KR,
esetén a lokalis bazist hasznalni); a kovetkez6 szakasz ezt kérdést tag-

lalja.

4.1.2. Masodrendii tenzor lokalis bazisban. Mivel a ferdeszogi KR
bézisvektorait és a gorbevonali KR lokalis bazisat kifeszit6 béazisvektorokat
ugyanugy jeloltiik, az alabbiak mindkét esetre vonatkoznak. A késébbiek ked-
véért azonban a gorbevonalu KR-rel kapcsolatos széhasznalatot részesitjiik
elénybe.
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4.1. A masodrendd tenzor 35

Jelolje most a a képvektorokat és d a targyvektorokat. Az el6z6 szakasz
gondolatmenetének lépéseivel, de a gorbevonalit KR lokalis bazisat véve alapul
irhatjuk, hogy

a="f(d) =f(d'g, +d*gy +d3g3) = d'f (g1) + d*f (go) +d>F (g3) ,
~——— —— ~———
a; az as

ahol d’ a d vektor g;-hez tartozé kontravarians koordinataja, az a; pedig a g;
bazisvektor képe. A fenti képlet a d =g.d és ax d¥ =ax g¥ -d=axrgh.d
Osszefiiggések figyelembevételével alakithatd tovabb:

a="f(d) =f(d'g, +d’gy+d°g3) = a, d* +ayd* +az d®
= [a®g' +ar0g’ +a;®g’] -d.

A

Itt
A=a; ®g1 +a2®g2+a3®g3 = ai®gi
a leképezés tenzora. Mivel
a; = apig’ = a*;gs,

az A tenzor az

A=aygtog =d’, g, 2g (4.8a)
alakokban adhaté meg. A diddban 4ll6 masodik g’ bazisvektor i indexének
lestillyesztésével tovabbi két alak kaphatd:

A=apg'g 0wgi=0a"g"g. D80,
—— ——
ak[ asl
vagyis
A=q'grog =a"g 08 (4.8b)

A (4.8) képletekben a bazisvektorok gF @ g!, g, ®@g’, gf®@g) é¢s g, @ gy
diadikus szorzatait bdzistenzornak nevezziik.

Figyeljiikk meg, hogy a diadok ay;, a®;, a,* és a** egyiitthatéinak barmelyi-
ke megkaphat6 barmelyik masikbol az indexemelés- és siillyesztés megismert
szabélyaival.

Indexes jelolésmodban, amikor is nem irjuk ki a bézistenzort, az ag;, a
a,’ és a*® egyiitthatokat mésodrendd tenzornak vagy réviden tenzornak ne-
vezzik.

A fentiekhez k6t6d8 egyszert példaként megmutatjuk, hogy a

s
79

gregtogt, 5. g" g, 5k grogt és 9 er®g

tenzorok mindegyike az I egységtenzor, amely minden vektort énmagara képez
le.

Valoban, ha a fenti felsorolasban szerepl elsé két tenzort megszorozzuk
jobbrol skalarisan az u, g” vektorral, majd kihasznaljuk az indexemelés- és
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siillyesztés szabalyait, illetve a Kronecker-delta indexatnevezd operator voltat,
akkor a

I'u=(gug"®g") (g-u")=grg (g g)u"
= ke gkfgfr u = greu gF =uyg", (4.9a)
valamint a
I-u=(5"g"®g) (gu") =6, g" (g g
=6, g" gopu” =06, up g" = up g (4.9b)

eredményt kapjuk. Ez azt igazolja, hogy a grr g* ®g¢ és a Skz gF®g, tenzorok
az egységtenzorok.

A masik két eset vizsgalatat gyakorlatra hagyjuk.

Indexes jelolésmodban a (4.9a,b) egyenletek az

greu’ =y és 5k€ug =uy (4.10)

alakban irhatok fel. Az els6 a mar jol ismert indexsiillyesztés szabalya, a ma-
sodik a Kronecker-delta segitségével torténd indexatnevezésé. Mivel a (4.10)
Osszefiiggés szerint egyik esetben sem valtozik meg az u vektor, a gis és 6k4
mennyiségek az egységtenzort adjak indexes jeloléssel.

Végezetiil megjegyezziik, hogy a metrikus tenzor elnevezés onnan szarma-
zik, hogy a ds fvelem négyzetének

Or Or
2 _ _ k 0 _ k3.0
ds* =dr-dr = wdx "t dz" = ggedz” dz (4.11)
képlete magaba foglalja a metrikus tenzort. Ez a mennyiség a tér metrikajanak
egy jellemzgje.

4.2. Tenzorok transzformaciodja

4.2.1. A kovarians bazisvektorok transzformaciéja . A 4.2. abra
bal oldala — az (a) jeld &dbrarészlet — az (y) kartéziuszi, valamint az (z) gorbe-
vonali KR-t (ez piros szinnel van rajzolva) szemlélteti kiilon is feltiintetve a
P ponthoz tartozo lokélis bazisokat. Az abra jobb oldala — (b) jeld abrarészlet
— két gorbevonali KR esetén szemlélteti a lokalis bazisokat. Ezek koziil az elsé
a bal oldali dbrarészleten mar szerepls (x) gorbevonala KR, a méasodik pedig
az (€1,€2,¢€3), vagy tomor jeldléssel az (&) gorbevonali KR.

Valamely skalér, vektor, illetve tenzor megadhaté barmelyik, azaz mind az
(y) kartéziuszi, mind pedig az (x) és az (§) gérbevonala KR-ben. A tovabbiak-
ban azt a kérdést vizsgéljuk, hogy miként szamithatok at ezek a mennyiségek
az egyik KR-bdl a mésikba. Magat az dtszamitast, erre utal kdzvetleniil a jelen
valamint az (x) és () KR-ek kozotti transzformacios szabalyokat egymassal
parhuzamosan tekintjiik at, oly médon, hogy a bal oldali oszlopban az (y) és
(z) KR-ek kozotti Osszefiiggések, a jobb oldali oszlopban pedig az (z) és (§)
KR-ek kozotti osszefiiggések szerepelnek majd.
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x3 g, lokalis lokalis
béazisok ) bazisok

4.2. abra. (a) Egyenes és gorbevonalt KR-ek (b) Két gorbevonala KR

A jeldlések egyértelmiivé tétele kedvéért abban allapodunk meg, hogy a
vektorok, a masod- vagy magasabb rendii tenzorok betiijele minden koordinata-
rendszerben ugyanaz. A kiilonbségtételt a vektort, tenzort azonosité beti elstt
felsé indexként megjelend aposztrof segiti majd az (y) kartéziuszi és (§) gor-
bevonalt KR esetén. Ez a megéllapodéis nem okozhat félreértést, mivel a két
esetet a fentiek szerint parhuzamosan targyaljuk majd.

Nem alkalmazzuk az aposztrof jelet olyan mennyiségekre, amelyeknek kii-
16nb6z6 a bettjele (tehat az (y) KR bazisvektorai esetén, illetve a koordinatak
esetén). Tovabb segiti a megkiilonboztetést a jelen a 4.2.5. alszakaszban, va-
lamint az 5. fejezetben a fenti abraval ésszhangban allo szinek alkalmazasa az
indexek esetén.

Mivel kartéziuszi az (y) KR, az (1.21b) és (1.22)alapjan fennallnak a

i/\‘ = i/\ ) lg/u/ = ,5%’ ) és ,g]‘/ = /67»/ (412&)

Osszefiiggések. Ez egyben azt jelenti, hogy barmely kartéziuszi KR-ben a ggy
és " metrikus tenzorok megegyeznek az also-, illetve felsGindexes Kronecker-
deltaval.

A P pont helyvektora az

r=y (2Di+y’ @iy’ (2His,  r=r(t, 2% 2d), (4.13)
r=y'ity bty i, r=r(¢',€%,¢%
alakban adhat6 meg, ahol kolcsonosen egyértelmiiek az
=2y vy, valamint az xt =t (e €2,6%) (4.14a)
fliggvények, azaz
Jx,yzlgj £0 és Jw,gzlggi £0.  (4.14b)
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A bazisvektorok szamitasaval kapcsolatos (1.42) sszefiiggés alapjan

; or or 0x° g oz® 6 g or or Ox°* o ox®
S oy 0w oy & FT 0eF T s 9Ek B pek
oy oz Oy oy 1913 ox® 0& o€

gs t, s 8s t,®

vagy ami ugyanaz,

. Ox® s 3 Ox* s
1 :gsﬁzt gs es /gkzgswztk gs . (4.15a)

Ha skalarisan megszorozzuk az utobbi egyenletet gt-lel, akkor az

¢ 8xs 8./,CS

. ¢ s 4 4 / ¢ ¢ s 4 4
jeft=" o .0t =¢ gt=t" ot =" o .gt =¢ gt =t"
8 =g, 88 g:'8 | Br-g e 88—t g8 =l
5.t 5.0
illetve a
ozt ozt
. =i, gt =" ='g. g 4.15b

eredményt kapjuk. A (4.15a); o képletek a g, bazisvektorok (y), illetve (§)
KR-be valo transzformaciojanak osszefiiggései. A (4.15b); o képletek a transz-
formécio t,f objektumait értelmezik.

A (4.15a,b); 2 képletekre vezets gondolatmenet ismétlésével kapjuk meg a
go-t i,-mel, illetve ‘g,,-mel kifejezve:

_Or  Or oy . _Or  or o, m
g “out dy 0zt =1n Ty | g = 9zt oem ot 8mTy
—~—— ——
i Te ‘gm e
azaz
6 . . 8 m
8¢ = % Ly =17 1 | 8¢ = % 'Gm =7, 'gm . | (4.16a)
A fenti egyenletbsl az i, illetve a g* bazisvektorokkal térténd skalaris szor-
zassal a
8§ m .
di==—2 i i = Jok =25 gk ok
g 5t ' \ 88 =5 8n 8 =T,
5 /5mk
illetve a
ay . ag m
Ty :W:gz'l \ Tek: Ot :gZ‘/gk (4.16b)

eredményt kapjuk. A (4.16b) képletekkel értelmezett 7, ¥ ugyancsak transzfor-
maciés objektum.
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4.2.2. Osszefiiggés a transzformacioés objektumok kozott. Az ive-
lemvektor szamitasara szolgald

dr=dz g, =dy" i | dr = da‘g, = de" g, (4.17)
képletekben, tekintettel a (4.15a)-ra is,

dy ¢ . ox*® ) &
:wdl’, lzwgs es df :w
Ha behelyettesitjiik az utobbi osszefiiggéseket a (4.17)-be, és elhagyjuk mind-
két oldalon a dz'-et, akkor kapjuk, hogy

ox*®
¢
dy dz”, /gkzwgs-

oy" Ox® ot ox®
— . ¢ == g 4.1
80 Bat By & o 807 Bat ek & (4.18)
EgyenlGség csak akkor lehetséges, ha
oy" Ox* R ) ock ox® <
W ay = (5@ es W afk = 6@ 5 (4193)

vagy a (4.15b)-re, valamint a (4.16b)-re is tekintettel, ha

Ty t S = (5@8 | Tgk tks = 558 . (419b)

Ugyanigy igazolhat6, hogy

tblr, =% | tfr,s =10 (4.19¢)

Tekintettel a determinansok 3.2.1. alszakaszban ismertetett szorzastételére —
konkrétan a (3.11) osszefiiggésre — frhatjuk, hogy
TR =161, vagy |77 65=16,°],
—— N~
t T

ahol a 7 és t rendre a Tek és ¢, determinansa. A fenti Gsszefiiggésbdl azonnal

kovetkezik, hogy
(4.20)

Szavakban: a 7 és t egymas reciprokai.

4.2.3. A kontravarians bazisvektorok transzformacioja. A (4.16b)
képlet szerint
dy ok 08 b k
Tt Tt | 88 =5 =T
Mivel valamely a vektor a, kovarians koordinataja az ay = g¢-a modon sza-
mithato, a fenti képlet

ge-i

azi" vektor | a'gh vektor

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

40 4. Tenzorok

l-edik kovaridns koordinataja. Kovetkezésképp

9y o*
:Wg | /gk:axgge:Tzkge~

i

¢ ¢
=T 8,

(4.21)

Ha most atszorzunk ¢,"-rel, illetve ¢,"-rel és kihasznaljuk a (4.15b) és (4.19a)
Osszefiiggéseket, akkor a

oz" , oz" oy" oz" , . 0x" Oz+ ,
"= e, | g =58,
oy oy" Ox ox* Jzk Ox
s
o, 1

illetve a két oldal felcserélésével pedig a

r al,r. s r_axr/k_ r1_k
eredményt kapjuk.
A (4.16a), (4.22), (4.21) és a (4.15a) Osszefiiggések felhasznalasaval tabla-

zatba foglalhatok a bazisvektorok transzformacidjanak képletei:

32/ . . 8§m / m /,
g = W 1, =Ty 1y, g = W 8m =Ty 8m,
ox" ox"
gr:azj i =+ "1 ) gT:agk lgk :tkr/gk,
Ox® Ox® (4.23)
i :@gs:tsgsa /gk:Wgs:tksgsv
Oy o€’
=5 g ="', B=one =g

1. tablazat. Bazisvektorok transzformacidja

4.2.4. Vektorok transzformacidéja. Az a vektor barmely lokalis KR-
ben megadhato. A vektor
a=ay gr = /aé /gé
elsallitasabol, felhasznalva az 1. tablazat képleteit az

8:1:3 g m

s _ 1 ko1 1k / rm o/ L l
as & —Clsagkg =ar g , | m & = Qm axeg—aéga
illetve az
ox® agE™
r o
ap = g 785"‘ . a;='a,, Bl (4.24)

Osszefiiggések kovetkeznek. Ugyanigy kapjuk az a vektor

l 1 kot
a=a g =a gk
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elsallitasabol, hogy

T I 8 ¢ o 8xr T
a"g-=a air’gez’a‘{’ge, | ’a’“’gk=’a"a£kgr=agr,
azaz, hogy
o 14 ox"
‘ot =a” Bir , | a” ="a" 8;"’ . (4.25)
A (4.24) és (4.25) képletek tablazatba foglalhatok:
8y ’ ’ a§ " / m /
CL@:WCL =Ty Ay agzwamzn A
ox" ox"
arzgz' b =t , aT:azklak:tkTIak’
Py Py (4.26)
‘a :@asztsas, /ak:—agkasztksas,
0 o€t
" = 8;1; a"=7."a", ‘at = air a” =71.ta".

2. tablazat. Vektorok transzformacidja

Az (y) és (x) KR-ek kozotti transzformacio tablazat bal oldali oszlopaban
allo képleteit formalis igazolas nélkiil kozoljik.
Megéllapithato az 1. és 2. tablazatok egybevetése alapjan, hogy

— az ay, 'a; és 'aj, kovaridns koordinatak ugyanugy transzformalodnak,
mint a gy, i és ‘g kovaridns bazisvektorok;

— az a’,'a’ és 'a’ kontravarians koordinatak ugyantugy transzformalod-
nak, mint a g”, i’ és ‘g’ kontravarians bazisvektorok.

4.2.5. Masodrendii tenzorok transzformaci6éja. Az A mésodrendi
tenzor barmely lokalis KR-ben megadhato. Az A tenzor (z) és (§) KR-ben
vett

A=apg’0g!="n,8"®g", A=a" g eg'=""g.wg"

alakjai kozott az 1. tablazat felhasznéalasaval, azaz a bazisvektorok transzfor-
macios képleteinek helyettesitésével teremthetiink kapcsolatot:

OxP Ozt

A=ap, 708" =y ek Dl ghog'=t,"t, ap g"0g' ="ar g" 08", (4.27a)
oEr dat 0k 0_ 1k ¢

A=d’ gy®gi=a’y o> el BHOB =T taf grg ="a", gr®g" . (4.27b)

Hasonl6 gondolatmenettel taldlhatdo meg a fennmaradd hat transzformaécios
formula. A transzformacio Osszes képletét, beleértve azt a hatot is, amelyet
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fentebb formalisan nem igazoltunk, a 3. tablazatban foglaltuk 6ssze:

S S S VR 2%
Upg =5 Fog WE=Tp" T Gt akzzw BT Apg =1}, ;" apq s
k gel
Pl = a‘rp axq / k‘,Z:t pt q /ake /ak'[:ai % aPld=r kT ¢ aP?
gk et ke ’ daP dad L (4.28)
4.28
¢ k
oxP 08", Koy Pr gk ok — oEr Oxt aP —7 Kt 4 gp
1T QEF gpr TR T T T g et G e T
. ¢
g 08 axq/af 7k @iy L ’aéziaxpaiaq:t%'eaq
L S N T 7 T R B

3. tablazat. Masodrendd tenzor transzformacioja az (£) és (x) KR-ek kozott

A tablazat bal oldali oszlopa az (§) KR-bdl az () KR-be, a jobb oldali
oszlop pedig az (z) KR-bdl az (§)-be torténd transzformacio képleteit tartal-
mazza.

Megéllapithato az 1., 2. és 3. tablazatok egybevetése alapjan, hogy a kova-
rians, illetve kontravaridns indexek mindig ugyanigy transzformalédnak mind-
két iranyban, fiiggetleniil attol, hogy bazsisvektorokrol, vektorokrol, avagy ma-
sodrendd tenzorok koordinatair6l van szo.

Maga a kovarians jelz6 arra utal, hogy a kovarians (alsdindexes) bazisvek-
torok azonosan transzformalodnak (egyiitt valtoznak).

Bar nem igazoltuk formalisan, és nem is irtuk ki a masodrendi tenzorok
(y) kartéziuszi és az (z) gorbevonali KR-ek kozotti transzformaciojanak sza-
balyait, azok azonnal megkaphatok a 3. tablazatbol, ha a kék indexek helyére
z6ld indexeket és az & helyére y-t gondolunk.

4.2.6. Tenzorok szorzatainak transzformacioja. Tekintsiik az

A=ayg'®g!, B=V, g ®g°
maéasodrendt tenzorokat. A
C=A@B=ayb', g'®g'®g 08’ (4.29)
——

negyedrendii tenzor (tenzorialis szorzat) esetén nem nehéz meggydzGdni arrdl,
felhasznalva az 1. tablazat képleteit, hogy

/ m __ Py q m s T
Ck’l ’I’L_tk‘ tl T, t,n Cpqs (430)

az (z) KR-bdl az (§) KR-be torténd transzformacio képlete.
Az A és B tenzorok

D=A-B=(a,8"®g") (8- ®8V",) = ap 8" (g7 -&,) "V,
= apy b g1 ®6% 8% = a,, b, g7 Rg" = dpg? ®g® (4.31)
N——

dps
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skalaris szorzata masodrendi tenzor, amely koveti a méasodrendd tenzorok
transzforméciojaval kapcsolatos 3. tablazatban részletezett szabalyokat, azaz

‘dpe=t,"t, dps=1,"1,"apg b’ . (4.32)
A kapott eredmény szerint a néma indexek nem transzformdlédnak, de meg-
mutathato, hogy
/dkg:tkptésaquqs:/agq/bq
Az utobbi képlet igazolasat gyakorlatra hagyjuk.
Megjegyzések:
1. A (4.29) képlettel adott C két masodrendd tenzor diadikus szorzata
(tenzorialis szorzata). Mivel a szorzatban megjelend

g'ogi®g ®g”
bézistenzor négy bazisvektor diadikus szorzata, a szorzatot negyedren-
dd tenzornak nevezziik. Ez egyben azt jelenti, hogy két alacsonyabb
rendt tenzor diadikus szorzata magasabb rendi tenzort eredményez.
2. A (4.31) képlet két méasodrendd tenzor skalaris szorzata. Skalaris szor-
z4s, a (4.31) képlet megszabta modon, magasabbrendd tenzorok kozott
is végezhetd.

(4.33)

s -

Gyakorlatok

1. Igazolja, hogy a 5}? gL gt és g* g, ®gy tenzorok minden vektort 6n-
magara képeznek le.

2. Mutassa meg, hogy fennall a (4.33) Osszefliggés, amely azt mondja
ki, hogy két tenzor skalaris szorzatanak transzformaéltja megegyezik a
transzformélt tenzorok skalaris szorzataval.
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5. FEJEZET

A tenzorfogalom altalanositasa

5.1. Tenzorok értelmezése indexes jel6lésmodban

5.1.1. Valodi tenzorok

Valodi skaldr. Akkor nevezziik a () és (z) gorbevonala KR-ekben egymastol
fiiggetleniil értelmezett @(x!, 22, 23) és ®(EL, €2,€3) fiiggvényeket valddi ska-
ldrnak (zérusrendd vagy nulladrendd tenzornak), ha azonos az értékiikk a KR
transzformaci6 soran, azaz

0(¢, 6%, =0 [2'(¢,62,6%), 22(¢1,€2,6), 271, ,67)],  (51a)
avagy
(', 2%, 2%) = b [ (2!, 27, 2%), (2", 27, 2°), (2", 2%, 2°)] . (5.1b)
A valodi skalar a tér egy adott, a skalar értelmezési tartoményaban fekvs
pontjaban KR-t6l fiiggetleniil ugyanaz az érték.

Valodi vektor. Visszaidézve a 4.2.4. szakasz képleteit és a 2. tablazatot, és kiilon
is kiemelve az értelmezés hatterét megvilagito képletek koziil az

I} 1k ] 1k 5
ar g :tkéas g :asg‘S

Osszefiiggést, azt mondjuk, hogy a (&), illetve az (z) goérbevonalt KR-ekben
egymastol fiiggetleniil értelmezett

‘a, ap és ‘ot a”

haromelemi sokasagok (objektumok) kovaridns, illetve kontravaridns vektorok
(elsrendd tenzorok), ha fennéllnak kozottitk a vektorok transzformaciojaval
kapcsolatos és a 2. tablazatban Osszegezett képletek, pl.:

‘ar, =t,° as és ‘ot =a" TTZ

etc.

Valédi mdsodrendid tenzor. Visszaidézve a 4.2.5. szakasz képleteit és a 3. tab-
lazatot, tovabba kiilon is kiemelve az értelmezés hatterét megvilagitoé képletek
koziil az
/a il /glc ®/gl _ tkp th pg /gk ®/gl = ayq gp®gq
Osszefiiggést, azt mondjuk, hogy:
a (&), illetve az (x) gorbevonali KR-ekben egymastol fiiggetleniil értelme-
zett

/ .1kl pq. Ik p . 11 q
A kly Apg; a -, a ;] alaaqa akva’p

45
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kilencelemt sokasagok (objektumok) rendre kovaridns, kontravaridns, kont-
ravaridns kovaridns indexd, illetve kovaridns kontravaridns (vegyes) indexd
mdsodrendd tenzorok, ha fennallnak kozottiik a masodrendi tenzorok transz-
forméaciojaval kapcsolatos és a 3. tdblazatban Gsszefoglalt képletek, pl.:

!k pktéq aP

L4 Py d —
are =1, 1, Qpq vagy a”,= q

ete.

A valodi vektort egyszertien csak vektornak, a valodi masodrendi tenzort
egyszeriien csak tenzornak szokas nevezni, mi is ezt a szdéhasznalatot kovetjiik
majd méasodrendd tenzorok esetén.

Megjegyzések :

1. A vektor mint els6rendii tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a

kérdést, mi a feltétele, hogy az

apv bq (Vagya,ka b’l)

tipusi sokasdgok (harmasok) ugyanazt a vektort adjak.
2. A maésodrendi tenzor értelmezésekor nem vetettiik fel azt a kérdést,
mi a feltétele, hogy a

Qpq, bp

a9 bP,, dPe
tipust sokasagok (kilencelemt objektumok) ugyanazt a masodrendi

tenzort adjak.
A fenti kérdések megvalaszolasat gyakorlatra hagyjuk.

Harmad- és magasabbrendd tenzorok. Altalanositva a valodi vektor és valodi
masodrendd tenzor értelmezését, azt fogjuk mondani, hogy a (&), illetve az (x)
gorbevonalia KR~ekben egymastol fiiggetleniil értelmezett

‘¥, dv

m> qr

huszonhételemi sokasagok (objektumok) ugyanazon egyszer kontravaridans két-
szer kovaridns indexd harmadrendd tenzorok, ha fennall kbzottiik a

‘AFp, =7, 0, d, (5.2)

‘m
transzformécios Osszefliggés.
Tovabbmenve azt fogjuk mondani, hogy valodi n-edrendd tenzorok a (),
illetve az (x) gorbevonalia KR-ben egymastol fiiggetleniil értelmezett

ny index nq index
noke... - sr... . _
b pqrT... es b wow... 3 ni+ng =n
—— —~—
ng index ng index

objektumok, ha fennall kézottik a
/bké.‘. par. =T, k T, 6“' tputqv trwm bsrmuvw... (53)

Osszefiiggés. A fiiggetleniil megadhat6 elemek szama ez esetben 3™, ahol n az
indexek szama — a tenzor rendszama. Megjegyezziik, hogy ez a képlet minden
tenzorra érvényes.
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Maésként és az indexpoziciotol fiiggetlen értelmezés érdekében tekintsiink
két n indexid objektumot a (£), illetve az (x) gorbevonali KR-ben, melyekre
— balrél jobbra szamlalva az indexeket — az azonos sorszamu indexek azonos
(vagy mindkettd felss, vagy mindketts also) indexpozicioban vannak. A két ob-
jektum ugyanaz a valodi n-edrendd tenzor, ha a fels6 indexek (kontravarians
indexek) a kontravarians indexekkel kapcsolatos, az also indexek (kovarians
indexek) pedig a kovarians indexekkel kapcsolatos transzforméacionak megfele-
16en transzformal6dnak.

5.1.2. Tenzorok-e a korabban megismert objektumok? Az alabbi-
akban azt a kérdést valaszoljuk meg, példaként véve a legtipikusabb eseteket,
hogy tenzorok-e az el6z6 szakasz értelmezéseit véve alapul az eddig megismert
5]@0 Grs, 9P, Ekems EPT, epom, €717, Yo, V%, go, g° objektumok.

A tovabbiak a tipikus esetekre vonatkozoan vizsgaljak a felvetett kérdést:

(a) Amint az kittnik az 1. tablazat felhasznéalasaval adodo
5r, ="g" gy =77t g ge=1"1," (5.4)

osszefiiggésbdl, a 6%, indexatnevezs operator (a Kronecker-delta) mé-
sodrendt tenzorként transzformalodik. Ez azt jelenti, hogy ‘07, és 5kl
ugyanaz a tenzor (valodi tenzor).

(b) Az (a) alatti gondolatmenet lépéseivel azt kapjuk, hogy

ox" Ox°
’ 7 ' _ 4 ry s
Gre = gk-ge—@@gr-gs—tk te" Grs s (5.5)

ami az jelenti, hogy ‘grs és g, koveti a masodrendii tenzorokkal kapcso-
latos transzformaci6 szabélyait. Kovetkezésképp mindketts ugyanaz a
tenzor (valodi tenzor).

(¢c) A (b) alatti lépésekkel kapjuk, hogy

, L oxF oz’ ox™
Euvv = [gugvgw] = 85“ (95“ aé.ﬁ [gkgégm]
= tuk tve tw’m Eklm bl (56)

azaz hogy e, v €S €pem kOveti a harmadrendi tenzorokkal kapcso-
latos transzformaci6 szabélyait. Kovetkezésképp mindketts ugyanaz a
harmadrendd tenzor (valodi tenzor).

(d) Trjunk u, v és w helyére 1, 2 és 3-at az (5.6) képletben. Kapjuk, hogy

/ kg £
€123 ="Yo€123 =11 t5 t3" €xtmVo,
~— —

1 |t k‘:t

u

avagy
/’Yo = t’YO s (57&)
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ahol ¢ a [t,*| determinanst jeloli. Az (5.7a) képlet szerint nem valodi
skalar az a (§) és (x) gorbevonalia KR~ekben ugyantugy értelmezett

"o =[81'82'83] . Yo = [818283]

vegyesszorzat.
A kés6bbiek kedvéért az

Yo =t 753 M=1 ‘ (5.7b)

alakba irjuk 4t az (5.7b) képletet.

(e) Alakitsuk 4t oly mddon az (5.6) egyenletet, hogy kapcsolatot talaljunk
a (&) és (z) gorbevonali KR-ekben tekintett permutacios szimbolumok
kozott. Az egyenlet bal oldala az

’ 1]

a jobb oldala pedig az

1
&y :tuktvetwm €klmTYo = ﬂ :/70 7tuktvetwm €kim
(5.72) t

alakban frhato fel. Egyenl6ség csak akkor lehetséges, ha megegyeznek
egyméssal a bekeretezett képletrészek. Kovetkezdleg fennall az

/euvw:tMtuktv[twmekémv M=-1 (58)

egyenlet.
Megjegyzések:

1. Mivel M # 0, a kovarians permutacios szimbolum nem koveti a har-
madrendt tenzorokkal kapcsolatos transzformacio szabélyait. Kovet-
kezGleg a kovarians permutaciés szimb6lum nem valodi tenzor.

2. Az (5.7b) és (5.8) képletekkel adott eredmények a kévetkezs modon
altalanosithatok. Azt mondjuk majd, hogy M stlyu tenzor a (&) és
(z) gorbevonalu KR-ekben értelmezett n-edrendii — visszautalunk itt
jelolések tekintetében az (5.3) képletre és elzményeire —

Ibk[qu éS bST’U.’U'UJ

objektum, ha

k.. _ M

T Lt BT (5.9)

pqr... s

Az M =0 esetben valédi a tenzor. Az M # 0 esetben pszeudo- vagy
altenzorrol beszéliink.
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5.2. Miiveletek tenzorok koézott

5.2.1. Additiv miiveletek és jel6lésbeli megallapodasok. Az alabbi
mitiveletek egy részérél mar esett szo a 2.1.3. alszakaszban — v.6. 21. o. Részbeni
ismétlésiiket a tenzorjelleggel kapcsolatos allitdsok megfogalmazasa indokolja.

Az alabbiakban a tenzor tipusan az indexkiosztés milyenségét értjiik. A
dF,e és dP?, tenzorok harmadrendiek, de kiilonb6zé tipustak, mivel az elsé
egyszer kontravarians, kétszer kovarians, a masodik pedig kétszer kontravari-
ans, egyszer kovarians tenzor.

Egyszert belatni, hogy két ugyanolyan rendi és tipusi valddi tenzor dssze-
gezhetd, és a sulyozott dsszeq is valodi tenzor.

Kovetkezésképp fennéllnak az alabbiak:

Két vektor silyozott dsszege.
Az a;, és by, valodi vektorok

C = )\ak + ,U,bk

sulyozott Osszege (A és p a stlyok) valodi tenzor.

Két mdsodrendid tenzor sulyozott dsszege
Az a,? és b,? valodi masodrendd és azonos tipust tenzorok

cp? = Aap? £ pby?

stlyozott Gsszege (A és u a stlyok) valodi méasodrendd tenzor. (A tipus azo-
nossaga feltétele a szabad indexek egyensulyanak.)

A harmad- és magasabb rendi tenzorok Osszegei hasonldo médon képezhetsk.
Példaként alljon itt az a®,, és bFy, valodi harmadrend( tenzorok c*,. Osszege:

ck&" = Aakf'r iﬂkar .

Felhivjuk ismét a figyelmet arra a (2.5) egyenlet kapcsan megfogalmazott
szabalyra, hogy a szabad indexek az egyenlet jobb-, és bal oldalan minden
tagban azonos indexpozicioban kell, hogy legyenek. Ez a kiovetelmény a fenti
egyenletek esetén lathatoan teljesiil.

Az alabbiak néhany eddig hallgatolagosan alkalmazott és néhany tovabbi
gelolésbeli megdllapoddst 6sszegezésszertien tekintenek at.

A wektort szimbolikus frasmodban 4116 félkovér kis- és nagybett egyarant
jelolheti. Indexes jelolésmodban a vektor koordinatéit ugyanez, de kurzivan és
indexszel szedett kis-, illetve nagybetii bett jeloli. Az index lehet also, vagy
felsG.

Szimbolikus irasmodban délt félkovér kis- és nagybetid egyarant jelolheti
a mdsodrendtd tenzort. Indexes jelolésmddban a masodrendi tenzor koordina-
tait kurzivan és indexekkel kiegészitve szedett kis-, illetve nagybetii jeloli. Az
indexek lehetnek alsok is, fels6k is.
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Szimbolikus irdsmod esetén félkovér kaligrafikus nagybet jeloli a harmad-
rendd tenzorokat, avagy triadokat. Ezzel a megallapodassal dsszhangban

E=cumgiogiwgm =c""g, 08,08, (5.10)

béazistenzor béazistenzor

az epszilon tenzor.

Negyedrendi tenzorok, avagy a tetradok szimbolikus szedése esetén, amint
azt mar lattuk a (4.29) egyenlet kapcsan korabban, a kettsen irt nagybeti a
szimbolikus jel6lés. Ezzel 6sszhangban negyedrendi a

D=dp gt 2g g, 08, (5.11)
—_—
béazistenzor

tenzor.

Indexes jelolésmodban a szimbolikus jel6lésmod kurziv kis- vagy nagybe-
tlje jeloli a harmad-, illetve magasabb rendd tenzorkomponenseket az indexek
kifrasaval.

Megjegyezziik, hogy a béazistenzor kiirasa esetén az indexpozicidk és a csat-
lakoz6 bézisvektorok indexpoziciéi 6sszhangban kell, hogy legyenek.

Az n-edrendi tenzorokat szimbolikus jelolésmodban félkovér délt nagy-
beti jelolheti, oly médon, hogy a tenzort azonosité bettit megel6zi egy felsé
index, amely zarojelparban tartalmazza a tenzor rendszamat. A

(5)B = bjkzm”gj®gk®gz®gm®gn (512)

béazistenzor

tenzor, 6sszhangban a fentebb mondottakkal, egy 6tédrendi tenzor szimboli-
kus alakja. Erdemes azonban megemliteni, hogy a jelen kényvben el6forduld
tenzorok rendszama altaldban nem haladja meg a négyet.

5.2.2. Skalaris és diadikus szorzatok

Két valodi vektor skaldrszorzata
Legyen ay, a® és by, b valodi vektor. Ekkor a vektorok

c:akbk:apbp:akgkpbp:agggch

skalarszorzata valodi skalar. A szorzat szimbolikus irasmodjat illetGen vissza-
utalunk a (2.13) képletre.

Mdsodrendd tenzor és vektor skaldrszorzata

Legyen a d,"™, dgi, d's, d™ valodi méasodrendi tenzor. Legyen tovabba ¢, , ¢*
valodi vektor. Nem nehéz belatni, hogy valodi vektor a D tenzor és a ¢ vektor
jobbrol vett

a=D-c | ap = dkm Cm = dkscs y (513&)

| aZ:desCm:dzsCSa
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illetve balrdl vett
b=c- D | bp=cmd™=c"dg, (5.13b)
| bl =cmd™ =c*d,
skalarszorzata. Nyilvanvalo, hogy altalaban
a#b | ay 7 by, . (5.14)

A teljesség kedveéért a képletek bal oldali oszlopa szemlélteti a szorzatok szim-
bolikus frasmodjat. Ezt a megéllapodast az attekinthetGség kedvéért a tovab-
biakban is alkalmazzuk.

Megjegyzés: Fennall az eldz6ek alapjan irhato

gr-D-gr=grd""gn®gn 8 =d""(8k 8m)(8n ) (5.15a)
= Gkmd """ gne = die (5.15b)

Osszefiiggés. Hasonlé modon lathato be a
gt-D.g,=d",, gr-D-gt=d,' és gh-D.gl'=d" (5.15¢)

Osszefliggések helyessége.
Két mdsodrendid tenzor skaldrszorzata
Tegyiik fel, hogy valodiak az a,®, ans, a %, a*™ és bp™, bey, b, b™ masod-
rendi tenzorok. Ekkor valodi masodrendii tenzor a két tenzor
C=A-C | Ck[:akmbm[:akmbmg,

| HFE— gk pst— gk L (5.16)

skalaris szorzata.
Megjegyzések:

1. A cpr 6s ¢ ¢ alakok szamitasat nem tartalmazza az (5.16) képlet. Az
indexes jeloléesmod szabalya ennek ellenére kiolvashato az (5.16) kép-
letbdl: (a) az elsG szorzotényezd utolso indexe és a mésodik szorzoté-
nyezd elsd indexe kiilonboz6 indexpozicioban kell, hogy legyen; (b) a
két index néma indexpéart kell, hogy alkosson.

2. Nyilvanval6, hogy altalaban

A-C#C-A. (5.17)

Kettds (kétszeres) skaldris szorzat
Az alabbiak a kettds skalaris szorzat értelmezését adjak kell§ altalanossaggal
a negyedrendi C és D tenzorok segitségével szimbolikus irdasmodban:

C--D=(c,", 8" 008 ®g")--(d",, g 0g,0g" ®g")

=Cp" s 8RR (8" 8p)(8° gy) dP,, 8" ®g"
— Cmnrs gm ®gn ® (6Tp58q) dpqvw gv ®gw

=Cm'rs w8 V808" ®EY . (5.18a)
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Indexes jeldlésmodban
n TS _ n s Jjr _ nr s _ nrs
Cm TSd vw = Cm d svw — Cm sdr vw — Cm d

a kettss skaléris szorzat értéke.
Megjegyzések:

1. Szimbolikus irdsmodban a szorzotényezék kozé helyezett két egymast
kovetd pont a kettds skalaris szorzat mtveleti jele.

2. Az értelmezés szerint az els§ szorzotényezs [utolso el6tti] {utolsé} ba-
zisvektorat a masodik szorzotényezs [elsd] {masodik} bazisvektoraval
kell skalarisan Osszeszorozni. A megmarado bazisvektorok egyiittese
valtozatlan sorrendt diadként alkotja a bazistenzort.

3. Az eredmény mint tenzor rendszdma néggyel kisebb, mint a két tenzor
rendszamanak Osszege.

4. Indexes jelolésmodban az els§ szorzotényezs [utolso elstti] {utolso}
indexe néma indexpart kell, hogy alkosson a mésodik szorzétényezd
[els6] {masodik} indexével.

5. Valodi tenzorok kétszeres skaléris szorzata ugyancsak valodi tenzor.

6. Két valodi masodrendd tenzor kettds skalaris szorzata valodi skalart
eredményez. Ezt a szorzatot energia tipust szorzatnak (avagy belss
szorzatnak) is szokéds nevezni.

Két tenzor dltaldnos (diddikus) szorzata
Az A és B masodrendii tenzorokra nézve a

(C:A@B:(akggk@)ge)@(bpqu@gq) | ckepq:akgbpq

. (5.19)
=a* by ereg’ 0l @g!

egyenlet adja az altaldnos vagy diadikus szorzatot.
Megjegyzések:

1. Két tenzor altalanos vagy diadikus szorzata olyan tenzor, melynek
rendszama a két tenzor rendszémanak Gsszege.

2. Indexes jelolésmodban tgy kapjuk meg a szorzatot, hogy egyszertien
egymas mellé irjuk a két tenzort.

3. Keét valodi tenzor altalanos szorzata ugyancsak valédi tenzor.

A kontrakcio
A kontrakcio szimbolikus irasmodban a bazistenzor két kiillonb6z bazisvektora
kozott végzett skalaris szorzéas. Indexes jelolésben (a) indexek egybeejtése, ha

indexek esetén pedig le kell siillyeszteni (ha mindkét index felsd), vagy fel kell
emelni (ha mindkét index also) a tekintett két index egyikét az index egybeejtés
eltt. A D =d*,, g, ®g,®g™ harmadrendii tenzor esetén

d¥ o ge(ge-g™) =d" 0, g =d " ge=a;  d",=a" (5.20a)
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az utolso el6tti és az utolsé bazisvektorok kozotti kontrakeio. Az elss két ba-
zisvektor tekintetében pedig ugyanilyen médon a

d*,, (gr-g)g"=d",, gregm=d" 1, g™ =b; d*,, gre=d"1m=b, (5.20b)

eredményt kapjuk.
Megjegyzések:

1. A kontrakcit kettével cs6kkenti a tenzor rendjét.

2. Valodi tenzor esetén a kontrahalt tenzor is valédi tenzor.

3. A kontrakci6 fogalménak felhasznalasaval azt lehet mondani, hogy a
kett6s skaléris szorzat a két tenzor altaldnos szorzatdban az elsd tenzor
[utolso el6tti] {utolsé} indexe és a masodik tenzor [els6] {masodik}
indexe kozotti kontrakeio:

cm" d vw = Cmrs A0 - (5.21)

Képletek a vektorok és tenzorok koordindtdinak szdmitdsdra

A vektor KR-fiiggetlen mennyiség. Az (1.11b) és (1.15b) képletek alapjan agy
kaphaté meg valamely vektor kovarians és kontravarians koordinataja egy gor-
bevonalti KR-ben, hogy megszorozzuk a kérdéses vektort a vonatkozd kovari-
ans, illetve kontravarians béazisvektorral.

A valédi mésodrendt tenzorok is nyilvanvaloan KR-fliggetlen mennyisé-
gek. Koordinataik barmely gorbevonala KR-ben az (5.15b) és (5.15¢) képle-
tekkel szamithatok.

Legyen D egy mésodrendi tenzor, tovibba p és q két nem zérus vektor.
Erdemes bevezetni a

D (p,q) = (deeg" ®g") : (Pp®q) =die (8" p) (g°- ) (5.22)

jelolést. Eszerint az elss bazisvektor (jelen esetben g¥) a mésodik zarojelpér-
ban all6 els6 vektorral (jelen esetben p-vel), mig a masodik bazisvektor (jelen
esetben gf) a masodik zarojelparban allé méasodik vektorral (jelen esetben q-
val) van skalarisan megszorozva. Vegytk észre, hogy a masodik zarojelparban
all6 vektorok — p és q — szdma megegyezik a D tenzor rendszamaval, és ebben
az értelemben a fenti szorzat egy belss szorzat.

Alkalmazva most mar az (5.22) jeldlésbeli megallapodast, konnyen belat-
hato, visszaidézve az (5.15b) és (5.15¢) képleteket is, a

du=D:(gr®g), d*=D:(g"®g), (5.23)
df=D:(g,2g"), d"=D:(g"wg" '

Osszefiiggések helyessége.
Az (5.22) képlettel bevezetett jelolés értelemszertien vonatkozik a har-
madrendi és negyedrendt, tovabbé az ezeknél magasabb rendi tenzorokra is.
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Ennek alapjan — az r nem zérus vektor — egy harmadrendi tenzort tekintve
frhat6, hogy

D(p,q,r) = (dy/" g" 08" ®gm) : (PRQ®T) (5.24)
=dy™ (g"-p) (8" a) (gm 1), (5.25)
avagy példaul
dy" =D (gr@ge®g™),  d*%, =D (g"0g®8m), (5.26)
etc.

Megjegyzés: A fenti : miiveleti jel, valamint a kettss skalaris szorzas -- mii-
veleti jele nem azonos jelentésti. A két szorzat eredménye specidlis esetben,
masodrendi tenzorok esetén azonban egybeeshet:

A:D=("gr®g) : (dnng™ ®g")
:akedrnn gkgm ngn :akgde:A"D~
—— ——

5,m 5,
5.3. Fizikai koordinatak

5.3.1. Vektorok fizikai koordinatai. Fizikai koordinatédkon vektorok
esetén egységvektorok alkotta bazisra vonatkoz6 koordinatakat értiink. A fo-
galom bevezetését az indokolja, hogy a bazisvektorok, kévetkezdleg a tenzorok
skalarkoordinétai is, altalaban kiillonb6z6 dimenzidjuak, és maguk bazisvekto-
rok tobbnyire nem egységvektorok.

Ki fogjuk hasznalni a tovabbiakban azt a megallapodést, hogy a nagybetiis
index rogzitettnek tekintett. Ezzel 6sszhangban

gk k a metrikus tenzor gi1, g22, g3z skaldrkoordinatainak egyike,

és ugyanigy

LL

g~ a metrikus tenzor gll, 922

, g% skalarkoordinatainak egyike.

Figyelembe véve, hogy az

L
ex = L és ol =8 (5.27)

IKK v/ gLt

vektorok egyarant egységvektorok az a vektor tekintetében, irhatjuk, hogy

a" g, = grra’ ex =a<*> ey, (5.28a)
K—1l ——~—

a<K>

és hogy

w

aﬂgzzz \% gLLaLeL:U/<[> ee7 (528b)
L=1
a<L>

ahol

<K> _ K

és a<cr> =+ g-tay (5.29)

S
|
Q
=
=
Q
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a keresett fizikai koordinatédk. A szogzarojelben allo index (indexek) jelzik,
hogy fizikai koordinata a vonatkoz6 mennyiség.

5.3.2. Masodrendii tenzorok fizikai koordinatai. Az a*, masodren-
dii tenzor esetén abbol indulunk ki, hogy a b? vektor ¢ képét kapjuk meg
akkor is, ha a tenzor és a vektorok fizikai koordinétaival irjuk fel a vonatkozo
leképezést. A vonatkozo

ck :akgbé

egyenlet alapjan, fizikai koordinatékra térve at a ¢ és b? esetén, azt kapjuk,
hogy

3
<K> _ K VIKK 1>
c = a’L——»> ,
=1 grr
a<K><L>

ahonnan a tenzor jobb oldali fizikai koordinatéit értelmezé

a<E>_ o =a¥, IKK (5.30a)
gLr
jeloléssel
c<k> — a<k><€> b<€> . (530b)

Hasonld okoskodéssal kapjuk a tenzor bal oldali fizikai koordinatait, ha a
d?=0b"a,9

leképezést alakitjuk &t a d? és bP vektorok fizikai koordinatainak helyettesité-

sével:
3
d<@> — Z p<P> g p@ vieQ
P=1 gpp
~—_———
(1<P><Q>
Itt
aeps 9> =ap? 990 (5.31a)
gpp

a tenzor bal oldali fizikai koordinatait adja, amivel
d<97 =b<P7 acpys 7. (5.31b)

Az ayp és aP? alakokhoz tartozo bal és jobb oldali fizikai koordinatdk megha-
tarozasat gyakorlatra hagyjuk.
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N otk w

oo

10.

11.
12.

13.

Gyakorlatok

Vizsgalja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a vektor
az
aP és by

sokasag (harmas) az (x) gérbevonali KR-ben.
Vizsgalja meg, milyen feltételek teljesiilése mellett ugyanaz a tenzor
az

pgs by,
sokasag (kilencelemi objektum) az (x) gorbevonala KR-ben.
Mutassa meg, hogy valodi tenzor a gP? metrikus tenzor.
Igazolja, hogy valodi tenzor a kontravarians P9" tenzor.
Mutassa meg, hogy nem valodi skalar a v° = [g! g? g3] vegyesszorzat.
Igazolja, hogy pszeudotenzor a felsGindexes permutaciés szimbolum.
Mutassa meg, hogy nem valodi skalarok a metrikus tenzorok g, =g/,
9° = |gP?| determinansai.

cpq és a dP4

. Igazolja, hogy valodi skalar két valodi vektor skaléris szorzata.
. Mutassa meg, hogy valédi tenzor két ugyanolyan rendii és azonos ti-

pust valédi tenzor sulyozott Gsszege.

Mutassa meg, hogy valodi tenzor két valodi tenzor [skalaris|{tenzorialis}
szorzata.

Igazolja az (5.15¢) képletek helyességét.

Igazolja, hogy az ays tenzorhoz az

KK

A<KL> =QKL
gLL
jobboldali fizikai koordinatak tartoznak. Hatérozza meg a tenzor bal
oldali fizikai koordinétait is.
Vezesse le az aP? tenzor jobb és bal oldali fizikai koordinatait megadd
képleteket.
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6. FEJEZET
Masodrendii tenzorok

6.1. Masodrendii tenzorok egyes kérdései

6.1.1. A tenzor transzponaltja. Legyen A masodrendi tenzor. Legye-
nek tovabba tetszolegesek a v és w vektorok. Azt fogjuk mondani, hogy az AT
tenzor az A tenzor transzponéltja, ha barmely v és w-re fennall a

v-Aw=w-AT.v (6.1)

egyenlet.
Az A masodrendd tenzor

are g"@g", atrgrogt, ar' g ®gr, " g @gr (6.2a)

alakjaihoz tartozé transzponaltakat rendre

(GT)M g ogt, (aT)ke g 0gt, (CLT);CE gt g, (aT)kZ g g (6.2b)
jeldli.
Az alabbiakban kapcsolatot keresiink az A és AT kozott. A transzponaltat
értelmez6 (6.1) egyenletbdl kovetkezd

w-AT . v—v.- A w=0 (6.3)

kiilénbség részletezése soran a (6.2a,b)s alatti alakokat hasznaljuk fel. Ekkor
a kivonandé atalakithat6 a

k ¢ ¢k
v, 8" (ar gr®g’) wigy=vyaPqwl=wPalyv,=w? 6," a* 6,7 v,
—_—— —_— ~—~ N~~~

A gpg* g1.8%

=| wy g’ (a* g’ ®gr) vig,

modon. A kisebbitendd tekintetében pedig a

wpg” ((a)", rog’)-v'my |=w, (a7)7 "

AT

Osszefiiggés all fenn. Mivel a kiilonbség zérus, teljesiilnie kell egyrészrdl a ke-
retezett képletrészek alapjan frhato

w-[AT—ak'ggZQ@gk]v:O, (6.4a)

57
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masrészrél pedig az aldhtuzott képletrészek alapjan irhato
w, (a”) Povt—wla?yvg=0 (6.4b)

egyenletnek. A (6.4a) egyenlet csak akkor allhat fenn tetszGleges v és w esetén,
ha

AT = 4*, g’ o . (6.5a)

Visszaidézve, hogy az A tenzor (6.2a) alatti elgallitasahoz (vagy ami ugyanez,
az els6 kapcsos zarojellel megjelolt képletrészhez) képest forditott a bazisvek-
torok sorrendje a (6.5a) jobb oldalan (a bazistenzort alkot6 diadban), azt a
szabalyt olvashatjuk ki a (6.5a) képletbdl, hogy a mésodrendi tenzor transz-
ponéltja a bézistenzort alkotd diadban a bazisvektorok szorzasi sorrendjének
felcserélésével kaphatd meg. Tomoren: a transzpondlds mivelete a bdzistenzort
alkots diddok szorzdsi sorrendjének cseréje. Az utobbi mondatban arra utal
a tobbesszam, hogy a fenti eredmény érvényes az A tenzor (6.2a); 34 alatti
alakjaira is:

A" = apg'og’ = ar' gwgt = M giog. (6.5b)

Ennek igazolasa a (6.4a)-ra vezeté gondolatmenet szinte szo szerinti ismétlé-
sével torténhet. Az igazolast gyakorlatra hagyjuk.

Visszatérve a (6.4b) alatti képlethez, a kivonandoban végzett indexemelé-
sek (-siillyesztések) utan kiemelhet6 a w, v? szorzat:

T
wp v? [(a") Py —ag’] =0.
Tetszoleges wy, és v? esetén csak akkor allhat fenn az utobbi egyenlet, ha
(aT)pq =q,l = quakgglp. (6.6a)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy tgy kaphaté meg az indexes jel6lésmodban
(a bazisvektorok elhagyasaval) irt a?, tenzor (a™) P, transzponéltja az eredeti
a?, tenzorbol, hogy pozicioik meghagyésa mellett felcseréljiik az indexek sor-

y4

rendjét. Ez az eredmény a mésik harom, vagyis az age, a,° és a* alakra is

érvényes:
(aT)M =ag , (aT),f =af, , (aT)M =a. (6.6b)
Az igazolast ismét gyakorlatra hagyjuk. Megjegyzések:

1. Mivel méasodrendii tenzor esetén az elsé index sort, a mésodik oszlo-
pot szamlal a tenzor matrixdban, kiolvashaté a (6.6a,b) képletekbol,
hogy a tenzor transzponaltjanak métrixa a tenzor métrixanak transz-
ponaltja.

2. A transzponalas miivelete bazisvektorok sorrendcseréje a bazistenzor-
ban. Kovetkezésképp

(AT)T —A. (6.7)
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Fennall, hogy a tenzor transzponaltjanak determinénsa megegyezik a ten-
zor determinénsaval.
Tekintsiik az A és B masodrendii tenzorok

C=AB | ck,=ak, bvm, (6.8)
szorzatat. A (6.6a) alapjan irhato
(CT) kl _ cZk _ a[m bmk — (bT) km (CLT) 7nZ

képlet szerint, ha

lc-a-B, akkor c’=B".A" | (6.9)

6.1.2. Szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzorok. Felbontasi
tétel. Azt fogjuk mondani, hogy [szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} az A
tenzor, ha barmely v és w-re fennall a

v-Aw=xw-A-v (6.10)
egyenlet, ahol a [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} esetben [pozitiv] {nega-
tiv} a jobb oldal. Mivel barmely v és w-re fennall a tenzor transzponaltjat

értelmezd (6.1) egyenlet, a (6.10) és (6.1) kiilonbségébdl az kivetkezik, hogy a
[szimmetrikus| {ferdeszimmetrikus} A tenzor eleget tesz a

W~(j:A7AT)-v:O (6.11)

feltételnek. Innen a v és w vektorok tetsz6legessége miatt az kovetkezik, hogy
akkor szimmetrikus az A tenzor, ha megegyezik a transzpondltjdval :

(612)

Mivel a szimmetrikus A tenzor megegyezik a transzponaltjaval a (6.6a,b) alap-
jan irhato, hogy

(aT)pq =as" =ad"q, (aT)ke = Qg = Qg , (6.13a)
(a®)if =a'y =a;", (a")* =ar =a*". (6.13b)

Ferdeszimmetrikus tenzor esetén a (6.11) egyenlet tetsz6leges v és w-re
torténd fennéllasabol az kovetkezik, hogy az A tenzor ellentettje a transzpo-

ndltjanak :
A=-A". (6.14)
Koénnyt meggy6z6dni rola, hogy ez esetben a (6.13a,b) képletek helyére az
(aT>pq =a,” =—d’q, (a") e = aex = —are (6.15a)
(@) =a% = —a;", (a")* =a'* = —a** (6.15h)

osszefiiggések lépnek. Azonnal kévetkezik a (6.15a,b) képletekbdl, hogy a fer-
deszimmetrikus A tenzor esetén

ag® =agx =a® =a"* =0. (6.16)
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Altalanositasok és megjegyzések :

1. Azt fogjuk mondani, hogy egy tenzor valamely két indexére nézve
[szimmetrikus]| {ferdeszimmetrikus (antiszimmetrikus)}, ha a tekintett
két index sorrendcseréje esetén (ekozben az indexek megérzik pozici-
ojukat) a tenzor [nem valtozik meg] {eljelet valt}. Ha pl.

37 s ¢
dklm :dkm17 vagy fr6 = ér )

akkor [a D] {az F} tenzor szimmetrikus [a 2. és 3. jeld] {az 1. és 2.
jeli} indexek alkotta indexpéarjara nézve.

2. Az & permutécios tenzor ferdeszimmetrikus barmely indexpérjara néz-
ve. Szokas ezen tulajdonsiaga miatt abszolut ferdeszimmetrikus tenzor-
nak nevezni.

3. Az A tenzor értelmezés szerint

pozitiv definit w-A-w>0,
pozitiv szemidefinit . ) , w-A-w>0,
negativ szemidefinit ha barmely w; [w| > 0 esetén w-A-w<0,
negativ definit w-A-w<0.
Legyen a D valamilyen mésodrendt tenzor. Az
1
D=3 (D+DT) (6.17)

egyenlettel értelmezett masodrendii tenzor szimmetrikus, hiszen Dy, = DZ;.
T

[Vegyiik figyelembe az ellendrzés soran, hogy (DT> = D|]. Ugyanigy kapjuk,

hogy a

1
2

Dy, = (D-D7) (6.18)

egyenlettel értelmezett masodrendd tenzor pedig ferdeszimmetrikus®, mivel
Dasz - _DT

asz*

A (6.17) és (6.18) egyenletek folyoménya az tn. felbontasi tétel:

| D=D,,+D,.. . (6.19)

Eszerint az egyenlet szerint barmilyen mésodrendd tenzor felbonthatd egy
szimmetrikus és ferdeszimmetrikus tenzor Gsszegére. A D tenzor kovarians
alakjara forditva a figyelmet,

% (dem — dime) (6.20)

a tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus része. A fenti képletek jel6lésbeli
megallapodast is kifejeznek: a [szimmetrikus] {ferdeszimmetrikus} részt [kerek]
{szogletes} zarojelben allo indexpar jeldli.

1 )
d(@m) = 5 (d2m+d7nf) €s d[Em] =

1Az angol nyelvi szakirodalom a Dgym és Dgkew moédon jeldli a tenzor szimmetrikus
és ferdeszimmetrikus részét.
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Megjegyzések:

1. A (6.20) egyenlet kovetkezménye, hogy szimmetrikus tenzor kovarians
alakjanak maétrixa is szimmetrikus. Ugyanigy ellenérizhets, hogy a
szimmetrikus tenzor kontravarians alakjanak matrixa is szimmetrikus.

2. Szimmetrikus tenzor kovaridns kontravarians, illetve kontravaridns ko-
varians alakjanak altalaban nem szimmetrikus a matrixa. Kivételként
emlithet6k az egységtenzor 6,7 és §7) alakjai, melyeknek szimmetri-
kus és azonos a matrixuk. Emiatt ezek frasanal, amint erre mar a
Kronecker-delta értelmezése kapcsan ramutattunk, k6zombdos az in-
dexsorrend.

6.1.3. A vektorinvarians. A (6.20) egyenlet mas, a vektorinvarians
értelmezését megkonnyits alakra hozhato az (1.31) képlet értelemszertd figye-
lembevételével:

1 1 1
d[em}zi (5€q5mr_ 8,76,,%) qu:§ €1 epms dgr=—Epms (_2 cars dq7>> . (6.21)

A kerek zarojelbe foglalt képletrész alapjan irhato

1 1
d@ — -3 dyrg?xg" = - 7% dy, g, (6.22)

—_————
d(a) s

osszefiiggés a D tenzor d(®) = d(®) g, vektorinvariansat értelmezi.

A képletbdl kiolvashato a vektorinvarians szamitasanak szabalya: irjuk a
diddikus szorzas miiveleti jele helyére a vektorialis szorzis miiveleti jelét a
tenzor elgallitasaban, és szorozzuk meg az eredményt —1/2-vel.

Az invarians sz6 arra utal, hogy valodi vektor a d(®)* vektorinvarians, ha
a dgr valodi tenzor. Ennek formalis igazolasat gyakorlatra hagyjuk.

A (6.21) és (6.22) egyenletek egybevetése szerint

Ajpm) = —Etms A\ * . (6.23)
Ha atszorozzuk ezt az egyenletet a tetszdéleges b™ vektorral, akkor a
i)™ = —Etms AT = g5 VD™ (6.24a)
illetve szimbolikus alakban irva a

D,.,-b=d% xb (6.24b)

eredményt kapjuk.

A vektorinvarianssal kapcsolatos eddigi eredmények a kovetkezd modon
OsszegezhetSk:

Legyen az S nem azonosan zérus ferdeszimmetrikus tenzor. Ekkor létezik
egy és csakis egy olyan s(*) vektor, hogy az

S.v=s®xy (6.25)
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egyenlet minden lehetséges v-re fennall, és megforditva, valamely s(®) vektor-
hoz tartozik egy és csakis egy ferdeszimmetrikus méasodrendt S tenzor, amelyre
nézve a (6.25) barmilyen v-re teljesiil. Ha az S tenzor adott, akkor

1 o
SO0 = — = P 5y, (6.26a)

ha pedig az s(¥" adott, akkor

0 _s@3 a2

[$pq] = VG0 | @3 0 —s@rt|. (6.26b)
_s@2 e 0

Megjegyezziik, hogy a (6.26b) a (6.23) kovetkezménye. Ennek formalis ellen-
Orzését gyakorlatra hagyjuk.

6.1.4. Jellegzetes mennyiségek. A D masodrendii tenzor nyomat, més
elnevezéssel els6 skalarinvariansat, a

|tD=D;=1-D | (6.27)

kifejezés értelmezi. Nem nehéz ellendrizni, hogy
trD = (g, ®8") - (dpeg’ ©89) = (g8r-8") (8" - 8")dpq

=0, g*dy, =0,7d," = diF (6.28)

az els6 skalarinvarians szamitasanak képlete. Az értelmezés alapjan konnyd
meggydzédni arrol is, hogy

trD=tr D7, (6.29a)

tovabbéa, hogy barmely D és S masodrendi tenzor esetén
tr (D+8S)=trD+trS, (6.29b)
tr (D-S)=tr (S-D) , (6.29¢)

tr (D-8") =tr (§-D) =5--D
=tr (DT~S) = tr (ST~D) = sT..D7. (6.29d)
Tekintsiik tovabbra is a D és S mésodrendi tenzorokat. Legyen most a
D szimmetrikus, az S pedig ferdeszimmetrikus. Ekkor
D--S=dys"*=0. (6.30)

Valéban, ha kifrjuk a jobb oldali 6sszeget, és kihasznaljuk dyy szimmetrikus és
sF ferdeszimmetrikus voltat, akkor kapjuk, hogy

D.-.S= Cl11 811 +d22 822 +d33 833
0 0 0
+dio st? + doq 52! +do3 823+ ds3o $32 +ds31 s31 + di3 s =0.
S~—— S—— S~——

—dqs 812 —das 523 —dzp 31
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Hasonl6an kapjuk, hogy a szimmetrikus D masodrendi és az abszolit ferde-
szimmetrikus £ harmadrendd permutéaciés tenzor esetén

D--£=0 és E--D=0, (6.31a)
vagy ami ugyanaz, hogy
d*eper =0 s epedT =0. (6.31Db)

Altalanositas: valamely tenzor szimmetrikus és egy maésik tenzor ferde-
szimmetrikus indexparja tekintetében végrehajtott kettds skalaris szorzas (ket-
t6s kontrakci6) mindig zérus értékd.

A vektor norméja a vektor abszolut értéke.

Az S masodrendi tenzor normajat az |\S| (vagy az || S ||) modon jeloljik,

és az
IS| =V§-- 8 =/sk s (6.32)
modon értelmezziik. Megjegyezziik, hogy a D -- S szorzat eleget tesz a
|D--S|<|D||S| (6.33)

Schwartz-féle egyenlétlenségnek.

6.1.5. A masodrendii tenzor inverze. Az A masodrendi tenzor in-

verzét az
Al = (ail) wgtogt= (ail) kgrogl=... = (ail) koo g (6.34)
modon jelsljiik. Az A™! inverz az
AA =T | awe (@)™ =ar (@) ™M =8"  (6.35a)
és az
AN A=T | (@) ™ame = (a™) “a™y = 6% (6.35Db)

Osszefliggéseknek koteles eleget tenni. A (3.8); és (3.10); képletek alapjan al-
kalmas indexéatnevezésekkel irhato, hogy

— m 1 ik _ms
(at)fm = o] ek emta i ay, . (6.36a)

Hasonloan kapjuk a (3.8)3 és (3.10)5 képletek alapjan, hogy

_ 1 o
(a 1) m = m eejkemst a7 a'* . (6.36Db)
Tekintsiik a
C=A B; cFo=a*,b™, (6.37a)

szorzatot, ahol A és B maéasodrendi tenzorok. A fenti szorzat inverzét a

c'=B"A" (¢cHF=0NF, (0 (6.37b)
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modon szamitjuk. Valéban, egyszerd szamitassal adodik, hogy
c''c=B'"A"'AB=B'1B=B'B=I.
—_— ~—
I B
Hasonl6an ellenérizhetd, hogy

c.ct=1I.

Az A masodrendii tenzor transzponaltjanak inverze eleget tesz a

(A7) =(a)"” (6.38)

Osszefiiggésnek. Szavakba foglalva: a tenzor transzpondltjinak az inverze az
inverz transzpondltja. Valoban, az

(aT> tm = Qmy

relacio, valamint a (6.36a) Osszefiiggés alapjan adodik, hogy

-1 1 ik _mst
(@) ™) = gy e (07) o (@)
Qs
1
a 2! |asj|

lik mst _ —1\ mt
e’"e ajsakt—(a ).

Ezt kellett bizonyitani.

6.2. Masodrendii tenzorok sajatérték-feladata

6.2.1. A feladat megfogalmazasa. Tekintsiik a masodrendd A ten-
zorhoz tartozo leképezést. Keressiik azokat az irdnyokat — ezeket f6irdnyoknak

6.1. Abra. Parhuzamos targy- és képvektor

nevezziik majd —, amelyekre nézve fennall, hogy az iranyt kijel6ls
n=n,g", npnf =1 (6.39)

egységvektor és a hozzatartozo A -n képvektor egymassal parhuzamos. A 6.1.
abra ezt az esetet szemlélteti. Ha a két vektor parhuzamos, akkor fennall az

A-n=)\n, a®yn® = \n* (6.40)
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egyenlet, ahol a A, hasonléan az ni, ne és n3z-hoz, egyelére ismeretlen paramé-
ter. A foiranyt kijelolé n vektort sajatvektornak, a rea merdleges sikot pedig
fésiknak fogjuk nevezni. Mivel az I egységtenzor minden vektort 6nmagara
képez le, a (6.40) egyenlet atirhato a

(A=XI)-nA=0 | (aF¢—=A6")n =0 (6.41a)
alakba. Az utobbi egyenletrendszer az n’
egyenletrendszer:

szamitésara szolgildé homogén lineéris

(all —)\) nt+aton?+atsn®=0,
a®in'+ (a®s—A) n®+a®3n® =0, (6.41b)
a*in'+a®n®+ (a®s— ) n®=0.
Vezessiik be a
D=A-)\I | d*y = a*p—\o%, (6.42)

jelolést és legyen P3()\) = —|d¥y|. Ez a fiiggvény \ kobos polinomja, az tn.
karakterisztikus polinom. A (6.41b) egyenletrendszernek csak akkor van tri-
vialistol kiilonboz6 megoldasa, ha eltiinik az egyenletrendszer determinansa:

Py(A) = —[d*¢| = —[a* s — 16"
1
= —gekgmepqr (akp — /\5kp) (aeq — )\5%) (@™ —Xd™,)=0. (6.43)
A
Pg()\)Z)\B—A[/\2—|-AH>\—A]U=0 (6.44)
egyvenlet — az Ay, Ajr és Ajrjr skalarok szamitasara még visszatérink — a A
paraméter értékét meghatarozo karakterisztikus egyenlet. Mivel a () KR-ben

Idk@ = ka dmn tén ;

a determinansok (3.11) szorzéastételét, valamint a (4.20) képletet kihasznalva
kapjuk, hogy

P3(A) = —[d" | = —|mn"| [t [d 0| = —[d ™| = Ps(N) - (6.45)
N——
Tt=1

Szavakba foglalva: a karakterisztikus polinom KR-fiiggetlen. A A2, X\ és \°
hatvanyok —Aj, Ay és — Ay egyiitthatoi pedig invariansok. Ezeket skalarin-
varidnsoknak nevezziik.
Megjegyzés: Kitiinik az el6z6ekbdl, hogy a sajatérték-feladatot az A tenzor
kontravarians kovarians alakjara fogalmaztuk meg, ez azonban nem sérti az al-
talanossagot. A tenzor determinansanak az |a* ,| determinénst tekintjiik majd.
Mivel a karakterisztikus polinom kobds, Viéte tétele szerint [14] van harom
gyoke, melyek koziil legalabb egy valos gyok. Jelolje Ay a Ps3(\) polinom valos
gyokét, és ny a valos gyokhoz tartozo f6iranyt. Legyen az eddigiektd] eltérGen
és a most kovetkez6 gondolatmenetben olyan lokdlisan kartéziuszi KR a (£)
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gorbevonali KR, hogy ‘g1 =n; — ezek a feltevések nem sértik az altalanossagot.
Ebben a KR-ben

A=""'g,2'g"
az A tenzor alakja. A (6.40) képlet alapjan fennall, hogy
An=Agi=\'g:.
Részletesen kiirva

1k o1 1L 1k 1 /
a"y'gr'g rg1=a"1gr=XM'8g1,
N—_——

5 1
ahonnan
/allz)q és ’a21 2/(131 =0.
A tovabbiakban mindig feltételezziik, hogy szimmetrikus az A tenzor. Ez eset-
ben
A O 0
[/akf:l — 0 /a/22 /0123 ,

1.3 1.3
0 a9 a3

és ennek alapjan a bevezetett lokalisan kartéziuszi KR-ben
A1—A 0 0
,|/dk£|:7 0 /a22_>\ /a23
0 /a 32 /a 33 -\

=— (A=) [AQ—)\ (a?y+'a®s)+'a?y 'a®s — (/a32)2} =0

a karakterisztikus egyenlet. A karakterisztikus egyenletnek A = Ay és a A-ban
maéasodfoki szogletes zardjelben szedett szorzotényezs eltiinése alapjan

1 .
A3 =5 ‘a%y+'a’s £ \/(/a22+/a33)2 —4 (’a22 @’ = (/GBQ)Q) 1
1
=2 {’a22+’a33i\/(’(1%—’@33)2—1-4(’(132)2} (6.46)

a gyokei. Mivel a diszkriminans (a gyokjel alatt allo kifejezés) pozitiv, adodik
a kovetkeztetés, hogy valésak a szimmetrikus tenzorok sajatértékei.

Ha pozitiv definit az A tenzor, akkor a sajatértékek pozitiv mennyiségek.
Valoban, ha az n sajatvektor, akkor A-n = A\n, kiovetkezsleg a tenzor pozitiv
definit volta miatt

nAn=\nn=Xx>0. (6.47)
Y

Megmutatjuk az alabbiakban, hogy merélegesek egymaéasra a kiilonbozs
sajatértékekhez tartozo fGiranyok. Legyen w és A\ két kiilonboz6 sajatérték.
A vonatkozo6 féiranyokat m és n egységvektorok jelolik ki. Nyilvanvalod, hogy
fennallnak az

A m=wm és An=An
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egyenletek. Innen azonnal kovetkezik, hogy

wn-m=n-Am=m-A-n=Am-n, (6.48)
azaz hogy
(w=A)m-n=0,
——
#0
vagyis
m-n=0.

Mivel m és n két kiilonbozs sajatértékhez tartozo féiranyok, kovetkezik, hogy
ezek valoban merdlegesek egymasra.

6.2.2. A fSiranyok szamitasa a gy6kok ismeretében. Az aldbbiak a fGira-
nyok szamitasat tekintik at, ha ismeretesek a P3(\) karakterisztikus polinom gydkei.
A gyokok nagysagat tekintve harom jellegzetes esetet kiilonboztethetiink meg: a
gyokok kiilonboznek egyméastol (minden gyok egyszeres), van két egybeess gyok (egy
gyok kétszeres, egy gyok egyszeres), mindharom gyok egybeesik (egy haromszoros
gyok van). A 6.2. abra ezekre az esetekre kiilon-kiilon szemlélteti a karakterisztikus
polinomot. Az egyes eseteket az alabbiakban vessziik sorra.

Ps(1) Py(2) P3(2)

'\ A A A

A3 12\/7\1 / A3 M=hs / M=ho=h3

(a) (b) (c)

6.2. abra. A karakterisztikus polinom gyokei

(a) Legyenek kiilonbozéek a P3(A) = 0 karakterisztikus egyenlet gyokei:
A1 > Ao > A3. Jeldlje D™, az n', n? és n3-t ado

(all — /\) n' —|—a12n2 +a13n3 = dllnl —|—d12n2 +d13n3 =0,
a®in' + (a22 — )\) n?+a%3n® =diint +d%n?+d*n® =0 , (6.49)
a31n1 +a32n2 + (a33 —)\) nd = d31n1 —I—d32n2 +d33n3 =0
homogén ER egyiitthatéméatrixa d™,, eleméhez tartozo elGjeles aldetermi-
nénst. Vegyiik észre, hogy
dd*,/dx=—6%,.
Egyszertien adodik a (6.43)-bol, hogy
+ dP d 1
B="n = o
=3 % U e pim [5’“,, d'yd™ +d*, 8 d™ +d", d 5’%]
= %ekmeum d‘yd™, =D +D*+ D3 . (6.50)

r ik l m
€klm€pq d pd qd r
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Mivel a harom gyok kiilonbozs, ezért egyszeres, kovetkezésképp adott Mg
esetén legalabb az egyike a D¥ i determinansoknak, mondjuk a D33 zérus-
t6l kiilonb6z6 kell, hogy legyen. Ha ugyanis nem igy lenne, elttinne a P;; [x=x,
derivalt, kovetkezsleg nem lenne egyszeres a A\, gyok — lasd a 6.2.(b) abra-
részlet A1 = A2 kettSs gyokét, ahol vizszintes az érintd.

Ha nem zérus a D33()\k) determinéns, akkor az n° és n” ismeretlene-
ket tekintve linedrisan fiiggetlen az n3-at paraméterként tartalmazo (6.49)
linearis egyenletrendszer elsé két egyenlete,

1 2

d11n1 +d12n2 = 7d13n3 R
d21n1 —|—d22n2 = —d23n3 ,
ahonnan
nl _ D713 n3 n2 _ D723 n3
D35 D3,
Itt

Dby =d's d?s —ds dls, D% =d?1d's—d'sds,
D’s=d'1d*,—d*1d's.
A paraméternek vett n® a normalasi feltételbdl szamithato.

Ha ortogonalis a KR — az n® szadmitasat csak erre az esetre részletezziik
formalisan — a (6.39)2 normalasi feltétel az
n'giin'4+n° gon®+n’gan® =1
alakban irhato fel. Az n'! és n? helyettesitését kovetGen kapjuk, hogy
nd — D%
D ’
ahol
2 2 2
D* = (D'3)" gui+(D?)" g2+ (D?3) g3s .
Az n? felhasznalasaval egységes alakban irhato fel a fGiranyt kijel616 n vektor
harom kontravaridns koordinataja:
nt— D'
(k) D
Az n alatt allo (k) jelzi, hogy a A, sajatértékhez tartozoan végeztiik el a
szamitast.
Nem nehéz ellendrizni, hogy a kapott megoldas kielégiti a (6.49) linearis
egyenletrendszer harmadik egyenletét. Helyettesités utan irhatjuk, hogy

dBint 4 dBon? + dBan®
1

1
) [d31D13+d32D23+d33D33] [x=xr, = D \dkz”,\:)\k =0.

Kifejtés utols6 sor szerint.

(A szogletes zarojelben allo kifejezés a (6.49) egyenletrendszer egyiitthato
matrixanak determinansa.) A fentebb mondottak alapjan minden egyes A\j
gyokh6z meghatarozhato olyan ny irdnyvektor, hogy

A~1’lk:Ak1’lk .
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Az ny, vektorok elGjelét szabadon lehet megvalasztani. Kévetkezésképp min-
dig lehetséges olyan valasztés, hogy az ni, n2 és n3 vektorokhoz tartozé
iranyok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak. Ebben a KR-ben

A:)\l n; ®n1 +)\2 n2®n2—|—)\3 n3®n3 (651&)
az A diaddikus eldallitasa, és
M 000
[ake] = [ake] = [ake] =lare] =0 A O (6.51b)
0 0 As

a tenzor matrixa.

(b) Tegylik fel, hogy kétszeres gyok esetén A1 =Xa#N\s3. Az el6z8ekben attekintett
gondolatmenet és eredmények valtozatlanul érvényesek maradnak a Az és
ns-ra nézve, azaz

ni-n3=0 és n,-n3=0. (6.52)
Ami a kettGs gyokot illeti,
Pi(\) =Ps5(X\2)=0.
A masodik derivalt a (6.50) képlet alapjan irhato fel:
QP?I,/ = % ekpqekem dzp qu = _ekpqekém (5[17 qu +dep 5mq)
_ _ekéqekém dnLq _ ekpqequ dzp — —4d an .
N—— N——
269, 267,

Innen

1
3 Py =d'y+d*+d%; = (all—)\) +(a22—>\)—|—(a33—)\) )
ahol A=X1 =Mz esetén a jobb oldalon all6 6sszeg legalabb egy 6sszeadanddja
nem zérus, ellenkezd esetben ui. harom lenne a gydk multiplicitasa. Az n',
n? és n® ismeretlenek meghatarozasara két egyenlet, a (6.49) valamelyik,
mondjuk az els6 egyenlete, valamint a (6.39) normalasi feltétel szolgal. Az
igy kapott megoldassal identikusan teljesiil a (6.49) mésodik és harmadik
egyenlete. Ez annak a kévetkezménye, hogy

Pg()\l)zo és Pé()q):().

Kétszeres gyok esetén a d¥; egyiitthatomatrix rangja egy, kovetkezés-
képp zérus értékid valamennyi adjungalt: D'y =0. Ebbsl adédéan identiku-
san teljesiilnek az n'-re vonatkozé

n' = _dill [d's n’+d's n’]
megoldas (6.49) masodik és harmadik egyenletbe torténé visszahelyettesité-
sével kapott
dy (d21 n1+d22n2+d23n3)

— 42, (d12n2+d13n3)+d11d22n2+d11d23n3

_ (d11d22+d21d12) n2—(d13d21—d11d23) n3

=D%%n*—D%*n*=0

—~—~

~—~
=0 =0
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és

egyenletek.

Az ny vektort ugy érdemes megvéalasztani, hogy teljesiiljon az ny-ny =0
ortogonalitasi feltétel. KettGs gyok esetén tehat az egyértelmien meghaté-
rozott ns f6irany mellett a masik ketts pedig elvben szabadon felvehets az
ns3-ra merdleges sikban, célszerd azonban betartani az emlitett ortogonali-
tasi feltételt. Az A tenzor diddikus elGallitasat annak figyelembevételével
kapjuk, hogy most A1 = A2:

A=) (n1®n;+n,@n2)+A3n3dns
=l (Mm®n;+n2®@n2+n3®n3)+(A3—A1) ns®@ns,

I

azaz

A=)\ (I—n3®n3)+/\3 ns®ns . (6.53)
Figyelemmel arra, hogy a f6irdnyokat kijel6l6 ni, na és ns elGjele megval-
toztathato, mindig biztosithatjuk, hogy az ni, na és nz vektorokhoz tartozé

iranyok jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkossanak.
(¢) Haromszoros gyok esetén A1 = Ay = A3 és

A=)\ (n1®n1 +n2®n2+n3®n3):)\1I, (654)

kovetkezdleg barmely irdny f6irany. Az ilyen tenzort izotrép vagy gombi ten-
zornak nevezzik. Az utobbi elnevezést az indokolja, hogy a vonatkozo geo-
metriai leképezés gdbmbot rendel gombhoz. Az is nyilvanvalo, hogy az ni, no
és n3 vektorok nem egyértelmiien meghatarozottak, azonban mindig meg-
valaszthatjuk ket oly moédon, hogy a hozzajuk tartozoé irdnyok jobbsodratu
kartéziuszi KR-t alkossanak.

Osszhangban az eddigiekkel, visszautalunk ehelyiitt a 6.2. abrara, a A
sajatértékeket nagysag szerint rendezettnek tekintjiik, vagyis mindig agy
valasztjuk meg az indexiiket, hogy fennalljon a

A > A2 > s (6.55)

relacio.

6.2.3. A fotengelytétel. A 6.2.1. és 6.2.2. szakaszok eredményei a f6-
tengelytételben Osszegezhetsk. A tétel megfogalmazasa el6tt a szohasznélat
egyértelmiivé tétele érdekében az aldbbiakban allapodunk meg.

Valamely tenzor miik6dési pontjan azt a pontot értjiik, amelyhez a tenzort
kotjiik. A miikddési pont vagy térpont, ha térpontokhoz kotott tenzorokrol van
sz0, vagy pedig valamely anyagi test pontja, ha a tekintett anyagi pont fizikai
allapotat leird és az adott anyagi ponthoz kotott tenzorrél van szo.

A X sajatértékhez tartozo un. karakterisztikus teret — ez egy egyenes, egy
sik, illetve a haromdimenziés euklideszi tér lehet — azon n, |n| = 1 vektorok
feszitik ki, amelyekre nézve ugyanazt a sajatértéket tekintve fennall a (6.40)
egyenlet. A vonatkozo karakterisztikus tér dimenzidja — egyenesre egy, sikra
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kettd, teljes térre pedig harom, — a vonatkozd A sajatérték multiplicitasa. A
szimmetrikus A tenzor spektruma a \ sajatértékek a (6.55) szerint rendezett

()\1 ) >\2 ’ )\3)

listaja, amelyben minden sajatértéket annyiszor vesziink figyelembe, amennyi
a sajatérték multiplicitasa.

A f6tengelytétel a kivetkezd modon fogalmazhato meg: Legyen szimmet-
rikus az A tenzor. Ekkor létezik a térben olyan ortonormaélis bazis, melyet
az A sajatvektorai feszitenek ki. Legyen ni, ny és ng ilyen bazis, és legyenek
nagysag szerint rendezettek a A1, Ao és A3 sajatértékek. Ekkor azok kiadjik a
teljes spektrumot, és

3
A=> A\n;@n;. (6.56)
i=1
Megforditva, ha az A felirhaté a (6.56) alakban, ahol is ortonormalisak az n;
vektorok, akkor A1, Ao és A3 az A sajatértéke, ny, ns és nz pedig a sajatérté-
kekhez tartozo sajatvektorok.
Fennall tovabba, hogy:

(a) Az A-nak akkor és csak akkor van harom kiilonboz6 sajatértéke, ha a
vonatkozo karakterisztikus tereket hédrom egymasra kolcsondsen me-
réleges és a tenzor mikodési pontjan athalado egyenes alkotja.

(b) Az A-nak akkor és csak akkor van két kiilonbo6z8 sajatértéke, ha meg-
adhato az

A=wn®n+A (I —n®n)

alakban, ahol |n| =1, és

AM=w, Ag=A3= ], ha w> A,
tovabba
AM=X=A, \3=w, ha w<A.

Ebben az esetben a vonatkozo karakterisztikus tereket az n altal kije-
161t egyenes és a rea merdleges sik alkotjék a tenzor miikodési pontja-
ban.

(¢) Az A-nak akkor és csak akkor van egy sajatértéke, ha

A=), (6.57)

Ekkor a A sajatérték, mig a teljes euklideszi tér karakterisztikus tér.
Megforditva, ha a teljes euklideszi tér a karakterisztikus tér, akkor az
A megadhat6 a (6.57) alatti alakban.
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Megjegyzések:
1. A (6.56) alatti elgallitast az A tenzor spektralis felbontasanak szokas
nevezni. Az ny, ny és ng sajatvektorok alkotta bazisban

MO0
lax'] = [aF] = [a"] =[ar] = | 0 Ay O (6.58)
0 0 A

a tenzor matrixa.
2. Ismét hangsilyozzuk, hogy a harom sorra vett esetben
— hérom a tenzor mtikodési pontjan dthalado és egymésra kolesono-
sen merdleges egyenes,
— egy egyenes és egy red merdleges sik (kozos pontjuk a tenzor mi-
kodési pontja),
— a teljes tér
alkotja a karakterisztikus teret.
3. Jeldlje U, a karakterisztikus tereket (a=1,2 vagy 3.) Ezzel a jeloléssel
barmely v vektor felirhat6 a

v=> vk, vk €Uk (6.59)
K=1

alakban. A (6.59) egyenlet azt fejezi ki, hogy (a) o = 3-ra barmely v
vektor az egyszeres gyokokhoz tartozod sajatvektorok(kal parhuzamos
vektorok) linearis kombinécidja, (b) a = 2-re barmely v vektor az
egyszeres gyokhoz tartozo fGirannyal parhuzamos és egy ra mergleges
sikban fekv vektor Osszegének tekinthets, (¢) o = l-re barmely v
vektor 6nmagaban a haromdimenzios tér egy vektora.

6.2.4. A karakterisztikus polinom egyiitthato6i, skalarinvariansok.
A karakterisztikus polinomot ado (6.43) és (6.44) Osszefiiggések egybevetése

alapjan
A3-nek 1:
1
30 CromeP?" 6%, 6% 6™, (6.60a)
A-nek A;:
1
A = 5 exeme™” (aFy6q 8™ +6%,a% g 6™ +6", 65 a™y) ; (6.60b)
A-nak A[[:
1
A= 37 ereme?™” (a¥paly 0™ +ak, 0 a™ 465, af g a™y) (6.60c)
végezetiil pedig \°-nak A;r;:
1
AIII = g ekzmepqr akp aeq amr (660d)

az egylitthatoja.
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A tovabbiakban egyszertibb alakra hozzuk a kapott egyiitthatokat. To-
vabb alakitva az (1.32b) és a Kronecker-delta indexatnevezd tulajdonsaganak
kihasznalasaval a (6.60a) képletet kapjuk, hogy A3-nek valéban

1
o Creme™ " =1
3 ——

3!

az egyiitthatoja.

Amint arra a 65. oldalon mar ramutattunk, a tovabbi egyiitthatokat jelents
Ay, Arr és Appr skalarok a skalarinvariansok. Az Ar-et adé (6.60b) képlet
a Kronecker-delta indexatnevezd tulajdonsaganak kihasznaldsaval, valamint
az (1.32a) segitségével egyszertsithets:

26,7 28,9 26m"
1 — —_— —
A= 3 ( CltmeP"™ ¥, + eppm e ™ at g+ epomet a™y) (6.61)
1
:§2-3akk:akk. (6.62)

Az eredmény, 6sszhangban a tenzor nyoméval kapcsolatos a (6.28) dsszefiig-
géssel az A tenzor elsG skalarinvariansa. Kiirva az Gsszeget:

‘ AI:a11+a22+a33. (663)

Vegyiik észre, hogy a (6.60b) képlet szerint harom determinans Gsszege az Aj.
Kovetkezésképp felirhato az
a11 512 (513 511 (112 (513 (511 512 alg
A= a21 (522 523+ 522 a22 (523+ (522 522 a23 (6.64)
Cl31 (532 (533 633 a32 533 (533 (532 Cl33
alakban is.

Az Aj; skalarinvarians az A; atalakitasanak lépéseivel és az adjungaltat
értelmezs (3.6) Osszefliggés értelemszert felhasznalasaval hozhato megfelels

alakra:
1 .
A= 5 (eneme™™ a*, a’ g+ epeme?™ a¥p ™y + e alga™,)  (6.65)
1
=3 e erom akp aéq = f = Ak, . (6.66)

(3.6)

Részletesen kiirva

A _ a11 CL12 a11 a13 CL22 a23 667
=2 21743, 43 3. 3 (6.67)
1 G72 a1 avs a“2 a-s
(ez a
aly a'y al
a2y a2y 2
a®s a3 ad
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matrix f6atlojahoz tartozo aldeterminansok Osszege), vagy a (6.60c) képlet
alapjan a (6.64) Osszefliggéshez hasonlo alakban:

CL11 alg (513 all (512 alg (511 CL12 a13
A= a?y a22 (523+ CL22 (522 a23 + (522 a22 a23 (6.68)
(131 a32 533 a33 532 (133 533 (132 &33
A (6.60d) képlet szerint az Ay skalarinvarians az a*; determinansa:
a11 a12 a13
2 2 2
A= |a*2 a*z a3 (6.69)
Cl33 a32 0,33

A fotengelyek KR-ében a (6.63), (6.67), (6.69) és (6.58) osszefiiggések figye-
lembevételével

Ar=XM+Xd+A3, Arr=MX+XA3+A3 1, Air=XAAAs (670)

az invariansok értéke.
Az Arr-t ado (6.66) képlet tovabbi, az (1.31) felhasznalasan nyugvo atala-
kitasaval az

1
Anf§ ePam ekgmakpaqfi (6,76,7=6,%,") a pafq
1
=3 (akk aeg—akp apk)
A
vagyis az
1
AII = 5 (A% —Clkp apk) (671)

Osszefiiggést kapjuk az invariansok kozott. Visszaidézve a masodrendd tenzor
nyoménak (6.27) alatti értelmezését és a szamitasara szolgalo (6.28) képletet
kovetkezik, hogy

Ar=trA és a¥,aPy =tr (A -A),
amivel
An :% [(r AP —tr (4 -)] (6.72)
a (6.71) képlet szimbolikus formaban irt alakja.
6.3. Hatvanyozas, tenzorpolinomok, deviatortenzor
6.3.1. Masodrendii tenzorok egész kitevds hatvanyai. Gydkvo-
nas. Az A méasodrendi tenzor n-edik hatvanyat az
A=A A" n>1, (6.73a)
kifejezés értelmezi, ahol pozitiv egész szam az n és
A'=T. (6.73b)
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Indexes jeldlésmodban
(a")kg:clzkmgmrgrp ceea®y n>1. (6.73c)

A hatvanyozas fenti értelmezése érvényes barmilyen mésodrendi tenzorra.
Legyen a C masodrendii tenzor szimmetrikus és pozitiv definit. Ez esetben
létezik egy és csakis egy pozitiv definit szimmetrikus U tenzor, amelyre nézve
fennall, hogy
C=U’=U-U. (6.74)
Kovetkezésképp formalisan irhat6, hogy

U=VC,

ami a C négyzetgyoke. Legyen

3
C= Z )\z n;®n;
i=1
a C tenzor spektralis felbontésa, és definialjuk az U-t az

3
U=> VAin®n (6.75)
=1

modon. Kénnyt meggy6zdni rola, hogy a fenti U teljesiti a (6.74) egyenletet,
és arrdl is, hogy pozitiv definit az U.
Tegyiik fel, hogy két megoldas létezik, azaz

cC=U*=Vv?, U+V.

Legyen n sajatvektor, és jelolje A a vonatkozo sajatértéket (e kettds egyike az
Osszetartozo n; és \;-nek). Ekkor

0=(C—-X)-n=(U?-X)-n=(U+VA)-(U-VXI)-n.

Legyen

v=(U—-VA)-n.
Ezzel

(U+VX)-v=0,
azaz,

U-v=—V\v,
ahonnan az kiévetkezik, hogy a v-nek el kell ttinnie, mivel pozitiv definit az U
és A > 0. Ennélfogva fennéall tehat, hogy

U-n=+VXn.
Hasonl6 gondolatmenettel kimutathato, hogy

V-n=V)n,
vagyis

Un=V-n

C minden sajatvektorara.
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Mivel az n sajatvektorok bazist alkotnak, innen az

u=vVv
egyenlet kdvetkezik.
Altalanositas:
— A f6tengelyek KR-ében
3
C?=> (M)’ n;@n;, (6.76a)
i=1
3
C"=> (M)’ m®n;, (6.76b)
i=1
illetve
()™ 0 0
[(F]=] 0 ()" 0 |,
0 0 (Ag)"

ahol az n pozitiv, negativ és tort is lehet, ha \; >0, 1 =1,2,3

6.3.2. A Cayley—Hamilton-tétel. Megmutatjuk alabbiakban, hogy bér-
mely A mésodrendi tenzor kielégiti az

‘ A3—A1A2+A]] A—A;I=0 ‘ (677)

egyenletet [15, 4].

Tekintsiik az A — oI kiilonbséget, ahol tetszéleges skalar az a. Jelolje H
az A—al tenzor adjungaltjat. Visszaidézve a (3.7) képletet, majd szimbolikus
jelolésre térve at a képlet alkalmazésa soran, irhatjuk, hogy

H-(A-al)=|A-aI|I.
A jobb oldalon all6 determinans a (6.43) és (6.44) alapjan helyettesithetd:
H(aI—A) = (a3—A1 a2+A[[ a—AIH) I.

Azt sugallja az utébbi képlet jobb oldala, hogy a bal oldalon all6 H az «
kvadratikus polinomja, azaz

H =Ba*+Ca+G.

Itt a B, C és G egyel6re ismeretlen tenzorok. Kihasznalva H fenti polinomialis
elsallitasat kapjuk, hogy

H-(aI-A)=Ba*~(B-A-C)a*+(G-C-A)a—G-A.

Az aldhuzott képletrészek csak akkor lehetnek egyenlGek egymassal, ha
B - I 3 A - C = AII )
G—C'AZA]]I, G-A:A[[[I.
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Az €l6z6 képletek felhasznalasaval a (6.77) bal oldala tekintetében az
AP~ Ay AP+ A A=Al = AP~ A T- A’ + A I-A—AqprI
=A* - (A-C)-A’+(G-C-A)-A-G-A=0
eredmény adodik. Ezt kellett igazolni [5].
A Cayley—Hamilton-tétel azt mondja ki, hogy minden mdsodrendd tenzor
kielégiti sajdt karakterisztikus egyenletét.
Tovabbi osszefiiggés allapithaté meg a skalarinvaridnsok k6zott, ha vessziik

a Cayley—Hamilton-tétel baloldalanak nyomat és kifejezziik a kapott egyenlet-
b6l a harmadik skalarinvarianst:

1
Arrr = 3 [—Atr A®+Ar A+t A°].
Itt a (6.72) alapjan
trA? = A2 —2A;;.
Kovetkezoleg

1
AIH:E [*A§+3A1A11+akpapqaqk] . (6.78)
Tovabbi hasznos 6sszefiiggéshez jutunk az inverz szamitasara, ha megszorozzuk
a (6.77) Cayley—Hamilton-tételt az A inverzével és feloldjuk a kapott egyenle-
tet az inverz szamitasara:

_ 1
Arrr

A (A>—A;A+ AL ) . (6.79)

6.3.3. Tenzorpolinomok. Legyen az A tenzor szimmetrikus. Nyilvan-
valo ekkor, hogy az A tenzor

A s=2,3,4,...
hatvanyai is szimmetrikus tenzorok.
Tekintsiik a
H=>) aA°, n>3 (6.80a)
s=0

tenzorpolinomot, ahol valos szamok az « egytitthatok.
A (6.77) Cayley-Hamilton-tétel szerint fennall az

AP = A A~ A A+ AT
egyenlet. Az A -val torténd atszorzassal kapjuk innen az alabbi eredményt:
A'=A1 AP A A+ A A
=A; (A A* A A+ Ad) — A A+ A A
=(Ar—A) A+ (A —Ar) A+ AfA I
Ezen atalakitas értelemszerd és ismételt alkalmazasaval megmutathato, hogy
H=3,A’+1A+8,1, (6.80b)
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ahol (,, B1 és By valos szamok. Ez azt jelenti, hogy béarmely szimmetrikus
tenzorpolinom kifejezhetd a tenzor A°=1I, A'=A és A? hatvanyai segitségével.

6.3.4. Azonos karakterisztikus terd tenzorok. Legyen az S és a T
méasodrendi tenzor. Tegyiik fel, hogy szimmetrikus az S tenzor. Tegyiik fel to-
vabbé, hogy felcserélhetd a két tenzor skalarszorzataban a tényez6k sorrendje:

ST=T-S.

Ekkor a T tenzor nem valtoztatja meg (valtozatlanul hagyja) az S tenzor ka-
rakterisztikus tereit. Az utobbi allitason a kovetkezdket értjiik: Tegyiik fel,
hogy a v vektor az S tenzor valamelyik karakterisztikus teréhez tartozik, ko-
vetkezésképp, hogy fennéll az S-v=M\v egyenlet, ahol A a vonatkoz6 sajatérték.
Ekkor a T'-v vektor is az S tenzor ugyanezen karakterisztikus teréhez tartozik
[7].

Az &llitas formalis igazolasat a skaldrszorzatban allo tényezdk felcserélhe-
tGségének figyelembevételével kapjuk:

S(T-v)|=T-(S-v)=| XT-v)|,

hiszen a keretezett képletrészek egyenlGsége azt jelenti, tekintettel az S-v=Av
egyenletre, hogy v és T'-v az S ugyanazon a karakterisztikus térhez tartozik.
Igaz az allitas megforditasa is. Eszerint ha véltozatlanul hagyja a T tenzor
az S tenzor karakterisztikus tereit (terét), akkor kommutativ mivelet a két
tenzor skaléris szorzata.
Tegyiik fel, hogy Gsszhangban a (6.59) sszefiiggéssel a v vektort a

«
V= E VK, vk EUK
K=1

modon bontjuk fel, ahol az U  , K €[1, o], (« a karakterisztikus terek szama)
az S karakterisztikus tere. Mivel azt valtozatlanul hagyja a T tenzor, fennall,

hogy
S- (T'VK) = )\K(T'VK) =T- ()\KVK) =T (S‘VK) s Ke [1, Oé} .
Ha 6sszeadjuk a fenti egyenleteket, akkor azt kapjuk, hogy

« «
S T-v= Z ST vig= Z T -Svg=T-5-v.
K=1 K=1
Mivel a v tetsz6leges, S-T =T -S. Ezt akartuk igazolni.

Megjegyzések :

1. Ismét hangsilyozni kivanjuk, hogy nem sziikségképpen szimmetrikus
a T tenzor.

2. Tegyiik fel, hogy harom az S karakterisztikus tereinek szama. Tegyiik
fel tovabba, hogy a T tenzor is szimmetrikus. Ha felcserélhetd a (6.3.4)
szorzat, akkor azonnal kiovetkezik a fentiekbdl, hogy megegyeznek a
T tenzor karakterisztikus terei az S tenzor karakterisztikus tereivel.
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Masként fogalmazva azonosak a két tenzor f6iranyai. Az ilyen tenzoro-
kat kdzds fotengelyd vagy koaxidlis tenzoroknak nevezzik. Nem nehéz
ellendrizni, hogy a (6.80b) képletben a H és A tenzorok koaxiélis ten-
zorok.

6.3.5. Deviatortenzor és gbobmbi tenzor. Legyen szimmetrikus az A
tenzor. Az

A A
Ad:A—?II | (aq) kg:akg—?jékg (6.81)

egyenlet az A tenzor A, devidtorat (az A-hoz tartozo devidtortenzort) értel-
mezi.

A deviator szimmetrikus tenzor.

Az A és Ay szimmetrikus tenzorok koaxialisak, hiszen felcserélhets a szor-
zatuk:

A-A;=A4 A
Az els§ skalarinvarianst ado (6.63) képlet alapjan

(Aa)r=0. (6.82)
Ennek figyelembevételével kapjuk a (6.72) Osszefliggésbdl, hogy

(Ag)rr = —% tr (Aq-Aqg) = —% (aa) ™1 (aq)'x

1 A A
=3 (akl—;(skz) <alk—315lk> )

azaz hogy
1 A?
(Ad)ir = —3 <ak1 a'y— 31>
Az Osszegek kifrasaval és A helyettesitésével tovabb alakithato az utobbi kép-
let:

1 1
(Ad)ir == (B0*1a'e—47) = —5 [3((@"1)* + @2+ (o%s))
+6(a'sa’1 +a’s5a’s+a® a's)— (a'1+a®s+a’3)?] .
Innen azonnal adédik a devidtortenzor masodik invariansanak végss alakja:

(Ad)]] = 7% [(all fa22)2+(a227a33)2+(a33 *a11)2 (683)

+ 6((112 a21 +a23 CL32+(131 alg)] . (684)

A f6tengelyek KR-ében zérus értékiiek a fgatlon kiviil allo elemek. Kovetke-
zésképp
(Ad) 1 <0.

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16

80

6. Masodrendi tenzorok

© Typotex Kiad6

Visszaidézve a deviator (6.81) alatti értelmezését adodik az A tenzor

A=Ag+As,
6.85
Ad:A—%I, Asz%I, (6.85)

deviatoros és gombi részekre torténd felbontasa, ahol az A, tenzor az A tenzor
gombi (szférikus) része, réviden gémbi tenzor.

www.interkonyv.hu

10.

11.
12.

13.

. Mutassa meg, hogy az ax;, a;

Gyakorlatok

Igazolja az A tenzor (6.2a); 3,4 alatti alakjaira is, hogy a transzponalas
miivelete a béazistenzort alkoté diadok szorzasi sorrendjének cseréje.

! ¢s a¥! tenzorok transzponaltja a (6.6b)
képlet szerint szamithato.

Legyen valédi tenzor a dg,-. Mutassa meg, hogy ez esetben valédi vektor
a

, 1 ,
d(a) = —5 EqTé dq'r

vektorinvarians.
Ellendrizze, hogy helyes-e az s,, ferdeszimmetrikus tenzor s(@7 yek-
torinvarianssal torténd (6.26b) alatti elgallitasa.
Mutassa meg, hogy valédi skalar a D tenzor di* nyoma (els§ skalar-
invariansa).
Ellendrizze a vonatkozé definicié felhasznalasaval a (6.29a) és (6.29b)
képletek helyességét.
Ellendrizze a (6.29¢) és (6.29d) képletek helyességét is.
Legyen az a és b tetszbleges két vektor. Igazolja a vektorokkal kap-
csolatos

|a-b[ < |a|[b]

Schwartz-féle egyenlStlenséget.

Legyen a D és S tetsz6leges masodrendii tenzor. Igazolja hogy a D-- S
szorzat eleget tesz a (6.33) Schwartz-féle egyenlStlenségnek.

Mutassa meg a (6.36a) képletre vezetd gondolatmenet ismétlésével,
hogy az a.,” tenzornak

()" = 5

9N [ayd|

eljkenbst asj a’tk

az inverze.

Irja fel az el6z6 gyakorlat alapjan az a™, tenzor inverzének képletét.
Igazolja, a f6tengelyek KR-ében végezve a szamitasokat, a Cayley—
Hamilton-tételt.

Legyen az A és B két szimmetrikus tenzor. Jelolje az A tenzor sajat-
értékeit x4, sajatvektorat nyg, |ng| = 1. Tételezziik fel, hogy

B=aA+p3I,
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ahol az « és  nem zérus skalaris allandok. Igazolja, hogy a B és A
tenzorok koaxialisak.

14. Mutassa meg, hogy szimmetrikus tenzor a szimmetrikus A tenzor s-
edik s =2, 3, 4, ... hatvanya.

15. Legyenek valamely (z) gorbevonalt KR egy P pontjaban

. 1 .
g1 =1, g2:§7 g3 =13,
g =i, g?=2i", g’ =i
a kovarians és kontravarians bazisvektorok az (y) kartéziuszi KR béa-
zisvektoraival felirva — lasd a 4.2.a. 4brat. Ezek birtokaban

1 0 0 1 0 0
0 0 1 | 0 0 1 |
a két metrikus tenzor, tovibba
1 0 0 [1 0 0]
[r.']=[gn-i]=]0 3 0 és [t*¥]=10 2 0
0 0 1 |0 0 1 |

a két transzforméacios tenzor. Adott a B=F - FT tenzor vegyes indexes
alakjanak matrixa a gérbevonalu KR tekintett pontjaban:

104 30 0
[B”]=| 120 40 ©
0 0 48

Ellenérizze, hogy szimmetrikus-e a B tenzor, majd szamitsa ki a ten-
zor sajatértékeit, sajatvektorait, illetve ha pozitiv definit, akkor a B
tenzor V' négyzetgyokét is.
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7. FEJEZET
Specialis tenzorok

7.1. Ortogonalis tenzorok

7.1.1. Az ortogonalis tenzor fogalma. Legyen a Q = Qkpgk ®gP ma-
sodrendii tenzor invertalhato, azaz

det(Q",) #0.
Azt fogjuk mondani, hogy a @Q tenzor ortogonélis, ha a
p=Q-v (7.1)
és
s=Q-w (7.2)

leképezésekre nézve — itt v és w tetszGleges targyvektor, p és s a vonatkozo
képvektor — fennall a

p's=(QV)(@w) = (v-QT) (@ w)=v-w (7.3)
relaci6. Az I metrikus tenzor (egységtenzor) felhasznéalasaval kapjuk innen,
hogy

v-QT- Qw-—v-I-w=v- (QT~Q—I) -w=0,
ahonnan azonnal kovetkezik, tekintettel v és w tetsz6legességére, hogy a

QT-Q=I (7.4)

Osszefliggeés teljestilése az ortogonalitas szlikséges feltétele. A (7.4) feltétel ugyan-
akkor elégséges is, hiszen fennalldsa esetén

ps=(Q-v)(Qw=v-Q  Qw=v-w.
A (7.4) feltétel kovetkezménye, hogy

QT=q . (7.5)
Szavakban: az ortogonalis @ tenzor transzponaltja megegyezik a tenzor inver-
zével.
83
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7.1.2. Az ortogonalis tenzorhoz tartozd leképezés. Tovabbiakban
a @ tenzorhoz tartozo leképezés geometriai tulajdonsagait vizsgaljuk. A (7.3)
egyenlet szerint a p és s képvektorok, valamint a v és w targyvektorok kozott
fennall a
ps=v-w (7.6)
Osszefiiggés. Mivel a w tetszGleges, a w = v vélasztas is lehetséges. Ez esetben
p-t kell a bal oldalon s helyére irni:

pZ=v?.

Az utoébbi egyenlet azt fejezi ki, hogy azonos a képvektor és a targyvektor
hossza, azaz tdvolsdgtarto a leképezés.

Jelolje rendre ¢ és ¢ a p és s, valamint a v és w vektorok altal bezart
szoget — o, € [0, 7]. A skalaris szorzas értelmezése alapjan az

|p| [s] cos ¢ = |v| |[w]|cos ¥
egyenlet kovetkezik a (7.6) képletbdl. Ugyanakkor a leképezés tavolsagtarto
volta miatt

lpl=Iv] é |[s|=|w|,
azaz

cos p=cos v,
végsG soron pedig
=1, (7.7)

ami azt jelenti, hogy a leképezés nemcsak tavolsagtartd, hanem szdgtartds is.

Tekintsiik a QT -Q = Q- QT =T szorzat determinansat. A determinéansok
szorzastételét kihasznélva irhato, hogy

det (QT : Q) — det (Q) det (QT> — [det (Q)]? = det (I) .

Innen kovetkezik, hogy a @ tenzor vegyes indexes alakjara nézve — ekkor ui.
az I metrikus tenzor méatrixa a Kronecker-szimbo6lum matrixa — fennéll a

det (QF,) = +1. (7.8)
Osszefiiggés. Megjegyezziik, hogy a determinénsok szorzastételébdl az is kovet-
kezik, hogy
1
det (ka) = det ( ksgsm) =det (ka) —, (7.9)
Yo

ahol g, = det (g,s) -

A (7.8) képlet szerint a @ tenzor vegyes indexes alakjanak +1 vagy —1
a determinansa. Alabbiak az elGjelek leképezésre gyakorolt hatasat vizsgaljak,
utat nyitva ezzel a leképezés geometriai képének teljessé tételehez. Az [also
indexes| {fels6 indexes} alakot tekintve

a 1 m 3 a 1 s
g\ Wk = —55]“ Qe illetve qz(, ) = —isme (7.10)

a @ tenzor vektorinvariansa.
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Megmutatjuk, hogy

Q.q(a) = :tq(a) R (711)
ahol az elGjel pozitiv, ha det (ka) = 1 és negativ, ha det (ka) =—-1. Az
atalakitasok soran indexes jelolést alkalmazunk, és fel fogjuk hasznalni a (7.4)
és (7.5) alapjan irhato

I-Q'Q=Q"-Q, (7.12)

vagy ami ugyanaz, a

-1

5rl = QTanLZ = erQmé

Osszefiiggést. A 1épések nagy szama miatt toreksziink az atalakitasok részle-
tes lefrasara. A vektorinvaridnst ado (7.10)q képlet felhasznalasaval a (7.11)

egyenletbdl
1 1
Qkpqz()a) = Qkp _751)7‘8627"3 = _*EprstpQés (V(
2 2 —~—
QMTQ'rrzl
— _}\/?e QkamrQés@ = _lg 1 ekm€ det(Qké)Q ’
QVIeE T T T 27 /%o

det(le )ekwn(

kovetkezik. A (7.9) képlet helyettesitése és a (7.8) Osszefliggés kihasznalasa
utdn — tekintettel a (7.10); egyenletre is — a bizonyitani kivant eredményt
kapjuk:

1 1 kme k
_ = - 4 d t sm
R0 e de (Q%9°™) Qe

=det (QF,) {—;s’“’"esz} = 4q( ",

Qgl =

A most igazolt (7.11) 6sszefiiggésbl a QT -vel torténs atszorzassal és a (7.12)
képlet kihasznélasaval és a két oldal felcserélésével a

QT -q@ = +q@

vagy ami ugyanaz, a
q'?-Q = +q¥ (7.13)
alakok kovetkeznek.
A (7.11) és (7.13) képletek segitségével teljes egészében tisztazni tudjuk a
leképezés geometriai jellegét. Tekintsiik a v targyvektor q(®-val parhuzamos
és arra merdleges Osszetevokre torténd felbontasat:

vV=v|+vL,
v||><q(“):0, v, -q¥ =0,
majd vizsgaljuk meg részletesebben a
P=Qv=Q v|+Q-vL

leképezést.
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A
q ®
? Vi=P;
P
v

vyP=-v 1
7.1. abra. (a) Forgatas (b) Forgatas és tiikrozés

Mivel a v|| parhuzamos a q(¥-val, és mivel a leképezés tavolsagtarto, a vy
képe
P|| =V azaz Onmaga, ha det (ka) =+1,
P|| = —V|, azaz 6nmaga tiikrképe, ha det (ka) =—1.
A q(@-ra merdleges v, Osszetevs képe, azaz p, is merdleges a q(®-ra.
Valoban, a (7.12) felhasznalasaval frhatjuk, hogy

q(a)'pL :q(a)QvL :iq(a)'VL :O
——
+q(@)

Geometriailag ez azt jelenti, hogy a v megtartja a sajat sikjat — a v tamadés-
pontjan atmend és a q(®-ra mersleges sikra gondolunk ehelyiitt — és
természetesen hosszat is a leképezés soran.

Ha p, =v,, akkor a v helyben marad a leképezés soran. Ez egyben azt
is jelenti, hogy

— adet (ka) =1 esetben, amint az az el6z6ekbdl nyilvanvald, a Q tenzor
onmagéra képezi le a v vektort, azaz

Q=1I, (7.14)

— adet (ka) =—1 esetben pedig a v, -t 6Snmagéra, a v|-t pedig 6nmaga
tiikorképére képezi le a Q tenzor, kbvetkezsleg az egymaésra kolcsono-
sen merdleges 1, 2 és 3 jeli tengelyek altal kifeszitett lokalis bazisban
— a részleteket illetGen a (b) abrara utalunk — a

10 0
@ ]=]10 1 o0 (7.15)
00 -1

képlet adddik a tenzor matrixara.
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Hap, #v, akkor a v, elfordul a v a tamadéaspontjan atmend és a q(*-ra
merdleges sikban. Az elfordulés ¢ szoge minden v -re — végigfutva gondolat-
ban a targyvektorok teljes halmazat — ugyanaz kell, hogy legyen, ellenkez&
esetben ui. nem volna szogtarté a leképezés.

Maga a leképezés pedig

— adet (ka) =1 esetben a v vektor tamadaspontjahoz kotott q(®) mint
tengely koriili forgatés, hiszen a tengelyre es6 v|| képe 6nmaga, a v
pedig a forgatés v szogével elfordul a q(®-ra mercleges és a v tama-
daspontjan dtmend sikban,

mig
— adet (Q,) = —1 esetben fentiekhez a v|| fenti sikra torténd tiikrozése
jarul — forgatas + tiikrozés, hiszen a v tiikorképe 6nmaga.

A kapott geometriai kép alapjan a det (ka) =1 esetben a Q ortogonalis
tenzort forgatasnak vagy forgato tenzornak, avagy valodi ortogonélis tenzornak
szokas nevezni és R-el szokés jelolni. Az R forgato tenzorok az ortogonélis
tenzorok egy alcsoportjat alkotjak.

7.1.3. Ortogonalis tenzorok elgallitasa. Ortogonalis tenzorok tobbfé-
leképpen képezhetsk. Legyen az (a, b, c) és (A, B, C) két egymastol kiilonbozs
ortonormaélis vektorhérmas:

ara=b-b=c-c=1, a-b=b-c=c-a=0, (7.16)
A-A=B-B=B-B=1, A-B=B-B=C-A=0. ’
A
Q=a®A+bB+c®C (7.17)

tenzor ortogonalis, hiszen a (7.16) felhasznalasaval azonnal kovetkezik, hogy

QT Q=AA+B@B+CC=I=a®a+bob+coc=Q -Q".
Az is nyilvanval6, hogy

a=Q- A, b=Q B, c=Q-C,
A=Q 'a=QTa, B=Q ' b=Q" b, c=Q ' c=Q"c.
(7.18)
A leképezés forgatas, ha det (QF,) = 1. Ez az eset forog fenn példaul, ha a
vektorharmasok jobb- vagy balsodrattuak.
Ha c = C és a leképezés forgatas, akkor

Q=R=a®A+bB+C®C (7.19)
és
a=R-A, b=R-B, C=R-C, (7.20)

ami vildgosan mutatja, hogy a C vektort dnmagéara képezi le az R tenzor, mig
az A és B vektorok rendre az a és ¢ vektorokba fordulnak el.
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7.2. A véges forgatas tenzorai

7.2.1. A véges forgatas tenzoranak geometriai elGallitasa. Véges
szoggel (azaz nem kis szoggel) torténd forgatas esetén a 7.2. abra alapjan
konstrualhatjuk meg a leképezés tenzorat. A forgatas n tengelyét az n, |n|=1
vektor jeloli ki. A forgatéas szogét

7.2. dbra. Véges forgatas

pedig a 1, ¥ € (0, 7) jeloli. A v= (7}4 vektort a forgatas egyel6re ismeretlen R
tenzora a p = OB vektorba forgatja el (képezi le).
Az alabbiakban, 1épésrél lépésre haladva, elGallitjuk az R tenzort.
Leolvashat6 az abrardl, hogy

Py 7 ey
p=v|+OB =v|+0OD"+D'B". (7.21)
Itt
vi=n(n-v)=(n®n)-v, (7.22a)
és az is igaz, hogy
vi=v—-v|={I—-n®n)-v. (7.22b)
Az OD’' B’ derékszogii haromszog egyik, az OD’ befogoja tekintetében az abra
szerint az
—
OD' =v, cosp =cosp(I —n®n)-v (7.23)

—
('js_sz>efi'1ggés all fenn. Vegytiik észre, hogy az ON’ vektor tgy adodik, hogy az

A’ =v vektort elforgatjuk m/2-vel az 6ramutatd jarasaval ellentétesen az n

Q
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tengely koriil. Kovetkezdleg

—
ON'=nxv, = nx(v| +vy)-v=nxv. (7.24)
——
ez a tag zérus
Masrészt
ON' = 0F,
amivel
D'B’ = OB sint) = ONsin) . (7.25)
Az ON' és D' B’ parhuzamosségat is kihasznalva a (7.24) és (7.25) egybevetése
szerint

—_—
D'B ' =sinyYnxv.
Ha ebbe a képletbe helyettesitjiik a
nxv=I-(nxv)=(Ixn)-v
atalakitast, akkor kapjuk, hogy
-
D'B' =sinty (I xn)-v. (7.26)

A (7.22a), (7.23) és (7.26) Osszefiiggések felhasznalasaval a p-t ado (7.21)
egyenletbdl a

p=[n®n+cost) (I —n®n)+siny I xn|-v

=[cosp I+ (1—cosy)n®@n+sinty I xn]-v (7.27)
eredmény kovetkezik, ahol
R=cosypI+(l—cost)n®@n+siny Ixn, (7.28)
Ry = costp gy + (1 —cos ) ngny +sin eppy n”

a véges forgatas tenzora, melyet a Rodrigues-féle forgato tenzornak is neveznek
az irodalomban [23].

7.2.2. Ortogonalis-e a véges forgatas tenzora? A kapott eredmény
alapjan azt a kérdést vizsgaljuk meg, hogy milyen feltételek mellett ortogonalis
a (7.28) altaldnositdsédnak tekinthetd

Q=costp I+(Qrrr—cosyp)n@n+siny I xn (7.29)

tenzor, ahol a Q7 egyel6re ismeretlen paraméter.
A kérdés tisztazasa a Q- Q7 szorzat vizsgalatat igényli.
Nyilvanval6, hogy

Q" =cos I+ (Qrrr—cos)nen,  Q°=(Q")" (7.30)
a @ szimmetrikus része. Vegyiik azt is észre, hogy
(Ixn)T = (gk®gk xn)T =g xnegt=—nxg.®gf=-nxI. (7.31)
Kovetkezdleg
Q=Q" +sinyyIxn és QT =Q*—sinynxI, (7.32)
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amivel
QQ"=Q" Q" +siny [(Ixn)-Q ~ Q" (nx1I)]
—sin?¢ (I xn)-(nxI). (7.33)
A végs6 eredmény elGallitasahoz sziikség lesz a (7.33) Osszefliggés részeinek

atalakitasaval kapcsolatos és a kovetkezSkben magyarazattal részletezett kép-
letekre:

(a) A Q*-ot értelmezs (7.30) alatti Osszefliggést is felhasznalva kapjuk,

hogy
(Ixn)- Q" =I(nxQ")=nxQ" =nx1I cosi. (7.34a)
(b) Ugyanilyen modon adodik, hogy:
Q" (nxI)=(Q"xn)-I=Q"xn=Ixncos. (7.34b)

(¢) Nem nehéz belatni, hogy a fenti két képletben allo nx I és I xn
szorzatok értéke azonos:

nxI=n"g xgr@g"=n"e..8" ©0g"
=ghfogie,.n" =g"@g, xgn " =Ixn. (7.34c)
(d) Tovabbi részeredmény kaphato az alabbi atalakitassal:
(Ixn)-(nxI)=(g"®gyxn) (nxg'®g)
= (grxn)-(nxg")g" g =gr (n‘'n-g)g"og
= (nyn*—0,") g"®gr=n®n-1I. (7.34d)
(e) A Q" szimmetrikus tenzort adé (7.30) képlet alapjan:
Q@) =Q-@
=cos? ) T+2costy (Qrrr —cosy) n®n
+(Qrrr—cosy)’n@n
=cos” ) I+ (QF;; —cos’ 1)) n®n. (7.34e)

Felhasznalva, illetve helyettesitve mostmar a (7.34a,. . .,e) részeredménye-
ket a Q- Q7 szorzatot ado (7.33) képletbe, a

Q- Q" =cos’ I+ (Q?ll—cosz w) n®n+sin?y I —sin®yn@n  (7.35)
=I+(Q};;—1) n®n

eredményt kapjuk. Akkor ortogonalis a (7.29) képlettel értelmezett Q tenzor,
ha egységtenzort ad a Q- Q7 szorzat. Azonnal latszik a (7.35) Osszefiiggés
alapjan, hogy ennek a

Q%HZI, azaz a Qrr==+1

relacioé fennallasa a feltétele.
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A tovabbiakban tisztazzuk a Qpy jelentését. Tegytik fel, hogy ortonormalis
bézisban vagyunk, és fennall az

n:glzgl

egyenlet. Ez esetben
det(Q'QT) = |ka er| = det(I+ (Q%[}* 1) Il®11)

14+Q7,,-1 0 0

0 1 0[=Q%;.
0 0 1

A kapott képlet szerint Qrrr a Q tenzor harmadik skalarinvaridnsédnak vehetd.
Osszegezve a szakasz eredményeit igazoltuk, hogy a (7.29) képlettel adott
tenzor ortogonalis, ha Q;;r=41, ahol Q;;; a tenzor harmadik skalarinvariansa.
Qrrr=1-re a (7.29) alatti elgallitas megegyezik a véges forgatis R tenzoréaval.
Kovetkezésképp ortogonalis az R tenzor.
Szokas a véges forgatas Ry, tenzorat a

Y=ypg=1yn (7.36)
forgasvektor, illetve a hozza tartozd
Uio = —EpemP™ (7.37)

ferdeszimmetrikus forgastenzor segitségével is felirni.
A (7.36) forgasvektor helyettesitésével adodik (7.28)-bol az
1—cosv

sin vy
Ry = cosy gre+ ——5— Yrtbe —
P2 (4
eredmény, ami a véges forgatas tenzoranak méasodik alakja.
Tekintsiik most a

kaswsf = Eksm d)m 5Str "/)r gte = EStr Esmk ¢m 1;[}7" gie
= (6" 0"k =" 0" %) V" Py gro = o o — gre " by

atalakitast, ahonnan

Ektm P (7.38)

Yk e = Vs Vo0 + gre V" Y .
Az utobbi eredmeény (7.38)-ba torténd helyettesitésével

1—cos sin
Rye = cos ) gre+ Tw (UrsW°+ gre V" ) — Tw Ekem V™,
azaz
1—cos sin
Ry = Jke + Tw U lpsg =+ ww 4%, (739)

a véges forgatas tenzoranak harmadik alakja.
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7.2.3. A polaris felbontasi tétel. A véges forgatéassal kapcsolatos ered-
meények is megjelennek a kontinuumok alakvaltozasi elméletében nagy jelents-
ségii polaris felbontasi tételben, amelyet J. Finger publikalt [18]:

Legyen pozitiv az F = F*, g, @ g’ mdsodrendd tenzor determindnsa:

|F*|>0. (7.40)

Ez esetben mindig megadhato az F' az

|F=RU=V-R] (7.41)

alakban, ahol az U és'V pozitiv definit szimmetrikus tenzorok, mig az R tenzor
forgatds. Emellett mind U, mind pedig V' egyetlen:

U=VF' F, V=VF-F". (7.42)

Az F=R-U és F =V - R elsallitasok az F' un. jobb oldali és bal oldali
poléris felbontasai.
Az igazolas els6 lépésében megmutatjuk, hogy

FT' F ¢ F.FT

egyarant szimmetrikus és pozitiv definit. A szimmetria azonnal kévetkezik az
(FT~F>T —FT. (FT)T _FT.F,
(F~FT>T = (FT)T~FT —F.FT
atalakitasokbol. Az is fennall, ha a v tetszdleges nem zérus vektor, hogy
v.-F.-FT.v= (FT~V) . (FT-V) >0,
v-FI.Fov=(F-v)-(F-v)>0.
Mivel az F invertalhato, az F-v=0 (F’ .v=0) egyenletnek csak v =0 esetén
zérus a jobb oldala. Kévetkezésképp
FT'.F & F-FT
egyarant pozitiv definit.

Unicitas. Legyen az F = R-U az F egy jobb oldali polaris felbontésa.
Mivel az R forgatas, teljesiilni kell a

FT.F=UT".R" R U=U?
I

egyenletnek. A négyzetgyokvonassal kapcsolatos unicitési tételt is kihasznalva
megallapithato, hogy egy és csakis egy olyan pozitiv definit és szimmetrikus
U létezik, amelyre igaz, hogy a négyzete F’ - F. Mivel U egyetlen, a (7.41);
alapjan adodo

R=F.U"

is egyetlen.
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Létezés. Ertelmezziik az U-t a (7.42); Osszefiiggéssel, és legyen
R=F.U".

Annak igazolasahoz, hogy a (7.41); polaris felbontéas, mar csak azt kell meg-
mutatni, hogy az R forgato tenzor (vagyis det(R) >0 és RT -R=1).

Mivel det(F) > 0 (ez feltevés volt) és det(U) > 0 (U pozitiv definit), az
kovetkezik, hogy det(R) > 0. Masrészt

RT.R=U'FT.FU'=1I,
U2

vagyis valoban forgaté tenzor az R.
Ezzel a igazoltuk a jobb oldali polaris felbontas létezését és unicitasat.
Ertelmezziik most a V tenzort a

V=R.U-R" (7.43)

moédon. Mivel az R és U egyetlen, a V is az.
Vegyiik észre, hogy a V szimmetrikus és pozitiv definit.

Valoban,

(a) a szimmetria azonnal kévetkezik a
T
v'=(RU-R") =R:(RU)'=R-U-R" =V

atalakitasbol.
(b) Ami a pozitiv definitséget illeti, tetsz6legesnek tekintve a v vektort
irhatjuk, hogy
v-Viv=v-RU R .-v=v-RVU-VU-RT .v
—
v

2
= (\/ﬁ-RT~V) . (\/ﬁ-RT-v> = (\/ﬁ-RT-V) >0,
ahol VU - R” invertalhat6 (zérustol kiilonboz6 a determinansa), ezért
csak v =0 esetén lehet a jobb oldal zérus: a V' tehat pozitiv definit.
A (7.43) egyenlettel értelmezett V-re nézve az is fennall, hogy
V.R=R-U-R" " R=R-U=F,
—
I

ami azt jelenti, hogy V- R a bal oldali polaris felbontas.
Végezetiil vegyiik azt is észre, hogy

V2=RU-R" RU R"=F -FT.
F I FT

Ez egyben azt is jelenti, hogy fennall a (7.42)5 egyenlet is.
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7.3. Specialis negyedrendi és izotrop tenzorok

7.3.1. Specialis negyedrendii tenzorok. A negyedrendd egységten-
zort az
I=48",,8,08,08 ©g" =8%0%,8:08,08" 0g™
=g, 0g,®g°®g!=0,,""g°Rg!®g)O8m
=675, Rg'0g0gn =8°®gI0g.®g, (7.44)
Osszefiiggés értelmezi. Az indexemelés- és siillyesztés szabalyaival tovabbi ala-
kok is képezhetSek, de ezeket nem irtuk ki.
Tekintsiik el6szor az [ negyedrendii egységtenzor masodrendd A tenzorral
képzett kettds skalaris szorzatait. Fennall, hogy
I-A=(g;®g,08°®g") " (""" gm ®8n)
=(g8s®8q¢) 8" 8m 87 '8n a"" =a"" g 08 =A. (7.45a)
—_——— ——
6% 5,
Ugyanigy ellenérizhets, hogy
A--T=A. (7.45b)

A (7.45a) és (7.45b) képletekkel adott leképezések azt igazoljak, hogy a
negyedrendd egységtenzor énmagara képezi le a mésodrendi tenzorokat. Ez
a tulajdonsiguk hasonl6 ahhoz, amit a mésodrendd egységtenzor esetén mér
lattunk, miszerint a masodrendt egységtenzor 6nmagukra képezi le a vektoro-
kat.

A

T:gs@)gq@gq@gs (7.46)
negyedrendi tenzor transzponélja a masodrendd tenzorokat:
T-A=A.T=AT (7.47)

Ez konnyen ellenérizhets a (7.45a) képlet atalakitdsdnak lépéseit ismételve
meg.
A fentiek alapjan nyilvanvalo, hogy

HSZ~A:%(]I+T)-A:%(A+AT) — A, (7.482)
—_——
és hogy "
1 1 .
]IaSZ~A:§(]If’JT)-A:§(A+A ):Aasz, (7.48b)
———

lasz

ahol Tg,, valamint I,s, szimmetrizal6 és antiszimmetrizaloé negyedrendi tenzor.
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A
C=C""g, 08,08 ®g 6 S=S5,.8"®g'0g ®g" (7.49)
negyedrendii tenzorok egymas inverzei, ha fennéllnak a
C--s=1,  C™™* Sppuy =0"",, =0",6",,
S-C=1,  SpgmaC™™ =0, =06,

(7.50)

Osszefiiggések.

7.3.2. Izotrdp tenzorok. Tételezziik fel, hogy valoédi ortogonalis matrix
a 7. matrixa a (4.23) képletsorozatbol kivehetd

lgé - gij gT = Tré gr (751)
képletben, azaz irhat6, megtartva a vonatkozo jelolést, hogy
7,/ =[Rf]. (7.52)
Ertelmezziik a vonatkozo forgato tenzort a
=R, ‘g’ ®g (7.53)

modon. Mivel az R tenzor valodi ortogonalis tenzor (forgatéd tenzor), fennall
a transzponaltjat tekintve az

I=R"-R=(R,’g.®g") (R,'g"®g/) = (8:28¢) R, 9" R,"
= (g"®8¢) 9 R," 9" R, = R"R," (8" ®g¢)
\W_/
6
egyenlet, ahonnan a késébbiek kedvéért kiemelve az is, hogy
R"R'=RIR",=6,. (7.54)
Ertelmezés szerint akkor izotrop tenzor valamely n-edrendi tenzor

(n=0,1,2,3,4), ha a koordinatai valtozatlanok maradnak az ortogonalis
transzforméciok sorén.

(a) Egy skalarmez6 (pl. h6mérséklet eloszlas egy szilard testben) nyilvanvaloan
izotrop.

(b) A vektorok koordinatai KR-fliggsek, emiatt csak a zérus vektor vehetd
izotrop vektornak.

(¢) A metrikus tenzor koordinatai valtozatlanok ortogonéalis transzformacio
esetén, mivel pl.

/ ke_/gk ’g[—Rpkgp-R/ r:R kR égpr
=R"™R'=R"R."g" =g  (7.55)
\ﬁ,_/
5.t
Ez az eredmény azt jelenti, hogy az al alakt masodrendii tenzorok — o valos
konstans — izotrép tenzorok.
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(d) Ami az epszilon tenzorokat illeti, a 7.51, (7.52), valamint az (5.6) képletek
alapjan fennall, hogy

/Euvv — [/gu Igv lgw] — Rpu qu Rrw [gp gq g’r]
=R,“R,"R," \/g°e"" = det(R,,") \/g°""" = """, (7.56)

epar =1

Ez az eredmény azt jelenti, hogy izotrép tenzor a kontravaridns epszilon ten-
zor. A kovaridns alak esetén hasonlé gondolatmenettel igazolhato az izotropia.

(e) Legyen A, p és k valos nem zérus allando. Kovetkezik a (7.55) alatti ered-
ménybdl, hogy a negyedrendd

Cmnk( — /\gmngkl +Mgmkgn€ +Kgm€gnk (757)

tenzor is izotrép tenzor. Kimutathato, hogy ez a tenzor az egyetlen negyedren-
dd izotrop tenzor. A hosszadalmas és részletes igazolast illetGen az [5] konyvre
hivatkozunk.

Tegyiik fel, hogy y = k. Ez esetben szimmetrikus a C"™"*¢ tenzor az ™" és
k¢ indexparok tekintetében. Ez azonnal kivetkezik a

CmnkZ — )\gmngk/_i_u (gmkgnl +gmfgnk) (758&)

képletbsl. A C™™# negyedrendi tenzor utobbi alakjanak az

A

—_— mn 7.58b

1
Spqmn = @ (gpmgqn +gpngqm) +

negyedrendii tenzor az inverze.
Megjegyzések:
1. Az utobbi két képletben all6 )\ a rugalmassagtani feladatok anyagegyenle-

tében (altalanos Hooke-torvény) 4ll6 Lammé-allandé.*
2. A p pedig a nyirasi rugalmassagi modulusz, avagy a mésodik Lammé-

allando.
Legyen a v egy 4j allando, és tételezziik fel, hogy
A=2uv/(1-2v). (7.59)
Ekkor atirhatok a (7.58) képletek a
2uv
Cranke = 4 (gmkgnZ +gm€gnk) + mgmngké (7603,)
és
S = —— ( + ) ’ (7.60b)

alakokba, melyekben v a Poisson-szam?. Az Spgmn tenzor nyilvanvaléan ugyan-
csak izotrép tenzor.

lGabriel Lamé francia matematikus, (1795-1870).
2Siméon Denis Poisson francia fizikus, (1781-1840).

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

7.3. Specialis negyedrendii és izotrop tenzorok 97

Megjegyzés: Az izotrop tenzorok el6zéekben attekintett értelmezése a kar-
téziuszi KR-ekben adott értelmezésen alapul. A Rayleigh-szorzat fogalméat fel-
hasznalva egy tovabbi, de a lényeget tekintve az el6z6 értelmezéssel azonos
értelmezése is adhato az izotrop tenzoroknak. Ezt a szorzat értelmezésének és
tulajdonsagainak attekintése utdn mutatjuk be.

Legyen az S egy masodrendi, az (")A pedig egy n-edrendi tenzor (n>0).
A Rayleigh-szorzatot az

S*(")A:A”qr"'sS~gp®S-gq®gT®-~-®S-gs (7.61)

egyenlet értelmezi [1]. Hangstlyozni szeretnénk, hogy a képletben a bézistenzor
alakjanak nincs szerepe. Nyilvanval6 az is, hogy ez a szorzas nem kommutativ
miivelet.

A definiciobol kévetkezGen fennall, hogy

I«MA=0A,
Legyen a P egy tovabbi méasodrendid tenzor. Fennallnak tovabbé az aldbbi
Osszefiliggések:
Px(SxMA)=(P-S)x™A,
Sx (S 1x(MAa)=(A.
Tételezziik fel, hogy az A és B tetsz6leges tenzorok. Ekkor az is fennall, hogy:
S+x(A®B)=(S+xA)®(S*B).
(a) Han=0, azaz skalar az A, akkor a Rayleigh-szorzat értelmezés szerint

magéat a skalart eredményezi.

(b) Ha n=1, azaz vektor az A, mondjuk a akkor a Rayleigh-szorzat az a
képe a vonatkozo leképezésben:

S*x(A)=S-a. (7.62)

(¢) Ha n =2, azaz méasodrendii tenzor az A, akkor a Rayleigh-szorzat az
alabbi alakban irhatoé fel:

Sx(A)=A-5-AT.

Legyen az R tetsz6leges forgaté tenzor. Izotrop tenzor ekkor az (™A, ha
fennall a

Rx(MA =4, (7.63)
egyenlet.

(a) A skalarok nyilvanvaléan izotropok.
(b) Kittnik a (7.62) képletbdl, hogy a nem zérus vektorok nem izotropok.
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(¢) Ami az egységtenzort illeti, az alabbi atalakitassorozat igazolja, hogy
az egységtenzor, kivetkezsleg az ol alakd gémbi tenzorok izotrépok:

R+I=Rx(97gs®g,) =g"R-g;®R-g,
=g Sququ (gr . gs) ® Rm”gm(gn : gp) = RqTRm"grs gnpgsp giog™
——

5,°
— RqrgrsRm“J gq ®gm — Rquér gémgq ®gm = Gym gq ®gm -TI.
\_v_/
3,°

(d) Az epszilon tenzorok ugyancsak izotropok — ezt azonban nem igazol-
juk.

(e) A (7.58) és (7.60) képletekkel adott negyedrendd tenzorok nyilvanva-
l6an ugyancsak izotréopok.

7.3.3. Izotrép skalar-tenzor fiiggvény. Legyen a C=C*, g, ®g’ szim-
metrikus tenzor: C=C7. Jeldlje A, és n, (|n,|=1) a C tenzor sajatértékeit és
sajatvektorait. Legyen tovdbba az R = R*, g, ®g" valodi ortogonalis tenzor.
Ami a C tenzor karakterisztikus egyenletét illeti (6.44) alapjan fennall, hogy

Pg(/\):>\3—01>\2+011>\—0111. (764&)

Kénnyen ellensrizhets, hogy a C’ = R- C- R” tenzor szimmetrikus, és hogy

=1 =1
~ —
Py(X) = — |R*(C*, = N6*)R .| = —[R*, [ |(CY = N'6")| |R .|
=(X) =Cr (N) +CrN = Crn (7.64b)

a karakterisztikus egyenlete. A (7.64a) és (7.64b) képletek egybevetésébsl azon-
nal kovetkezik, hogy
)‘/r = )\7‘ )

, , , (7.65)
Cr=Cr, Cir=Cir, Cr=Clr,

ami azt fejezi ki, hogy a C és a C’ tenzorok sajatértékei és a skalarinvariansai
megegyeznek egymassal. Erdemes megemliteni, hogy ez az eredmény teljes
osszhangban van a (6.45) képlettel.

Ami a sajatvektorokat illeti, fennall, hogy

C'n.=R-C-R"n,=R-C-n.-R=)\n,-R"-R=\n,, X, (7.66)

N—— N——
Arn,. =I

ami azt jelenti, hogy a C és a C' tenzorok sajatvektorai is megegyeznek egy-
méssal.

Izotrépnak nevezziik az f = f(C') skalar-tenzor fiiggvényt, ha barmely
R-re nézve teljestil az

f(C") = f(R«C) = f(R-C-R") = f(C) (7.67)

egyenlet. Az kovetkezik a (7.64), (7.65), valamint a (7.67) egyenletekbdl, hogy
az izotrop skalar-tenzor fiiggvény fiiggetlen kell, hogy legyen az R tenzortol.
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Ez azt jelenti, hogy csak a Cy, Cry, Cryr skalarinvariansoknak lehet az f a
fliggvénye:

| /(C") = f(R*C) = [(C1.C11,Cr1r) .| (7.68)
A (6.70) képlet szerint
Cr=XA+Xa+As, Crr=AAatds+ A, Crr=XMdds  (7.69)
a harom skalarinvarians értéke. Kévetkezésképp
J(Er, Err, Errr) = f(A1, A2, Ag) . (7.70)

Ha A3, A3 és Aj-at helyettesitiink A1, Ay és A3 helyére a a (7.68) képletben,
akkor nem valtozik a skalarinvariansok értéke. Fz a megfigyelés a sajatértékek
ciklikus felcserélhetGségére vezet az elgbbi képletben:

| FOu, A0, 0) = Fh, A, M) = (s, A1, M) - | (7.71)

7.3.4. Izotrop tenzor értéki tenzor fliggvény. Izotropnak tekintjitk
a tenzor értékd @ tenzor fiiggvényt (tenzor-tenzor fiiggvényt)

=d(C); S=90", C=C", (7.72)
ha barmely R-re nézve fennall, hogy
#(C')=d(R+C)=d(R-C-R")=R-¥(C)-R". (7.73)

Vegyiik észre, hogy feltételeztiik a @ fiiggvénynek és fiiggetlen véltozojanak,
azaz a C tenzornak a szimmetridjat.

Legyenek az ¢, ¢1,. .., ¢k (k> 0) fiiggvények valos értékd izotrop skalar-
skalar fiiggvények, melyekre nézve tehét fennall, hogy: ¢y = ¢o(C') = ¢o(C) =
= Qﬁg(C], Crr, C[]]) (f =1,2,..., k) Ez esetben a

B(C) =l +¢1C+¢C*+¢3C°+-- -+ ¢, C" (7.74)
tenzor polinom izotrép tenzor-tenzor fiiggvény. Ezt az allitast azzal a feltevéssel
igazoljuk, hogy ¢ = ¢1 = ¢p3 = ... = ¢, = 0. Nyilvanvalo, hogy

=1
——
#(C')=®(R-C-R")=¢R-C-R" -R-C-R"
=R-$C? R=R-#(C)-R”, (7.75)
—— _—
—&(C)

ahol az aldhuzott tagok egyenlésége egyben az allitas igazolasat jelenti. Ami
pedig a (7.74) kifejezésben allo tobbi tagot illeti, az igazolas a fentiekhez ha-
sonloan végezhetd el.

A (6.77) Cayley—Hamilton-tétel szerint

ci=0C;C*-CC+Cyyl.

Ha ezt az Osszefliggést ismételten és ismételten kihasznélva behelyettesitjiik
a (7.74) képletbe, akkor az egyszert

B(C)=doI+¢1C+¢C°+- -+, C* =poI +9, C+1p,C*  (7.76)
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alakra jutunk, ahol a g, 11 és i skalarok izotrép skalar fiiggvények.

AC (C=CT)és C* (k>2) tenzorok koaxialisak. Ha k = 2, irhatjuk,
hogy

C?n, = C-C-nsz)\S-C-nS:)\ins.

Ez azt jelenti, hogy a C és C? tenzorok valoban koaxiélisak. A ketténél ma-
gasabb hatvanykitevoket tekintve hasonlo az igazolas: C* ng = (As)* n,.

Nyilvanvalé ennek alapjan, hogy a (7.76) képlettel adott @(C') izotrop
tenzor-tenzor fiiggvény (tenzor polinom) sajatvektorai megegyeznek a C ten-
zor sajatvektoraival.

A tovabbiakban azt igazoljuk majd, hogy ez az allitds barmely izotrép
&(C) tenzor-tenzor fiiggvényre is érvényes [22, 12, 1].

A C tenzornak

3
C=> \ngon (7.77)
spektralis felbontasa. Tételezziik fei_;logy
R=n;®n;—n;®n; —n; ®n; . (7.78a)
Ekkor kénnyen ellenérizhets, hogy
R-n;=n;, R-ny,=—ny, R-n3; = —ngs, (7.78Db)
és hogy
R-RP"=R R=n,®n;+n,@ns+n;®@ns=1. (7.78¢)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy valodi ortogonalis tenzor a (7.78a) képlettel
értelmezett R tenzor. Az is fennall, hogy

3
R-C-R" = 0 :(n1®n1—nl®nl—n1®n1)'(ZMHZOHO
(7.78), (7.77) =1

3
‘(n1®n; —n;®n; —n; ny) :Z/\f nyon, = C'.
(=1

Legyen a @(C) egy izotrop tenzor-tenzor fiiggvény. Ha az el6z8 egyenletet
is figyelembe vessziik, akkor kapjuk, hogy

R-#(C) R"=®(R-C-R")=9®(C).
Szorozzuk meg a fenti egyenletet jobbrol R-el, és az
R-$(C)=9(C) R
eredményt pedig n;-el. Kapjuk, hogy
&(C)-R'ny =9(C) n1=R-P(C) ny,

_
azaz hogy

R@(C)nl :@(C)nl .

Eszerint a képlet szerint az R tenzor a @(C)-n; vektort dnmagéra képezi
le. Vegyiik észre, hogy az n; vektorral parhuzamos vektorok azok az egyediili
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vektorok, amelyeket az R tenzor énmagukra képez le. Kévetkezsleg a &(C)-n;
vektor parhuzamos az n; vektorral, ami egyben azt is jelenti, hogy az n; vektor
egyben a ¢(C') sajatvektora is. Az

R=-—n1n®n+n®n;—n;®n; é R=-n®n;—n;®n;+n;@®n;

valasztasok utan kovetve az el6z6 gondolatmenetet, azonnal adoédik az a ko-
vetkeztetés, hogy az ny és ng vektor ugyancsak sajatvektora a @(C') izotrop
tenzor-tenzor fiiggvénynek. Mindez egyben azt is jelenti, hogy a #(C) és a C
tenzorok koaxialisak. Kévetkezésképp

@(C)-ngzugng, ueznz-ds(C)-ng, j:e (7.79)
ahol py a @(C) tenzor egy sajatértéke. A &(C') tenzor polaris felbontéasa pedig

3
@(C) ZZ/M n,@ny (7.80)
=1

alakd. A tovabbi vizsgalatok azt kivanjak kideriteni, hogy milyen a @(C) fiigg-
vény matematikai alakja. Harom kiilonboz8 esetet vesziink sorra.

(a) Tételezziik fel, hogy kiilonboznek egymastol a C tenzor sajatértékei:
A1 # Ao # A3. Tételezziik fel tovabba, hogy

3 3 3 3
> mene@ng =5y n@n+5> Aene@ng+52 (M)’ ne@ng,

=1 (=1 {=1 {=1

&(C) I c (C)?
(7.81)
ahol a f3,, 81 és (2 egyel6re ismeretlen skaldrok. Vegyiik észre, hogy
a (7.81) egyenlet egyenértéki a kovetkezs harom skalar egyenlettel:

1 = Bo+Bid +B2(M)?,
2 = Bo+ B+ B2(A2)?, (7.82)
13 = Bo+BiAs+Ba(As3)? .

A fenti egyenletek egy linearis algebrai egyenletrendszert alkotnak a
Bo, 81 and B ismeretlenekre nézve. Ennek az egyenletrendszernek zé-
rustol kiilénbo6z6 a determinansa:

d=(A1—X2)(Aa—A3)(As— A1) £0.

Eszerint egy és csakis egy megoldas létezik a harom skalaris ismeret-
lenre. Kovetkezésképp az adodik most mar a (7.81) képletbdl, hogy a
&(C) tenzor-tenzor fiiggvény kvadratikus polinomja a C' tenzornak,
ha az utobbi tenzor sajatértékei kiillonbéznek egymastol:

¢(C):5OI+/510+52(C)2. (7.83)

A (7.82) képlet szerint a p, sajatértékek a A1, Ao és A3 sajatértékek
fliggvényei. Ez egyben azt is jelenti, hogy a f,, 81 és B3 egyiitthatok
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ugyancsak a A1, A\g és A3 fliggvényei. Mivel a Ay sajatértékek a Cr, Crr
és Cpyy skalarinvariansok fiiggvényei, adodik a kovetkeztetés, hogy

Bo = Bo(Cr,Cr1,Crr1r) 5 1= P1(C1,C11,Cr11)
B2 = B2(Cr,C11,Crr1)

ami azt jelenti, hogy a B,, 81 és B3 skalarok izotrop skalarok. Ennek
alapjan vetve egybe a (7.83) és a (7.76) képleteket, nyilvanvalo, hogy
a (7.83) fliggvény valoban izotrop tenzor-tenzor fliggvény.

Tételezziik fel, hogy a C tenzor két sajatértéke megegyezik egymassal:
A1 # Ao = A3. Tételezziik fel tovabba, hogy

3 3 3
ZM HZOHZZﬁoZHeOHZ-FﬁlZ/\e nyong. (7.84)
=1 —1 —1
~— S~ N—
&(C) I c

Ez az egyenlet egyenértékd két egymastol fiiggetlen linearis egyenlet-
tel, melyekben [, és 81 a két ismeretlen:

p1=Bo+P1A1,
M2 = ﬂo + Bl Az
Az egyenletrendszer determinénsa ismét nem zérus:
d=Xa—A\1.

Vagyis egy és csakis egy megoldas létezik a [, és 1 ismeretlenekre.
Ha zérussal tessziik egyenlévé Bo-6t a (7.83) képletben, akkor kapjuk,
hogy

D(C)=pB.I1+5C, (7.85)

ami lényegében azt jelenti a (7.83) és a (7.84) képletek egybevetése
alapjan, hogy a (7.83) alatti elGallitas tovabbra is érvényes.

Legyen egybees§ a C tenzor harom sajatértéke: Ay = Ay = A3. Felté-
telezziik, hogy

3 3
z g Ngony = BOZ ngony. (7.86)
=1 =1
—_— —_—
&(0) I
Kovetkezésképp
He = ﬁo ’

ami egyben azt is jelenti hogy a @(C') izotrop tenzor-tenzor fliggvény
(7.83) alatti elGallitasa a

D(C) =61 (7.87)

alakra egyszertisodik.
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Az a végs6 konklazio, hogy a @(C) izotrop tenzor-tenzor fliggvény meg-
adhato a
&(C)=B,I+pC+pC? (7.88)

alakban, ahol a Sy, B1 és [ egyiitthatok izotrop skalarok, melyek a Cy, Cyy
és Cpyy. invariansok fiiggvényei.

Ez az osszefiiggés megegyezik a mas taton levezetett (7.76) képlettel.

A jelen szakasz gondolatmenete jelentds mértékben az [1] konyvre tdmasz-
kodott.

Gyakorlatok

1. Ellenérizze, hogy az (y1,y2, y3) kartéziuszi KR-ben tekintett Q; és Q,
tenzorok ortogonélisak!

2 1 1 1 V2
3 3 73 2 2 2
Q= 2 1 2. Q= 1 1o
3 3 3 2 2 2
_1 2 2 V2 V2 0
3 3 3 2 2

Melyik tenzor forgato tenzor?
2. Igazolja, hogy az (y1,y2,ys) kartéziuszi KR origdjahoz kotottnek gon-
dolt @ tenzor forgatd tenzor. Hatarozza meg a forgatas tengelyét és

sz0gét, ha
1 _ 1 1
2 V2 2
Q= 1L 1
- 2 V2 2
1 0 -+
V2 V2

a tenzor méatrixa ebben a KR-ben.

3. Igazolja, hogy két ortogonélis tenzor dsszege nem sziikségképp ortogo-
néalis tenzor.

4. Legyen P, @ és R ortogonalis tenzor. Igazolja, hogy a P-Q- R szorzat
ortogonélis tenzor.

5. A P tenzort permutéicios matrixtinak nevezziik, ha [p,f] egy-egy so-
raban és oszlopaban &ll6 harom elem koziil ketts zérus, a harmadik
pedig egységnyi. Mutassa meg, hogy ez a tenzor ortogonalis.

6. Legyen az a egységvektor. Igazolja, hogy az alabbi tenzor ortogonélis:

Q=1-2a®a.

7. Legyen a @ ortogonalis tenzor. Legyen tovibba n pozitiv egész szam.
Mutassa meg, hogy Q" ortogonalis tenzor.
8. Igazolja szimbolikus jel6lésrendszerben, hogy a

Q.a=+ta
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egyenletnek +q, (g, a tenzor vektorinvariansa) a megoldasa az a vek-
torra nézve, ahol pozitiv az el6jel, ha det(Qkp) =1, és negativ, ha
det(Q",) = —1.
9. Legyenek valamely (z) gorbevonali KR egy P pontjaban
i
50
gl=i', g? =2i", g=i

g1:i7 g2 = g3:i7

a kovarians és kontravarians béazisvektorok az (y) kartéziuszi KR ba-
zisvektoraival felirva — lasd a 4.2.a. 4brat. Ezek birtokaban

1 0 0 (1 0 0]
0 0 1 U
a két metrikus tenzor, és
1 0 0 1 0 0]
7.,/ ]=[gn-i]=|0 % 0 s [tf]=]0 2 0
0 0 1 | 0 0 1 |
a két transzformécios tenzor. Hatarozza meg az F' tenzor tenzor polaris
felbontésait :
0 —-0.8 —1.2 0 —32-1.2
[F"q] =[(2 0 0 , [F,"]=105 0 0
0 0.6 3.4 0 24 34

(A teljesség kedvéért megadtuk a tenzor kontravaridns-kovarians ko-
ordinatai mellett a kovarians-kontravarians koordinatakat is.)
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8. FEJEZET

Tenzorok analizisének elemei

8.1. Derivalasok gorbevonali KR-ben

8.1.1. Bazisvektorok analizise. Ha valamely, mondjuk az u vektort
parcialisan derivalni kell az z* koordinatak szerint, akkor a bézisvektorokat is
derivalni kell. Az (y) kartéziuszi KR-ben érvényes

al: 0 (uki)zaiuki %:
oyl — oyl k Ayl ks Ay’
képlet helyére gorbevonalu KR-ben a
ou o & ou® x 09
9zl oxl (u gk)Z@gzﬁu Izl (8-1a)
vagy a
ou 0 e Ouk og*
Bal = 5at (H9) T Gpr 9 Tk (8:10)

képletek lépnek, mivel a bazisvektorok is a hely fliggvényei. A (8.1a,b) képletek
vilagosan mutatjik, hogy a bazisvektorok derivaltjainak fontos szerepe van a
vektorok és tenzorok gorbevonalit KR-ben térténd derivalasaban.

Az (1.42) és (1.40) Osszefuggeések felhasznalasaval konnyen belathato, hogy
gk v  Ogy  OyP L O%yP Oz (8.2)
oxt  Oxkoxt  Ox*  Oxkoxt P Oxkoxt Oy 8- '

A tovabbiakban megéllapodunk abban, hogy a helykoordinatak szerinti

parcialis derivéalast, 6sszhangban az indexes jel6lésmod szellemével, a

) )
G ()= (00 =0 5o (=00 =00, (83)

modon szedjiik. Szavakban: az alulsé indexsorban irt vessz6 utan allo és a ko-
ordinatat azonosit6 index is jeldlheti a koordinata szerinti parcilis derivaltat.
Ez a jelolés az illet6 mennyiség aluls6 indexsoranak legvégén kell, hogy legyen
elhelyezve.

A T/, masodfajua és 'y, els6faja Christoffel-szimbolumokat a

‘ 8.0t =8k =118 =The,r g (8.4)

egyenlet értelmezi [6]. Hangsulyozzuk, hogy ez esetben a vessz§ utan allo r
index nem parcidlis derivaltat jelol. Ha atszorzunk skalarisan a g9 vektorral,

105
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106 8. Tenzorok analizisének elemei

akkor tekintettel a (8.2) Osszefiiggésre is, a

ox 4
ke Gup
képletet kapjuk I'J, szamitasara. A (8.2) és (8.5) Osszefiiggésekb6l egyarant
kovetkezik, hogy a I', és Ty, Christoffel-szimbolumok szimmetrikusak a k¢
indexpar tekintetében:

gr gl =T/, =y (8.5)

’ Ly=T/, Tie,r =T r - (8.6)

Kés6bb, a 8.1.2. szakaszban igazolni fogjuk, hogy a Christoffel-szimbo6lumok
nem tenzorok.

A (8.4) egyenlet g?-val torténd skalaris szorzasa utéan, ezittal az elss egyen-
16ségjeltdl jobbra allo képletrészeket hasznositva a

‘ Iy =T/, Lrke,r =Tk, r, ‘ (8.7)

azaz a

’ Ty =The,rg™, ‘ (8.8)

egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy T'y¢ , birtokaban I')}, az r index
felemelésével adodik. Ha a (8.4)-ben g, helyére g" = ¢g"°g,-t irunk, majd at-
szorzunk skalarisan g,-val, akkor a
U8 8 =Tri,r9°8s 8 =Tki,r 9" gsq
S—— N~ N——

9rq Jsq 0"
azaz a

Fké,q = F]:e 9rq (89)

eredmény adodik. Szavakban: I'y, , a I'[, masodfajia Christoffel-szimbolum r
indexének lesiillyesztésével szamithato.

A g" felssindexes bazisvektorok x! szerinti parcialis derivaltja ugyancsak
megadhato6 a Christoffel-szimbolumok segitségével. Valoban, ha a 6% Kronecker-
szimbolumot parcilisan derivaljuk az x, szerint és felhasznaljuk a (8.5) Gssze-
fliggést, akkor a

0=06%c=(g"gk) c=8"v8rtg! gk ¢,
——
Ty
illetve a
gq,l'gk = _Flgg
Osszefiiggés adodik, ahonnan

gl =-TLeg". (8.10)

A Christoffel-szimbolumok kiszamithatoak a (8.5) és (8.9) képletek se-
gitségével, feltéve, hogy mind az x? = zi(y',y?, y?) fiiggvények, mind pedig
az y' =yi(xt, 22 23) inverz fiiggvények ismertek. A Christoffel-szimboélumok

meghatarozasara azonban tovabbi lehetGségek is vannak.
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Derivaljuk a g, metrikus tenzort P szerint, és hasznaljuk ki a (2.3a) és
(8.4) képleteket:

Grs,p=(8r"8s),p=8r,p B +8r 8s,p=Lrp,s+sp,r- (8.11)
A (8.11) Osszefliggés alapjan adodo
Grs,p=Lrp, s +lsp r,
9ps,r =Lpr s+l p,
Gpr,s =Lps,r+T0s p

egyenleteket 1/2-del szorozva és az els6 ketts Osszegébdl az utolsot levonva a

(gTS’P'i_gpsw_gpr,s) (8.12)

N =

Fpr,s =

eredmény kovetkezik.
Ortogonalis gorbevonali koordinata-rendszerekben gxy = 0, ha k # £. Ezt
és a (8.12) képletet kihasznalva kénnyen belathatoak az alabbi Osszefiiggések:

Iie,s=0, ha k#£L#s#k, (8.13a)
1
Tre k= 5 kh,¢ ha k#/4, Mk (8.13b)
1
Lik e =—50kke ha k# L, DS (8.13c)
1
Uik, k= 3 kk.k - 3 (8.13d)

Itt a X szimbolum azt jelenti, hogy nem érvényes az Gsszegezési konvencio a
k index tekintetében.

Tovabbi lehetdséget kinal a Christoffel-szimbolumok szamitasara a (8.8)
Osszefiiggés alapjan a gP™ szimmetridja és a (8.11) képlet kihasznalasaval ir-
hato . )

F;::Ln :Fk:’m,’pgpﬁl — 5 (Fk;m,p"_rkrp,m)gpm = igmp Imp , k
—_— —
9mp , k
egyenlet, ha figyelembe vessziik az alabbiakat :

(1) A G™gg = go0™, egyenlet — itt G™? a vonatkozd adjungalt — g,
szerinti parcialis derivaltjat képezve azt kapjuk, hogy

oG ™1 Yqr o 890 oG ™ 8gqr

= o, hiszen =0 és =P
q-
9pr Ogpr 9pr 9pr
Gmagp, 040
9mp

Innen 1/g,-val torténd atszorzassal az

iGmp: mp _ i 690
9o Yo 8gmp
Osszefiiggés kovetkezik.
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(2) A (3.15a) szerint g, = (7,)%.
Az el6z6ek alapjan

Fm::}jfam>&mp:}j;&h:}£3% (8.14)
M2 G0 Ogmp OTF 2 g, Dxk T 4, Oxk '

8.1.2. Tenzorok-e a Christoffel-szimbélumok? Vizsgaljuk meg azt a
kérdést, vajon tenzorok-e a masodfaja Christoffel szimbélumok. A (§) gérbevo-
nali KR-ben a (8.5) 6sszefliggés alapjan — ezattal mindeniitt kifrva a parciélis
derivaltakat és felhasznalva a bazisvektorokkal kapcsolatos (4.21) transzfor-
méacios szabalyt, valamint a bazisvektorok szamitasanak (1.42) alatti képletét,
tovabba a lancszabéalyt,

,Fk frng a/gp ./gk — a/gp . aigk gm
Pa- 9ga ogs  gzm™
B 0?r oEk m_ 0 or 9z™\ O0x° otk
T 96racd 9xm® T frs \Oxn ocr ) 9Ea1 gxm ©
a masodfaji Christoffel-szimbolum. A tovabbiak soran elvégezziik az x® szerin-
ti derivalast, és ismét alkalmazzuk a béazisvektorok (1.42) szamitasi képletét:
Ik 0g, Oz™ Oz*® te, Pxm . ok
Oxs 0EP 0E4 0EPOET ) Jx™
_0gn o, Ox™ Ox® OEF 0%xm ¢k sm
~9rs 8 Ber 9cq Grm T 9er g g "
(9233 n ag k
=Tt "tk —— :
ns °p q T’m+a£p8£q axn
Ez az eredmény mar tiikrozi, hogy a mésodfaju Christoffel-szimbolumok nem
tenzorok. Ha ugyanis azok lennének, akkor — 6sszhangban a kovarians és kont-
ravaridns indexek transzformécios képleteivel — az aldhtizassal kiemelt részek
egyenlGségének kellene fennéllnia. A jobb oldalon 1évé masodik 6sszeadando
jelenléte tehat annak a bizonyitéka, hogy nem tenzorok a masodfaju (kovetke-
zésképp az elséfaju) Christoffel-szimbélumok.

pq

8.2. Tenzormezdk derivaltjai
8.2.1. A derivaltak értelmezése. Legyen az
u(t)

valamilyen tenzor (skalar, vektor, masodrendd tenzor etc.) skalar fiiggvény,
amelynek a ¢ skalar a paramétere (ez az id6 vagy valamilyen méas skalar pa-
raméter, pl. az s ivkoordinata lehet). Az u(t) fliggvény ¢ helyen vett 1(t)
derivaltjat, ha az létezik, az

_du

() = S = tim  u(t-+a) —u(t) (8.15)
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Osszefliggés értelmezi. Mivel két ugyanolyan rangu tenzor kiilonbsége az erede-
tiekkel azonos rangi tenzor, a skalar paraméter szerinti derivalas nem valtoz-
tatja meg a tenzor rangjat. Az u(t) fiiggvény sima, ha az 1(t) derivalt létezik
és folytonos a tenzor skalar fliggvény értelmezési tartomanyaban.

Tegyiik fel, hogy differencialhat6 az u(t) a ¢ helyen. Ekkor a (8.15) szerint

lim = [u(t+a)—u(t)—ait(t)] = 0,

a—0
azaz
u(t+a) =u(t) +ua+o(a), (8.16)

ahol

lim @ =0,

a—0 «
vagyis o(a) gyorsabban tart zérushoz, mint «. A (8.16) képlet azt fejezi ki,
hogy az

u(t+a) —u(t)
kiilonbség linearizalhaté a t helyen.

8.1. abra. Ar szemléltetése

Tekintsiik most az A(r) tenzormezst (az 2A(r) skalar, vektor, masodrendd
vagy magasabbrendd tenzor lehet a P pont kornyezetében). Az 21(r) fliggvény
differencialhato az r helyen, ha az

A(r+ Ar) —2(r)

kiilonbség felirhato az

A(r+ Ar) —(r) = DA(r)[Ar] + o(Ar) (8.17)
alakban, ahol D2I(r) a derivalt. Ttt
D2A(r)[Ar]

homogén linearis fliggvénye a Ar-nek, mig az o(Ar) tag gyorsabban tart zé-

rushoz, mint a Ar. Maga a homogén linearis tag a
1 d
DRu(r)[Ar] = lim — [A(r+aAr)—2(r)] = — [A(r+aAr)]|,_, (8.18)

a—0 « dOé
modon szamithato.
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Példaként tekintsiik a ¢(r) = r-r skalarfiiggvényt. A (8.18) Osszefliggés
alapjan

d d

DAL = < [6(c-+alr)]|oy = -

= (2r-Ar+20Ar-r)|,_,=2r-Ar

r-r+2ar-Ar+a’Ar-r)|
a=0

a Ar-ben linearis tag.

A (8.15) és (8.18) értelmezésck KR-fiiggetlenek.

A homogén linearis tag (x) gorbevonali KR-ben torténd szamitasahoz
feltételezziik, hogy

Ar = Az gp .
Mivel a K index rogzitett, ezzel a valasztéssal (a) gx irdnya a Ar a P pont

kornyezetében, (b) és ezért tgy tekinthetd, hogy az 24(r) a t = 2% skalar fiigg-
vénye, a masik két koordinata pedig rogzitett. Kovetkezéleg

A(r+ Ar) = 2( =% 4 Az¥ ),
t @

ami egyuttal azt jelenti, hogy a homogén linearis tag a (8.16) részeként meg-
jelend ua formula alapjan szamithato:

oA 0
DRA(AT] = —— Ax¥ = (21@ 2 gK) AK g, (8.19)
~—~— K
QT/-/ a=AzK=0 « Oz AzK=0 Ar
du

dt

Az utobbi képlet alapjan a

B O
Oxk
egyenlettel értelmezziik a nabla operatort. Vegyiik észre, hogy
O et 00
Oxk 06t dxk o¢t’

ami azt jelenti, hogy valodi vektor a nabla operator.

V=g (8.20)

g

8.2.2. Gradiens, divergencia, rotacié. A nabla operator felhasznalé-
saval a (8.19) Osszefiiggés koordinata iranytol fiiggetlen, azaz tetszsleges Ar-re
érvényes modon a

DA[Ar] = (AR V) - Ar (8.21)
alakban irhaté fel, ahol
oV, ha az A skalar, ezt ¢ jeldli,
ARXV =41 vV, ha az 2 vektor, ezt v jeloli, (8.22a)

T®V, haaz 2 tenzor, ezt T jeloli,

az 2 jobb oldali gradiense.

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

8.3. Kovarians derivalt 111

Az 2 bal oldali gradiensét, a fentiekhez hasonl6 médon az

Vo=V,
VoA =< Vav, (8.22b)
veT

alakokkal értelmezziik.
A jobb oldali gradienssel

D2A[Ar] = (A®V)-Ar. (8.23)

az 2l tenzor linearis része a P pont kdrnyezetében.
Els6 vagy magasabbrendd tenzor esetén az

v-V, Vv,
AV=/{ TV, és V- A—={ V.T, (8.24)

képletek értelmezik a jobb oldali és bal oldali divergenciéat.
Els6, vagy magasabbrendt tenzor esetén az

vxV, VXxv,
AxV=1{ TxV, s VxA=—<{ VxT, (8.25)

képletek értelmezik a tenzor jobb-, és baloldali rotaciojat.
Valamely tenzor gradiense, divergenciaja, rotacidja eggyel magasabb ren-
di, eggyel alacsonyabb rendt, ugyanolyan rendd tenzor, mint az eredeti tenzor.

8.3. Kovarians derivalt

8.3.1. Vektormez6 gradiense és divergenciaja gorbevonali KR-
ben. Tekintsiik az u=u" g, vektormez6t. A bazisvektorok derivalasaval kap-
csolatos (8.4) osszefiiggést kihasznalva, majd alkalmasan nevezve at a néma
indexeket, irhatjuk, hogy

Ou
gt W= u® rgrtutgr i =u" rgr+utTy, g,
= [u® ¢ +uT 5] g (8.26)

Az utobbi képlet alapjan a

ub . o=u* , +usTk (8.27)

masodrendi tenzort az u* kontravarians vektor kovaridns derivdltjdinak nevez-
ziik. Az u”® .¢ kovarians derivalt az u vektor x ¢ szerinti parcialis derivaltjanak
gk iranyu vektorkoordinétaja.

A kovarians derivaltat itt és a tovabbiakban is pontosvesszé utan allo és a
derivalasi valtozot azonositd alsé index jeloli.
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A bevezetett jeloléssel atirhato a (8.27) Osszefiiggés:

%ZU,ezuk;egk~ (8.28)
Ennek az egyenletnek az alapjan adodik, hogy
u®V:u®aa€g *ggtle@g =u ;égk®g£ (8.29a)
a jobb oldali, és
0 Ju ‘
V@u—ga s ®u= g@a—_u 08 gk (8.29Db)

a bal oldali gradiens.

Ha az uj, g¥ alakban adott az u vektormezs, akkor a (8.27)-re vezetd gon-
dolatmenet ismétlésével és a felsdindexes bazisvektorok derivaltjat ado (8.10)
képlet felhasznalasaval kapjuk a vektormezé jobb oldali gradiensére az

ox
=[ur,eg"+turg® ]®g’=[ur 8" —url g ®g
=[ur,e—u T g"wg’

vagy ami ugyanaz, az

0 0
u®Vukgk®amege(eukgk)®ge (8.30)

14

ueV=u g"og (8.31)
képletet, ahol

‘Uk;ézuk,l_usFZe (8.32)

az u kovaridns vektor kovaridns derivaltja.

A (8.27) és (8.32) képletekbdl az is latszik, hogy egy vektor kontravarians
és kovarians koordinatainak kovarians derivaltjai nem azonosak. (Lasd még
a 8.3.2. alszakaszt.)

Az u vektor divergencidja az u és a V skalaris szorzata. A (8.27), (8.29a),
valamint a (8.31) és (8.32) képletek felhasznalasaval kapjuk, hogy

u~V:Vou:uk;ggk~ge:uk;gékzzuk;k:ukvk +uSka

=up g gl =up g™ =g" (up o —urTy,) . (8.33)

8.3.2. Tenzor gradiense és divergencidja gorbevonali KR-ben.
Tekintsiik a T = t* g1, ® g, méasodrendii tenzort. A tenzor jobb oldali gradi-
ensének szamitasa a (8.26), (8.27)-re vezetd lépésekkel torténhet:

)
TeV =5 (t"eros) | @g™

= [tké,mgk®gz+tugk,m®gz+twgk®ge,m]®gm

= [tF L greg+tMTS, g g+t g @, g 0g™

=[tF 4Tk T ] g g™

=tF g0 g™, (8.34)

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

8.3. Kovarians derivalt 113

ahol

the o =tH TR st b ke (8.35)

a t* masodrendi tenzor kovarians deriviltja. A (8.35) vezets atalakitasok
lepéseivel kapjuk, hogy a t¥,, t.¢ vegyes indexes, valamint a t, kovarians
alaknak rendre

th;m :tkl,m"i_rslfntsé_reintksa
thlom=tht =Tt STt (8.36)

tkf;m:tkl,m_rljntsf_rffntks

a kovarians derivaltja.
A T tenzor jobb oldali divergenciaja a (8.24)3, a (8.34), valamint a (8.35)
egybevetése alapjan a
T-V=t",  gog-g"=t"" gk, (8.37a)
——

dym
illetve a bézisvektor elhagyasaval és a kovarians derivalt részletezésével a
thm o =thm Tk psm g myhs (8.37b)

alakban irhaté fel.

Ha egyenesvonalava valik az eredetileg gérbevonala (z) KR, akkor allando-
ak a g, g' bazisvektorok, kovetkezésképp elttinnek a Christoffel-szimbolumok.
A kovarians derivalasokkal kapcsolatos (8.27), (8.32), (8.35) és (8.36) képletek
pedig a szokvanyos parcialis derivaldsokra egyszertisédnek.

Legyen differencialhato a dklp g, ®g! ®gP harmadrendii tenzor. A (8.4),
(8.10) felhasznalasaval ismételve meg a (8.35) és (8.36) képletekre vezetd gon-
dolatmenetet a

(d*, g0 ®@g’) @V =(d", 808 ©g" 0m)®gm
=d*, nereg g’ 0gn (8.382)
eredmény adodik a tenzor jobb oldali gradiensére, ahol

d¥ =A% AT R d%,—T 0 d" —T 5 dF,, (8.38Db)

m

a tenzor kovarians derivaltja. Nem nehéz meggy6z6dni arrdl az eddigiek alap-
jan, hogy a dkep tenzornak pedig
ke _ gkt E st £ ks s ke
d¥ . =d%, s d”, +1d™, =T, d™ (8.39)

a kovarians derivaltja.
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8.3.3. A metrikus és epszilon tenzorok kovarians derivaltjai. A
metrikus tenzorok kovaridns derivaltjai zérus értéktiek:

" =0, 6%, =0, gu.,=0. (8.40)

A fenti egyenletek koziil csak az els6t igazoljuk, mivel a masik két esetben
is hasonléan kell eljarni. Els§ lépésben felirjuk a (8.35) alapjan a kovarians

A

l;m

elvégezziik a kovaridns derivalt elsé tagja esetén, kihasznalva a béazisvektorok
derivaltjaival kapcsolatos (8.10) osszefiiggést, a parcialis derivalasokat :

g =g AT g* 4T g™

3

V4 V4 4 14
:gk,m'g +gk'g ,m+r'rfzsgs +Fmsgks

= _Ffzs gs'gz_rrﬁs gs'gk+rvlr€nsgse+rrfzsgks =0. (841)
Ugyancsak zérus értéktiek az epszilon tenzorok
€pqr;m:0, Eu;mzo (842)

kovarians derivaltjai.

Az alabbiak csak a (8.42); Osszefiiggést igazoljak. Legyen az a = a,gP és
b=0b,g? tetszsleges, de allando6 vektor, melyre |a| #0, |b|#0 és c=axb#0.
Mivel alland6 az a = a ,g? és b =b,g? vektor, zérus a kovaridns derivaltjuk:

Ap:m =0, bg;m=0.

Képezziik, kihasznalva, hogy a szorzatderivalas szabalya a kovaridns derivaltak
esetén is érvényes, a két vektor ¢"=eP9" a,, b, vektorialis szorzatdnak kovarians
derivaltjat. Mivel allando a c vektor, fenn kell allnia a

el apbgtePap mby+ePapby =" apb,=0
S~ N~~~
0 0
egyenletnek. Az aldhtizott tag csak akkor ttnik el tetsz6leges a, és b, esetén,
ha
ght™ =0
;m :

Ezt kellett igazolni.

A (8.40) és (8.42) Osszefiiggések kovetkezménye, hogy nincs hatéassal a
kovaridns derivalt értékére a képletekben megjelené metrikus vagy epszilon
tenzor. Ha az A masodrendii tenzor, akkor fennall példaul, hogy

ke kel
Ays) - = Ay -
g7 at0);m =g atoim., (.43a)
(gmna 5);7‘_gmna s;r
és
(P ars);m =" ars;m, (8.43D)

T _ T
(Eklra‘ s);’ﬂ =Eer @ s;n
stb., ahol ays és a”, az A tenzor kovarians, illetve kontravarians-kovarians
koordinatai.
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Vagy pl. a T tenzor jobb oldali divergenciaja a (8.37b) sszefiiggés alapjan
az alabbi modon is felirhato:

AT = (0,07 ) =t P (8.43¢)

8.3.4. Vektormezd rotaciéja. A Laplace-operator. Az u vektor jobb-
oldali ux V rotaciojara a (8.30) és (8.31) felhasznalasaval az

uszukgkage

1o}
<Wukgk)><g£uk;égngzekhuk;Zgr- (8.44)

—_———
Uk gk
eredményt kapjuk.
A Laplace-operatort a (8.33) segitségével kapjuk meg, ha uy, helyére ¢ -t
gondolunk, ahol ¢ egy skalarmezd:

0] J¢
20=9vo= (&' 52 ) (' 37)

=g g"(@.1)e=9"(d.1):¢, (8.45a)
ahol
(k) e=0 ke—Ti o s (8.45b)
Ugyanigy mutathaté meg, hogy a
Aup=9g"uk;rs (8.46)
kifejezésben
9" ) s (8.47)

a Laplace-operator, amely miikédtethetd barmilyen tenzorra. Erdemes felhivni
a figyelmet a Laplace-operator szamitasaval kapcsolatos 6. Gyakorlatra is.

8.4. A Riemann—Christoffel-féle gorbiileti tenzor

8.4.1. A derivalasok sorrendje. A Riemann—Christoffel-féle gorbiileti
tenzor fogalmanak bevezetéséhez vizsgéaljuk meg a kovarians derivalasok sor-
rendjében bekévetkezd valtozasok hatasat. Legyen az a,, a hely fiiggvényében
legaldbb kétszer differenciadlhaté vektormezs. Vizsgaljuk meg, miként szamit-
hato a

Dingp = am;qp = am; pq (8.48)
kiilonbség, ha elvégezziik a kijelolt derivalasokat. A (8.36)3 derivélasi szabaly
alkalmazasaval — G, felel meg ti;-nek — a kisebbitendére nézve az

— s s
amiqp = (@miq) p =L pasig—T gy ams
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eredmény kovetkezik. Felcserélve a ¢ és p indexek sorrendjét a kivonandot
kapjuk, mellyel azonnal szdmithat6 a kiilonbség:
Dingp = (am;q) p— (@mip) g =T imp@siq =L mg@sip
= (am,q—anqas) P (amw—F;pas) g
Sl R (as,q -y, ar) +I' 0, (as,p—ng a,.)
={0,0t, -0, T L +TtTs —TiT: Y ay, (8.49)

ahol

V4 _ ¢ l l s l s
Rl = 0T Ly =0T L +T LTS T LTS (8.50)

az un. Riemann—Christoffel-féle gorbiileti tenzor. Vegyiik észre, hogy Rzmqp
formailag egyszer kontravaridns, haromszor kovarians negyedrendii tenzor. Vissza-
idézve azt, hogy a Christoffel-szimb6lumok a metrikus tenzorbol képezhetsk —
v.0.: (8.12) —, azonnal adodik a kovetkeztetés, hogy Rzmqp fiiggetlen az a y vek-
tormez6tSl. Az is kiolvashato a (8.50) egyenletbdl, hogy csak akkor cserélhetd
fel a kovarians derivalasok sorrendje, ha azonosan zérus a Riemann-Christoffel
tenzor.

Ha az a, valodi vektor, akkor az ap,.qp € am; pg kovaridns derivaltak va-
l6di tenzorok. Mivel két valédi tenzor kiilonbsége ugyancsak valédi tenzor,
a (8.50) bal oldala, kovetkezésképp a jobb oldal is valodi tenzor. Ha a (8.50)
jobboldala valodi tenzor — ne feledjiik, hogy az a, valodi vektor —, akkor az
Remqp Riemann-Christoffel-tenzor ugyancsak valodi tenzor. Kévetkezéleg ko-
veti kontravaridns indexe, és kovaridns indexei tekintetében is az (5.3) alatti
szabélyt. Fenn kell tehat allnia a

Re  _ipe Oz’ Oy 9y” oy
map YUY gyz dxm dx e OxP
egyenletnek. Mivel az (y) kartéziuszi KR-ben a bazisvektorok derivaltjai és eb-

bél adoddan a Christoffel-szimbolumok is azonosan zérusok, kovetkezik (8.50)-
bdl, hogy 'R* = 0. Ez viszont a (8.51) szerint azt eredményezi, hogy

(8.51)

R, =0. (8.52)

Szavakban: A Riemann—Christoffel-féle garbiileti tenzor azonosan zérus a hd-
romméretd euklideszi térben. A kovaridns derivdldsok sorrendje pedig felcserél-
hetd.

8.4.2. A Riemann—Christoffel-tenzor tulajdonsagai. Az alabbiak
a tenzor legfontosabb tulajdonsagait veszik sorra. A tenzor alséindexes alakja
indexsiillyesztéssel adodik a (8.50)-bél:

Rémqp =0us Rsmqp
= (anpaq) gst— (anqap) gs@‘i’rinprsqwirfnq FSPJ : (853)

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

8.5. A Riemann—Christoffel-féle gorbiileti tenzor 117

Az R mmqp alkalmas alakra torténd transzformalasa érdekében a
leqp =9us R qup
= (T5.0q) 9ot = (Cg0p) 956+ T Tsq e =Ty Tspe (8.54)
egyenletbe helyettesitjiik a (2.3a) és (8.4) osszefiiggések felhasznéalasaval adodo
(gsl),q = gs,q'g€+gs’g£,q = Fqs,£+rq€,s
képletet, és kifejezziik az eredménybdl a (F fnpaq) g s tenzort:
(anpaq) gsg:aq Fmp’g—rﬁw (Fqs’g—l—rqg’s) . (8.55)
A (8.54) Osszefliggés, valamint a (8.55)-bél a ¢ és p indexek felcserélésével
adodo képlet (8.52)-be torténd helyettesitésével és alkalmas indexsiillyesztéssel
az
Rfmqp = aq Fmp,f _817 qu,@ _Fszp (qu,f"‘réq , 8)
AT Ceap e+ Tep ) +T 5, Tsg e =T 5 Tsp
=0 Ump,e—0p qu,eJrF%qup,s _Fnb;LpFZQJ :
eredményt kapjuk. Az utobbi egyenlet jobb oldalanak els6 két tagja atalakit-
hato a (8.12) képlet segitségével:
9T _ 1 azgmf 8291)5 . azgpm
@t b o | 92 90xr | 0z9z™ Oz 90zt |’
1 [ aQQmZ 829q( 82gqm :|

OpLom ¢ == —
PRamo b 9\ 9rrdrd | OxPOx™  OxPOT’
A kapott képletekkel
R :} 829&0 829mq o a2g€q _ 82gmp
tmap =5 1 grmar e | OrtoxP OrmdrP Oxldxd
+F7§Lq1—\2p ,8 T FT‘:LPF’ZQ )8

(8.56)

a Riemann—Christoffel-tenzor értéke.
Kiolvashato a (8.56) Osszefliggésbdl, hogy

Rfmqp = *Rqup ) Rfmgp = *Rfmz?q : (8~57)

Ez azt jelenti, hogy a Riemann—Christoffel-tenzor ferdeszimmetrikus az elsd és
maésodik indexparja tekintetében. Az indexparok cseréje viszont nincs hatéassal
a tenzor értékére, azaz

R ymep = Rgpem - (8.58)
Ugyancsak a (8.56) kozvetlen helyettesitésével ellendrizhets, hogy
R pmgp + Repgm + Regmp = 0. (8.59)

A tenzor 0sszesen 81 eleme koziil csak
Ri212, Ri313, Rozes, Ri1213, Ro1o3 és R3132

nem azgonosan zérus és fliggetlen.
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8.5. Gorbe menti kovarians derivalt
8.5.1. A derivalt értelmezése. Legyen
r=y" [z'(t),2%(t),2*t)] ix, tE [t ta] ta >t (8.60)

a szakaszonként sima L térgérbe egyenlete ahol t a gérbe paramétere. Tekin-

tettel arra, hogy ismertek az y*(x!, 22, 23) fiiggvények, azt is mondhatjuk,

hogy
z® =kt
az L térgorbe egyenlete az (z) gorbevonali KR-ben.
A tovabbiak az L térgdrbe sima iveire vonatkoznak.
Legyen
da*
k
= —. 8.61
vh=— (8.61)
Az r(t) vektor ¢ szerinti derivaltja az L térgorbe érintGje. Az (1.42) és
(8.61) osszefiiggések felhasznalasaval irhato, hogy
dr dr dz* &
— = _ . 8.62
at — dzk ar . 8* (8.62)

Legyen az A= A(x!, 22, 23) differencidlhato tenzormezs. Az altalanossig
megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy az A tenzor g-adrendd (¢ > 1) az

L térgorbén (és annak kornyezetében). Az A tenzormezs ¢ paraméter szerinti
derivaltja az L térgdrbén, tekintettel a (8.61), (1.42) és (8.20) képletekre

dA JA dz? O0A 0A 0A

el — P 5 P P (AQV

& " oar dat oar " T opr vV T gpr8 v =(AGV)Y
alaki. Ha g=1, akkor vektor az A tenzor. Tegyiik fel, hogy ez az eset forog fenn,
és gondoljunk a* g -t az A helyére. A (8.61), (8.27) és (8.28) Gsszefiiggések
felhasznalasaval, az utobbi képlet esetén a*-t gondolva az u* helyére, adodik,
hogy

da  Ja dz? Oa

e_ e _ZT p_|_Z (,k P

dt OxP dt azp " [81}1’ (a gk)} Y

=gr (" 4T a®) v =gra® jo".  (8.63)

Ha ¢ = 2, akkor maésodrendd tenzor az A tenzor. Tételezziik fel, hogy
A=a"gp g, A (8.63) Osszefiiggésre vezeté gondolatmenet lépéseivel, ez-
uttal a (8.34) alapjan irhato

9 s
7ergk®ge=( M,p-&-F a1t pa )gk®g€

oxP
képletet és a (8.35)-et hasznalva fel, a
o =P 5r (a gk®gg)

( k£7P+F GSK_A'_F a‘ ) ’Upgk®g€:ake;pvpgk®gé (864)

eredmény kovetkezik.
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Kiolvashato a (8.63) képletbdl, hogy a

da
TR -2 (8.65)

paraméter szerinti gérbe menti derivalt
vPak,, =(a" ,+Tpa") v

vektorkoordinataja abban kiilonbozik a formailag vektornak vehetd

da*  Oa® dxP &

e p 8.66

dt ~ oxr at v’ (8.66)
derivalttol, hogy az utobbi derivaltban nincs figyelembe véve, hogy L térgorbe
mentén nemcsak az a*, hanem a g, bazisvektor is valtozik.

Bevezetjiik, felhasznalva a (8.5.1) és (8.66) képleteket is az értelmezéshez,

a t paraméter szerinti abszolut vagy belsd derivdlt fogalmdt, melyet vektormezs
esetén a

ba®  da* .
% = % +o? Ffsab (8.67)

egyenlet értelmez.

Vegyiik észre, hogy a fenti definicié akkor is hasznalhato, ha az a * vektor-
mez6 csak az L térgorbén ismert. Ha az A tenzormezd nemcsak az L térgdrbén,
hanem az L térgorbe kornyezetében is adott és differencialhato — ez a (8.63)
és a (8.64) levezetése soran hallgatolagos feltevés volt —, akkor a derivalhato
az x P szerint, és igy a (8.67) jobb oldala a (8.66) és (8.63) egybevetése alapjan
atalakithato:

da*
0t
Masként fogalmazva, ha a differencialhatdé A tenzormezd ismeretes az L tér-
gorbe kornyezetében is, akkor a (- --)/dt operéator a

E(...):Up(...);p (8.69)

=P (ak7p+f‘;sas) :vpak;p.

(8.68)

egyenlettel értelmezhetd.
Ha az A mésodrendi tenzor csak az L térgdrbén van értelmezve, akkor
a (8.67) definicionak a (8.64) Gsszefiiggésbdl adodoan a

) ke d ke
TRt YN Wy (8.70)

egyenlet az analogonja.

Konnyen belathato, hogy a (8.69) alatti értelmezés nemcsak vektormezore,
hanem barmilyen rendii tenzormezdre is érvényes, feltéve, hogy a tenzor nem-
csak az L térgérbén, hanem annak kornyezetében is ismert. Ha zérusrendd a

tenzor, azaz skalarrol van szo6, akkor
0 d

5t dt’
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Nem nehéz belatni, hogy a tenzorok abszolit derivaltjaira érvényes a szorzat-
derivalas szabalya. A g*, § kea g ¢ metrikus, valamint az eP9" és €, epszilon
tenzorok abszolat derivaltjai zérus értéktek.

8.5.2. A térgorbe geometridjanak elemei. A dr ivelemvektor
ds* = (dr)?> = dr-dr (8.71)
négyzete egyben az elemi ivhossz négyzete is. A (4.17)y, valamint a (2.3a)
Osszefiiggések felhasznalasaval a fenti képletbdl az
dz* dz*

dszzgkgdmkdxzzgkgﬁgdtz (8.72)

eredmény kévetkezik. Eszerint az £ térgdrbe £ hossza integralassal adodik:
t? ' t?
dzk* dzt
L‘:/ e idﬁ:/ Vgrevkotdt. (8.73)
4 dt dt n
Ha a ¢ helyett az s ivkoordinatat tekintjiikk az £ térgérbe paraméterének és
s(t!) =0, tovabba s > 0, ha t > t!, akkor
L=s, ha ¢t >t'.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az s ivkoordinata az L térgbérbe paramé-
tere. A X érintGiranyt egységvektor tekintettel az (1.42) Osszefiiggésre a

dr dr dxk_dxk

T ds dzk ds  ds °F (8.74)
alakban irhato, ahol
d k
L % (8.75)

az érintGiranyd egységvektor kontravarians koordinataja. Mivel a \* egység-
vektor, nyilvanvalé, hogy
k 3.0
AA=MNgr MNge=gre NN =g do” dr
ds ds
Vegyiik észre, hogy az utobbi egyenlet a (8.72) képletbdl is kovetkezik, ha d¢
helyére ds-t irunk.
Ami az abszolut derivaltakkal kapcsolatos (8.67) és (8.70) Osszefliggéseket
illeti, a (8.61) és (8.75) egybevetése utan, ds-t irva a dt helyére a

~1. (8.76)

Sa®*  da*
Sakt okl (8.77)
5T 4 —s—va‘p’fnaml—kva‘p‘;nakm

s s

képletek adoédnak. Ha az A tenzor az L térgorbe kdrnyezetében is ismert, akkor
a (8.69) alapjan adodo
)
o) = AP(eL). 8.78
S =M (5.79)

derivalasi szabéaly is alkalmazhato.
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Ha az n* vektor mersleges a ! érint6 egységvektorra, akkor elttinik a két
vektor skalaris szorzata:

n-A=grn\=0. (8.79)

Az n vektort a gorbe normalisanak nevezziik. Ilyen végtelen sok van a gorbére
merdleges sikban.
A (8.76) egyenletben 4llo kvadratikus tag értéke allando és egy. Kovetke-
zésképp zérus értékd az abszolut derivaltja:
16 SN
= —(gre NXY) =g — N =0. 8.80
3 53 (9t ) = ge 55 (8.80)
A (8.79) és (8.80) képletek egybevetése szerint a A°/ds vektor az £ térgorbe

egyik normalisa. A §\*/§s normalissal parhuzamos egységvektort pf-el jeloljiik
és a

0 _ 0N
s (8.81)
grepFut=1,  £>0

K

egyenletekkel értelmezziik. A képletekben allo k az L térgérbe gorbiilete. Ez
pozitiv vagy zérus. A u’ egységvektor pedig az £ térgérbe tn. fénormdlisa.

8.2. dbra. Erintd, normalis, binormalis

A térgorbe adott pontjaban a A érinté és p fénormaélis altal kifeszitett sik
a gorbe simuldsikja.
A k gorbiilet reciproka az L térgérbe R gorbiileti sugara:
1

R=—, R>0. (8.82)

Ha a p* és A\’ merclegességét kifejezd

Gre WA =0 (8.83)
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szorzat abszolut derivéltjat képezziik, majd az eredménybe helyettesitjiik a
grepfu=1 & g AN =1
egyenleteket, akkor a

0 ke TV
) (0 )
5 (9ke 1°AY) = gre 55 TS
Suk Suk
=9u4ﬁwV+ﬁguuﬂ/=guV(nA“+JL)=0 (8.84)
0s N 0s
g e AP T
képletet kapjuk. Legyen
b= g O (8.85)
B ds '
A (8.84) egyenlet szerint b* és A’ merdleges egyméasra:
greb" A =0. (8.86)

Vegyiik észre, hogy a (8.79) képletre vezeté gondolatmenet a g xou® uf =1
szorzatra is alkalmazhat6. Kovetkezésképp fennéall a

k L/”Le =0
ds
egyenlet. Ez azt jelenti, hogy merélegesek egymasra a u* és du’/ds vektorok.

A (8.83) és (8.87) képletek felhasznaldsaval azonnal adodik, hogy a b
vektor a p¥ fénormalisra is merdleges. A (8.85) segitségével valoban irhato,

hogy

ke b (8.87)

o

Ihe 1Y = g (fi/\["*‘ 55

k¢ k(W
=KGrep A +9keu'g=0~
0 0

A b vektorral parhuzamos v egységvektort, mivel mind a A érinté egység-
vektorra, mind pedig a p f6normaélis egységvektorra meréleges, binormdlisnak

nevezziik, és a

vt = €PN\, (8.88)

egyenlettel értelmezziik. Ez az egyenlet azt fejezi ki, hogy a AP, ud és v’ vek-
torok jobbsodratu triddot alkotnak, hiszen a (8.88) értelmezs egyenlet felhasz-
nalasaval adodik, hogy

vt = el Aplige =1 (8.89)

A X érint6, a p fénormalis és a v = A X p binormalis alkotta triadot kisérs
triédernek vagy Frenet-triédernek szokis nevezni.
A (8.88) és a (8.85) egybevetésébdl a

l
%gizzTyf-ﬁAf7 (8.90)
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vagy atrendezve a

) 4
6—‘; =7l — k) (8.91)
eredményt kapjuk, ahol a 7 E 0 az L térgorbe torzidja az adott pontban.
Tovabbi hasznos Osszefiiggés vezethetd le, ha a (8.88) egyenlet abszolut
derivaltjat képezziik, majd helyettesitjiik a (8.81) és (8.91) képleteket, és ki-
hasznéljuk, hogy zérus a parhuzamos vektorok vektorialis szorzata:

¢

%L — ctra % fg PN, %ﬁ

s s s
=k etra Hpllq +etra Ap (TVg—KAg) = —retar VgAp -

Ha figyelembe vessziik, hogy jobbsodratu triadot alkotnak a 19, A, és u? vek-
torok, akkor a £'9” v )\, vektorszorzatra a u' érték adodik. Ezzel

st

A (8.81), (8.91) és (8.92) képletek az tn. Frenet-formulék. Frenet 1847. évi dok-
tori disszertacidja tartalmazza a fenti képleteket skalaris megfogalmazasban,
folyoiratban 1852-ben publikalta ezeket az eredményeket [19].

Gyakorlatok

1. Tegyiik fel, hogy u* valodi vektor. Igazolja, hogy ekkor valodi mésod-
rendid tenzor az u* .¢ kovaridns derivalt.
2. Tegyiik ismét fel, hogy u* valodi vektor. Mutassa meg, hogy ekkor
valodi skalar az u® ) divergencia.
3. Igazolja, hogy zérus értékiiek a § ké;m €S ., kovarians derivaltak.
4. Igazolja a (8.41) egyenlet kapcsan részletezett 1épésekkel, hogy e 7" | =
=0.
5. Mutassa meg, kétféleképpen is, hogy €., = 0.
6. Igazolja, hogy ortogonalis gorbevonali koordinata-rendszerekben
11 § 22 § 53 O
A=y Ox1ox! +9 Ox?0x? tg Ox3023
—911F1£1% —922F2Zz% -g% 3%%
a Laplace-operator alakja.
7. Vezesse le a henger KR-ben tekintett u vektor és a o mésodrendi
tenzor koordinatai és fizikai koordinatai kozt fennalld Osszefiiggéseket.

ok fh =0

az egyensilyi egyenlet tetszbleges gérbevonala KR-ben. A képletben
o * =% a Cauchy-féle fesziiltségi tenzor és f* a térfogati teher. Irja
fel az egyensiilyi egyenletet HKR-ben fizikai koordinatakkal.
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9. Igazolja, hogy egyenes az r(s) térgorbe, ha tetszéleges s-re zérus a
gorbiilete, azaz ha x(s) =0.
10. Igazolja, hogy sikgorbe az r(s) térgorbe, ha tetszsleges s-re zérus a
torzioja, azaz ha 7(s) = 0.
11. Az y3 tengelyti csavarvonalnak

r = Rcos pij + Rsin @iy +mepis, m#0 (8.93)

az egyenlete, amelyben R >0 allando, és ¢ a polarszog. Hatarozza meg
a kiséré triédert alkotd A, p és v vektorokat!
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9. FEJEZET

A feliiletek differencidlgeometriajanak alapjai

9.1. A feliilet geometriaja

9.1.1. Gorbevonalu KR a feliileten és a feliilet k6rnyezetében. Az
(y*, y?,9°) kartéziuszi KR-ben egy feliilet egyenlete kétparaméteres fiiggvény.
Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a vizsgélt sima S
feliilet egy (x', 2% 23) gorbevonali KR 2® = 0 koordinatafeliilete; az z!,z2
gorbevonald koordinatak pedig a feliilet paraméterei. Az z!, z? koordinatak
kétdimenzios gorbevonalit KR-t, més, gyakori elnevezés szerint felileti KR-t

alkotnak az S feliileten.

9.1. abra. Feliiletre épitett KR

Az 23 koordinatavonalak, feltevés szerint, a feliiletre meréleges egyenesek,
az x° koordinata pedig az S feliilettl mért eljeles tavolsag. Az igy felépi-
tett (z!,22,23) gorbevonalt KR-t feliiletre épitett térbeli gorbevonalt KR-
nek, vagy a rovidség kedvéért, kovetve az eddigi szdéhasznalatot egyszertien

(z1, 2%, 23) térbeli gérbevonalt KR-nek nevezziik.

125
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126 9. A feliiletek differencial-geometridjanak alapjai

Az (2,22 2% # 0) koordinataju P térpontban értelmezett mennyiségeket
feliilvonéssal jeloljiik, és indexeiket kék szinnel szedjiik. Az S feliileten értel-
mezett mennyiségek esetén nem alkalmazunk megkiilonboztet jelolést. Az an.
athelyezd tenzorok esetén (ezek ui. a P, illetve P ponthoz tartozé kétpontten-
zorok) az segiti majd az olvasot a megkiilonboztetésben, hogy a P ponthoz
tartozo index kék.

Leolvashat6 a 9.1. abrarol, hogy az S feliilet tetszéleges P pontjanak pedig

r =r(x!,2?) a helyvektora. Legyen az a3 az S feliilet normalis egységvektora

a P pontban:
ag-ag=1. (9.1)
A P pont helyvektora, tekintettel az 3 koordinata fenti értelmezésére
t(z!, 2%, %) = r(z!, 2?) + 23az (2!, 2?) (9.2)
alaku.

Az r(z1, 2) helyvektor ismeretében a P pontbeli kovaridns bazisvektorok
az (1.42) képlet alapjan derivalasokkal kaphatok meg:

= _= 3
ga —r,a—r,a"_m as, o,

_ (9.3)
g3 =r3=as.
Vegyiik észre, hogy a (9.1) és (9.3); képletekbdl adoddan
g3 83 =az-az=1, (9.4)
ahonnan x® szerinti derivalassal
83,0 83 =2a3q-a3=0 (9.5a)

adodik. Ez egyben azt is jelenti, hogy a
83,0 = a3, a (95b)
vektor meréGleges a g3 bézisvektorra. Ha emellett azt is figyelembe vessziik,
hogy r o-a3 =0 (r , a felillet érintdsikjaban fekszik, ag a normalis), akkor
kapjuk, hogy
30 = a3 =83'8a = 83" (r,a +x333,o¢) =asg- (I" o +x3a3,a) =0. (96)
A (9.4) és (9.6) képletekbdl azonnal kévetkezik, hogy

gin gi2 O
[gr]) = [8k &= G21 G2 O (9.7)
0 0 1

a kovarians metrikus tenzor szerkezete a P pontban.

A g* kontravarians bazisvektorok az (1.27a), (1.29); és (3.15a) képletek
alapjan szamithatok. Ha az epszilon tenzor egyik indexe 3, akkor a méasik két
index csak az 1, 2 értékeket veheti fel, ezért kapjuk, hogy

8o X 83 = \/sieaﬁgg?’ = §a53g3 . (9.8a)
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9.1. A feliilet geometriaja 127

(A permutéciés szimbolum és a Kronecker-delta értékkészlete KR-fiiggetlen,
ezért esetilkben nem alkalmazzuk a feliilvonast). Innen

81X 82 = V/Jo €1238° (9.8b)
amelyben a vektorszorzat nyilvanvaloan meréleges az S feliiletre. Kovetkezés-
képp
1
= ——gixg=Aag. (9.9)

g — 81X 82
Vo
Itt a A egyeldre ismeretlen paraméter. Ugyanakkor, tekintettel a (9.3)a, (9.9)
és (9.1) Osszefiiggésekre

1=06,"=g3-8° = Xag-a3,
ahonnan \ =1, kévetkezésképp
g'=gs=a’=ay. (9.10)

A g! és g bazisvektorok a (9.9)-re vezetd gondolatmenet ismétlésével és
a (9.10) felhasznalasaval adodnak:

Ea X 83 = EazsB” (9.11)
B = —— B xBi— ——Eaxay, B = —— 8 XE — —
= ——=82X83=—"—=82Xag =——=8g3Xg =—=
Vo Vo ’ Vo VYo
Az utébbi egyenletbdl, tekintettel a (9.10)-re, azonnal kévetkezik, hogy a g*
és g2 merdleges a g3 = a3 vektorra — a3 a feliilet normalis egységvektora — és
igy

azx g, . (9.12)

=33 _ =3 =3

_ (9.13)
Fr=g"=g"g"=0.

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a kontravaridns metrikus tenzor szerkezete

ugyanolyan, mint a kovaridns metrikus tenzoré:

gt gt o
[d*=1g"g1=| ¢ g° 0 |. (9.14)
0 0 1

A (9.14) 6sszefiiggés abbol is kovetkezik, hogy g*¢ inverze ge-nek.
Az (1.27b), (1.29) és (3.15b) Osszefliggések felhasznéalasaval azonnal ado-
dik, hogy a (9.8a) egyenletnek a

g x g’ =goe* gy =2*Pgy (9.15)
képlet, a (9.11)-nek pedig a

g xg’ =&"g, (9.16)
képlet az analogonja. A (9.16)-bol, megismételve a (9.12)-re vezets gondolat-
menetet,

= L o 3 1 5 3 L os v 1 3

B1= =g Xg = g'xa’, g=——=g Xg = a’xg  (9.17)
V9° Vv9° 9° V9°

kovetkezik.
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A feliilet P pontjaban az 22 = 0 helyettesitéssel képezheték a bazisvek-
torok és metrikus tenzorok. A kovarians bazisvektorok és a metrikus tenzor
a (9.3)2,...,(9.7) képletek felhasznalasaval a

8o = 8a 1-770 =aq =T qa,
0 .
g3 =g3(27,0) = a3,
g33 = g33(27,0) =azz =1,
Ja3 = 93a = G3a (x’Y,O) = Qa3 = A3a (919)
JaB = Gap (557’0) = Gap

alakban irhatok fel, ahol az a, vektorokat és az anp tenzort rendre a (9.18);

és (9.19)3 osszefiiggések értelmezik.

Az a,, vektorok az (z',x?) feliileti gérbevonalit KR kovaridns bazisvekto-
rai, ang pedig a vonatkoz6 metrikus tenzor.

A P pontbeli kontravaridns bazisvektorok és metrikus tenzor lokalizélas,

illetve a (9.12), (9.10), (9.13), (9.14) képletek segitségével kaphatok meg:

1 1
1=l al _
g =g (" 0)=a = g2Xg3 = az X as,
VYo Vo
_ 1 1
g?=g’(x7,0)=a’= g3X g1 =——agxay, (9.20)

Voo Vs

ga3 _ 9304 _ ‘E]Sa(x'yvo) _ aa3 _ a3a , (921)

Itt

ao = go = go(x",0) . (9.22)
A kontravarians bazisvektorok a (2.10)y szerint, kihasznéalva a (9.18)a-t és
a (9.21);-et, indexemeléssel is szamithatok:

3 3 3¢ 33
a =g =g g=a a3=asg,

A

9.23
a® =g%=g*g=g"gr =aay. 923

Az a® vektorok az (x!,z?) feliileti gérbevonali KR kontravarians bézis-
vektorai, a®? pedig a vonatkozo kontravarians metrikus tenzor.
Az a,p és az aP7 feliileti metrikus tenzorok kielégitik a (2.11) egyenlet
analogonjat:
aapa®’ =6, . (9.24)
A feliileti epszilon tenzort, felhasznalva az (1.30a,b), (3.15a,b) és (9.18)
Osszefiiggéseket, valamint a permutécios szimbolum 1.2.3. szakaszban adott
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értelmezését az

€ap = €ap3 = Eap3(77,0) = \/ao €aps ,

cB — caB3 — &:aﬂ3(m’y70) _ e0B3 (925)
vV @o
egyenletek definialjak, ahol
ao — gO — 90(1.770) . (9.26)
Mivel
€aB = €apB3, Eaﬁ = E(yﬁg s (927)
fennallnak az
en=ep=c'=2=0,
12 21 (9.28)
e12/Vao=¢e%a, =1,  ean/Va,=e"Vao=-1
egyenletek.
Az

exue™ =6,%5,% —6,°6,*

(9.29)
65,\5“)‘ =45, sa,geo‘ﬁ =2

osszefiiggések az (1.31), (1.32a,b) képletek feliileti analogonjai. Konnyen be-
lathato a (9.29); Osszefiiggés felhasznalasaval, hogy a feliileten tekintett b,
masodrendii tenzor! determinansa a

1
b2 = 5 erubabs" (9.30)

modon szamithato.

A feliileti koordinata-rendszer bazisvektorait illetGen, tekintettel a (9.8a),
(9.15), (9.11), (9.16) egyenletekre, valamint a feliileti epszilon tenzor (9.25)
alatti értelmezésére, az

3 3
Ay XA = EqB3A° =Egpa,

9.31
a® xa’ =2a; = *Pay, (0:31)
Ay Xaz = €a35a6 = 5Baa3 y
L (9.32)
a®xa® =ec*ag = Fa,

Osszefiiggések allnak fenn.

1A b.” tenzor az un. gérbiileti tenzor, melyet csak késSbb a (9.45)q Osszefiiggéssel
értelmeziink.
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9.1.2. Christoffel-szimboélumok. A gi, metrikus tenzor szerkezetébdl
—v.0.: (9.7) — kovetkezik, hogy

gi’)m,p =0. (933)

A (9.33) képlet kihasznalasaval a (8.10), (8.4), illetve (8.12) dsszefiiggések-
bél az alabbi egyenletek adédnak a Christoffel-szimbolumok szamitésara:

T35, =T3,3=Tr33=0, (9.34)
Lop3=8ap 8= *% Jap,3 = Eaﬂ(l“lJﬁQ,iES) )
505 =830 83 = % JapB,3 = *f_laﬁ(l’l@Q,iES) ) (9.35)
Cinp == Gapn T Grpr — Grrp) -

2
A h,p mennyiséget a (9.35); egyenlet értelmezi.

Az elvben tizennyolc kiilénbo6z6 elséfaju Christoffel-szimbolum kéziil az az
ot, melynek indexei kozott a harmas legalabb kétszer fordul el§ — v.6.: (9.34) —
azonosan zérus. A masodfaju Christoffel-szimbolumok a (8.5) képlet bal oldala
segitségével hatarozhatok meg. A szamitasok sordn vegyiik figyelembe, hogy
a (9.5a) és (9.34) egybevetése alapjan

g3,0-83=0, (9.36)
és hogy
g33=az3=0, (9.37)
hiszen a g3 = a3 vektor fiiggetlen az x3-t6l. Nem részletezve az egyszerd atala-
kitasokat, a

[ =T35 =T2%=0, (9.38)
[l =8ap 8 =—8" .85,
L), =88 =-8,8, (9.39)

Ff:ﬂ = ga,ﬁ .g}l«
eredmény adodik, ahol a (9.39)1 2 esetén megfelels indexcserékkel helyettesi-
tettitk a (8.11)-et is.

A maésodfaju Christoffel-szimboélumok indexemeléssel is elGallithatok, ha
az els6faju Christoffel-szimbolumok ismertek. Valoban, a (8.8) képletbe helyet-
tesitve a (9.34)-et és kihasznalva, hogy a ¢g** specialis szerkezett — v.5.:(9.13)
— azonnal megkapjuk (9.38)-at. Ugyanilyen modon, a (9.35) felhasznalasaval,
és az eredmény (9.39)-el torténd egybevetésével ellendrizhets, hogy

L2 =T0p35" =hap =8ap 8",
T4 =T30.50"" = —hapg™ = —h " = 83.0-8", (9.40)
f‘gﬁ = f*aﬁ,pgpu =8np-8".
Hasonlban az els6faja Christoffel-szimbélumokhoz, azok a masodfaju Christoffel-

szimbolumok, melyek indexei kozott a harmas szam kétszer fordul el§ zérus
értékiek.
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A
Jo3 =8a"83=0
kifejezés 7 szerinti derivalasaval a
80,8 83+8a"838= 0
eredmény kévetkezik, ahonnan a (9.10) és a g8, = §ou&" képlet helyettesitése
utéan, tekintettel a (9.40);-re, és a (9.40)q-re, a
L2 54 Gopl s = hap —hg" Gua =0 (9.41)
Osszefiiggést kapjuk.
A Christoffel-szimbolumok feliileten vett értékei lokalizalassal kaphatok
meg a (9.34), (9.35), (9.38) és (9.40) képletekbol:

Elsdfaju Christoffel-szimbolumok :

‘ P33 =T37,3=T733=0, ‘ (9.42)
L h 0l
FaB,B = = 5 gaﬁ73|x3=0 =8a,5'83 =QAq,p a3 = haﬂ(x ;0> = baB )
1 _
30,8 = 2 Gap.3|5—0 = 83,088 = 3,083 = —hap(27,0) = —bag , | (9.43)
1 1
F&A,M = 5 (gAu,ﬁ—i—gHH,/\ _gK)\,M) = 5 (a)\;t,n+anu,A _an/\,u) .
Masodfaju Christoffel-szimbélumok :
| Th=T§ =T%=0, (9.44)

[2s=has(27,0)=bap=8aps 8" =—8" . 8s=anp-a°=—a’ , -ag,

I =—h(27,0)=—b,"=g3.4 -gh=gt ,-gz=azq-al=a"  -az, | (9.45)

Dls =Tap (27,005 (27,0) = Tap p9”" = Bap 8" = aa,p-a" .

Az S feliilet byp gorbiileti tenzorat a (9.43); vagy a (9.43)2 egyenlet ér-
telmezi 2. A b, a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakja. Vegyiik észre, hogy
bag szimmetrikus az « és  indexekre nézve. A 9.1.3. szakaszban megmutatjuk

majd, hogy valodi feliileti tenzor az S feliileten értelmezett gorbiileti tenzor.
A (9.45)5 képletbdl kovetkezik, hogy

I3.8, = b8 =830 =230 - (9.46)
A (9.46), (9.3) és a (9.18) egybevetése alapjan
g, =gu+2T g, = (0," —2%b,") g, = (0, —2°b,") a, . (9.47)
Legyen
\ e =06,"—2%b,” . \ (9.48a)

2A gorbiileti sz6 mint jelz6 geometriai hatterét a 9.2.2. alszakaszban tekintjiik at.
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Ennek az Osszefiiggésnek a felhasznalasaval a (9.47) atirhato a

8o = Naygu = gauau (948b)
alakba. A fenti képlet a P pontbeli g, = a, bazisvektorokat, azaz az (x',z?)
feliileti KR béazisvektorait transzformalja a P pontbeli g, bazisvektorokka.
Ezek az 23 = allando feliileten tekintett bazisvektorok.

Vegyiik észre, hogy a p,” tenzor v indexe az x3 = 0 koordinatafeliilethez
tartozo, vagy ami ugyanez, az (z!, 2?) feliileti KR-ben tekintett tenzorindex.

9.1.3. Feliileti tenzorok. Legyenek &' és £2 4j gérbevonala koordinatak
az S feliileten:

€2 =¢%(zt, 2?) . (9.49a)
Legyen tovabba
& =a". (9.49b)
Fel fogjuk tételezni, hogy kolesondsen egyértelmi a (9.49a) fiiggvénykapcsolat,
azaz, N
Je o= ‘giﬁ #0. (9.50)

A (€1,€2,83) és (2t 22, 23) feliiletre épitett gorbevonali KR-eket a 9.2.
abra szemlélteti.
Ha valamely

mnr __Igmnr . 1kl
'd ='dmr, (£7,0) és d’

pq = ijem; (xV,O)

tenzorok
‘AT (€7) ="d™4(€7,0) 6 d 4(a7) =d™ 4(27,0)

részei (altenzorai) kovetik a koordinata-transzformacio soran, sszhangban az (5.3)
képlettel, a

; 0z 0z 0¢¥
daﬁd ) 7\ — /d Tp3 v 51
US(‘r ) 1/3(5 )8§7T 651) ox° ’ (9 5 a‘)
vagy ami ugyanaz, a fenti szabaly megforditasat jelents
0E™ OEP 0x°
1 3TP3 7y — af3 v 1
d 113(5 ) d (73(3j )aira axﬁ aé-y (95 b)

transzformécios torvényt, akkor a vonatkozo
3 . 3
‘AT (8) e A ()

altenzorok ugyanazon feliileti tenzorok. Masként fogalmazva a fenti altenzorok
valodi feliileti tenzorok.

A feliileten értelmezett mennyiségekre forditva tovabbiakban a figyelmet
ugy is fogalmazhatunk (9.51a,b) alapjan, hogy

‘W (87) es P (27)
ugyanaz a kétszer kontravariins, egyszer kovarians feliileti tenzor, ha a
Oz 0zP 9
OE™ dEP dxv

WP, (27) ="h", (€7) (9.52a)
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vagy ami ezzel ekvivalens, ha a
o™ ogr 0x
Ox® OxP ¢

WP (€7) = hP, (a7) (9-52b)

egyenletek teljesiilnek.
Kimutathato, hogy a

Jap = Aap és gaﬁ = aa,@

metrikus tenzorok, egyiitt a 6,7, 67, Kronecker-szimbélummal a feliileti KR
egységtenzorai. A (9.25) képletekkel értelmezett feliileti epszilon tenzorok
ugyancsak val6di méasodrend tenzorok.

9.2. abra. KR-ek a felilleten

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a b,g gorbiileti tenzor is valodi méasod-
rendi feliileti tenzor. Az 4talakitasok soran sziikség lesz a (&%, &2) és (a!,2?)
feliileti gérbevonalia KR-ek bazisvektorai k6zott fennall6 transzformacios kép-
letekre. Szem el6tt tartva, hogy a (9.3) és (9.18) képletek csak annyiban val-
toznak a (&1, €2, €3) KR-ben, hogy &-t kell frni z helyére, tovabba kihasznalva,
hogy

/53 — xS =0
az S feliileten, irhatjuk, hogy

g = Or _ Or Oz%_0x"
857 9¢F ~ o~ 0¢P ~ 0¢P B

(9.53)
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Kovetkezik a (€1, €2, £3) KR értelmezésébsl —v.6.: 9.2. abra, illetve lasd a (9.10)
egyenletet —, hogy

‘g ="g" =a3. (9.54)
A (9.43) Osszefiiggés alapjan, kihasznélva a (9.54)-et is, kapjuk, hogy

0 0
/baB = (agalgﬁ> g = <6§O‘/gﬁ) ‘83

a gorbiileti tenzor a (£, &2) feliileti KR-ben. A (9.53) transzformacios képlet
helyettesitése és a szorzatderivalas szabalyanak alkalmazasa utan innen a

a9 (0z" oz® (0 0%a"
,b = /b = | — —= S« . = — — 8« . —_— 8 B K
ap = ga {65(1 <8£Bg )] 83 = 5 <6€ag ) g3+ Jgo §” 883
eredmény kovetkezik. Utébbi képlet tovabb alakithato, ha

— figyelembe vessziik, hogy a g, vektor meréleges a gz vektorra, és
— kihasznéljuk, hogy

0 0 0z°
o¢> ~ D7 og°
tovabba, ha
— a (9.43) egyenlet alapjan felismerjiik, hogy megjelenik a képletben a
bro

oz 0z° ( 0 ) oz" 0z°
= 8k |83 =

L b
€8 oge \ Dxe P g

Osszevetve ezt az Osszefiiggést a (9.52b) transzformacios képlettel azonnal ado-
dik a kovetkeztetés, hogy a b,pg gorbiileti tenzor valédi feliileti tenzor.

Mivel valodi tenzorok linearis kombinacioja is valodi tenzor, a (9.48a) kép-
lettel értelmezett p " tenzor is valédi tenzor.

9.2. A feliilet bels6 geometriaja
9.2.1. Meusnier tétele. Az S feliileten vett ivelem vektornak nincs gs
iranyu Osszetevije:
dr = g,dz® = a,dz”. (9.55)
A

ds? =dr-dr = gadxa-ggdwﬂ = ga,@dxo‘dxﬂ (9.56)
= glldxldxl +2912dx1dx2+922dx2dx2 .

ivelem négyzet az S feliilet elsd alapformdja. A Gauss altal bevezetett klasszi-
kus
gn=an=4, gi2=a12=2DB, goa =an =C
jelolésekkel a fenti egyenlet a
dr-dr = Adz'dz! +2Bdztdz? + Cda?da?

alakba irhat6 at.
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A (9.43)5 képletbsl kovetkezik, hogy

83,0 = _baﬁgﬂ 5 (957&)
azaz hogy
dgs = g3,0da® = —bapg’dz® . (9.57b)

A (9.55) és (9.57b) egyenletek skalaris szorzatat képezve az S feliilet mdsodik
alapformdjdhoz jutunk:

dgs-dr =—bapg’dz® - g,da” = —bapd” dz®da” = —bapdz®dz’

9.58
= — by datdzt — 2byadatde? — bypda®da?. (9.58)

A Gauss altal bevezetett
biu=2D, bio=D", ase = D"

jelolésekkel
dgs-dr = Ddz'dz! +2D'dztda? + D" dz?d?
a masodik alapforma alakja.

A 9.3. dbra olyan feliileti gorbéket szemléltet, ezeket rendre h, és h jeldli,
melyeknek a P pontban kozos érint&jiik van. Vegyiik észre, hogy a h, gorbe

a3 | x3

9.3. abra. Osszefiiggés gorbiiletek kozott

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

136 9. A feliiletek differencial-geometridjanak alapjai

az S feliilet egy normalmetszete, mivel a h, gorbét kimetszé N, siknak a P
pontbeli feliileti normalis, az 23 koordinatavonal az egyik tartéegyenese. A h
gorbe tgy szarmaztathato példaul, hogy az N, sikot elforgatjuk a h, gorbe P
pontbeli érintGje koriil, és az elforgatott sik, ezt IV jeloli, valamint az S feliilet
metszésvonalat tekintjiik.

A kovetkezSkben azt a kérdést vizsgaljuk, hogy van-e valamilyen kapcsolat
a h, és h gorbék P pontbeli gorbiiletei kozott.

Legyen 2% =xz%(s) a h gorbe egyenlete, ahol s az {vkoordinata. A h gorbe
érintGje a
dr  Or dz®  dz®

kg, 9T = 2
A=Agr= ds Oz~ ds ds 8o
képletbdl szamithato, azaz

dz®
A= —

ds ’

A A3 koordinata (6sszetevd) eltiinése azt a nyilvanvald geometriai tényt fejezi
ki, hogy a A érint§ egységvektor az S feliilet érintésikjaban fekszik, és igy nincs
a feliilet normalisaval parhuzamos Gsszetevje.
A h gorbe gorbiilete a (8.81) képlet alapjan szamithato:
oA

g:mu, k>0,

ahol x a gorbiilet, a p normalis pedig a goérbe simulésikjaban, ez most az N
sik, fekszik. A (8.78) és (8.27) képletek felhasznalaséval, az utobbi esetben At
gondolva u* helyére, a fenti egyenlet atalakithato:

SAF
=g =AY g = AN T\

=N N AT RN g+ AT [N +T2 N gs.
A kovetkez6 lépésben hasznaljuk ki a (9.59)9 és a (9.45); Osszefiiggéseket :
K=" [N+ TR ge+brpA"A g3 . (9.60)

A (9.60)-ra vezets gondolatmenet a h, gorbe esetére is érvényes. Az ered-
ményt illetGen figyelembe kell venni, hogy a p, vektornak nincs az S feliilet
érintGsikjaban fekvs Osszetevije. Kovetkezésképp

Ko My = brpATAPE3 . (9.61)
A (9.61) (9.60)-ba torténd helyettesitésével a
k=M [)\Xyp —|—I‘£‘T)\T] 8y + Ko 1y
képlet adodik. Végigszorozva ezt az egyenletet p,-val a

A =0. (9.59)

‘ k cos ¥ = Kk, = allandd ‘ (9.62)

eredményt kapjuk. Szavakban: mindazon feliileti gorbékre nézve, melyeknek
kozos az érintGjiikk a P pontban, a k cosd mennyiség invarians, azaz allando
értékt. Ez Meusnier tétele [21], aki a tételt még 1776-ban fedezte fel, de csak
1785-ben publikalta.
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A h és h, gorbék

1 1
l{;_j, Ro = —/
R R,

egyenletekkel értelmezett gorbiileti sugarait felhasznalva (9.62)-bdl az

*

R =R,cos? (9.63)

Osszefiiggés kovetkezik. Az utobbi képlet szerint R egy R, atfogdji derékszogd
haromszog ¥ szog melletti befogoja.

Az S feliilet P pontbeli gz =agz normalisara mint tartéegyenesre illeszkedd
N,, N! siksor a h,, hy gorbéket metszi ki az S felilletbsl. A h,, hg, stb. nor-
mélmetszetekhez tartozo k(,) elGjeles gorbiiletet a (9.61)egyenlet az-mal valo
skalaris atszorzaséaval kapott

| Ky = brpA ™V | (9.64)

egyenlet értelmezi, ahol A a normalmetszetet meghatérozo egységvektor (an-
nak érint6 vektora), tovabba

— A K(p) =Ko, hap, g3=p, az3>0,
és

— & kK(n) = —HKo, ha p, g3 =p, a3 <0.
A 9.4. abran vazolt esetben p,-a3 <0.

9.2.2. Gorbiileti tenzor. A (9.64) képlet szerint a normal metszet x )
elGjeles gorbiilete, vagy ami ugyanaz, az S feliilet gorbiilete a normél metszet-
ben, a P pontbeli érinté egységvektor és a gorbiileti tenzor kétszeres skalaris
szorzata. Ez az a koriilmény, ami miatt a b,g tenzort gorbiileti tenzornak ne-
vezik.

Az S feliilet R, elGjeles gorbiileti sugarét a feliilet i, normal metszetében
az

’ 1/ Rn) = =R(n) = —brpA" N \ (9.65)

egyenlet értelmezi. A negativ elGjelnek az a magyarazata, hogy az S feliilet
ho normal metszetében akkor tekintjiik [pozitivnak| {negativnak} a gorbiileti
sugarat, ha a feliilet g3 =a3 normalisa a gorbiileti [kozépponttol el|{kézéppont
felé} mutat.

Az § feliilet P pontjaban a r(,) elGjeles gorbiilet folytonosan valtozik,
ahogy az N, sikot forgatjuk a felillet normalisa koriil (kivéve, ha az S fe-
lillet gémb vagy sik a P pont kornyezetében). Ugy is fogalmazhatunk, hogy
az elGjeles gorbiilet folytonosan valtozik, amikor az érinté egységvektor forog
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9.4. abra. A feliilet normalisa koriil forgatott sikok és a feliilet metszetei

a P pontra illesztett érintGsikban. Felmeriil tehat a kérdés, hogy melyik az a
AT irdny, amelyre nézve szélséértéke van a normalgorbiiletnek a

GrpA" A = azpA"A =1 (9.66)

mellékfeltétel fennéllasa esetén. A kérdés megvalaszolasa, amint az kittinik
majd a kdvetkez§ gondolatmenetbdl, a gorbiileti tenzor sajatérték-feladatara
vezet. Kzt azért részletezziik a 6.2.4. szakasz eredményeire torténd részletes
hivatkozas helyett, mivel (a) a gorbiileti tenzor mindossze kétméreti tenzor,
(b) a gondolatmenet variaciés megfontolason alapul, (c) a gondolatmenet meg-
adasa Oonmagaban teszi olvashatova a jelen fejezetet.

Legyen a x egyel6re hatarozatlan Lagrange-féle multiplikator. A felvetett
geometriai probléma az

F(MN,X) = bapA™ N — x(aasA* N = 1) (9.67)
funkcional szélsGértékének meghatarozasaval ekvivalens. A
oF
e = (bas = X0ag) X’ = (b =x0.")As =0 (9.68)
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szélsGérték feltétel homogén linedris ER a A\g szdmitasara. Trivialistol kiilon-
b6z6 megoldas feltétele — ilyen megoldas a (9.66) mellékfeltétel miatt kell, hogy
létezzen — a (9.68) ER determindnsanak eltiinése:

b11 —X b12

=0. 9.69
b21 b22 —x ( )

Legyen

g

1
Br=b," &  Bu=|b'|=3 £ e,ub b (9.70)

A (9.69) determinans kifejtésével a

x2—2Hx+K =0,

9.71
H=B;/2, K=By (0.71)

maéasodfoki egyenlet adodik a x Lagrange-féle multiplikator szamitasara. A
x multiplikator a (9.68) egyenlet A\*-val torténd végigszorzasaval és a (9.66)
mellékfeltétel kihasznalasaval kapott

bap A N =X N = o AN —x = b, X N\g—x =0 (9.72)
egyenlet szerint, tekintettel a (9.64)-re, x a keresett normélmetszetbeli gorbii-
let.

A (9.71); egyenlet x (1) és x(2) gyOkei a fogorbiiletek. A gyckok és egyiitt-
hatok kozotti Osszefliggések szerint

] Xy txe =20, xoxe =K, (9.73)

ahol H a kozépgorbiilet, mig K az un. Gauss-féle gorbiilet, a két f6gorbiilet
szorzata.

Ha a (9.71); egyenlet gyokei kiilonboznek egyméastol, akkor csak egy meg-
oldasa van a vizsgalt geometriai problémanak.

A vonatkozd A; és Ag vektorok a b, gorbiileti tenzor fdiranyait, vagy
ami ugyanaz, a feliilet egymasra kolcsonosen merdleges fémetszeteit jelolik ki.
Valoban, ha a x(1) és x(2) (9.68)-ba térténd helyettesitésével kapott

bas AP = AP
aﬂ(l) X(l)aaﬂ(l) B

(9.74)
bag A - Ao A p
ﬁ(2) X@) ﬁ(2)

egyenleteket rendre végigszorozzuk

A és A “-val,

(2) 1)
majd pedig a két egyenlet kiilonbségét képezziik — kihasznalva ekozben, hogy
a gorbiileti és metrikus tenzorok egyarant szimmetrikusak — akkor a

— Ao N NP = — ANy =0 9.75
(X)) — X)) 50D (X X(2))(1) & (9.75)

eredményre jutunk, ami vildgosan mutatja, hogy a féiranyok kélcséndsen me-
r6legesek egymasra.
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Konnyen igazolhato, ismét kihasznalva a gorbiileti és metrikus tenzorok
szimmetriajat, hogy a (9.71); egyenlet gyokei valosak.
A (9.65) egyenletbsl adodik, hogy

1 1
Rpyy=—— és Ryoy=—— 9.76
M= 0 =7 (9.76)
a fégorbiileti sugarak.
A (9.68) egyenlet alapjan konnyen belathato, hogy a f6gorbiileti sugarak
a
16,7+ Rnybo”| =0 (9.77)
egyenlet megoldasai.
A f6iranyokat mindeniitt érinté feliileti gorbéket gorbiileti vonalaknak szo-
k&s nevezni.
Sik és gombfeliileten barmilyen feliileti gorbe gorbiileti vonal.
Legyenek a x(1) és x(2) gyokok egymastol kiilonbozéek. Legyen tovabba
€1, €2 a gorbiileti vonalak altal alkotott feliileti KR. Ebben a KR-ben
A="A""a 6 Ao=')\""a,, 9.78
O T (578)
ahol az ‘a; és 'a, vektorok elGjelét ugy szokis megvalasztani, hogy egyiitt az
'as = a3 vektorral jobbsodrati KR-t alkossanak. A gorbiileti vonalak ortogo-
nalitasa miatt
‘a1 ="a9; =0. (9.79)

A (9.68) egyenlet alapjan irhato
(/baﬂ 7X(1)/aa,8) /(i‘)ﬁ =0
Osszefliggést végigszorozva ')\)a—val, kihasznalva tovabba a (9.78) és (9.79)
Osszefiiggéseket, a fenti képletbdl a
by ="by; =0 (9.80)
eredmény adodik, mivel a gorbiileti tenzor szimmetrikus.
A (9.79) és (9.80) egylittes fennallasa esetén a
¢'=allando & €2 =allando

koordinatavonalak gorbiileti vonalak.
Tekintettel a (9.24) és (9.79) képletekre, a gorbiileti vonalak KR-ében

22

I 2 1 112 7 / ! /12
61" ="ay;,'a " +'ay5'a” ="a;; 4" =0,

ahonnan
‘a?="a*' =0, (9.81)

hiszen szimmetrikus a feliileti metrikus tenzor. Ami a gorbiileti tenzor vegyes
indexes alakjat illeti, a (9.80) és (9.81) felhasznalasaval adodik, hogy

/b12 _ /b11/a12+ /b12/a22 —0. (9.823)
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Hasonl6an mutathato6 ki, hogy

byt =0. (9.82b)
A (9.72), (9.78), (9.82a,b) képletek kihasznalasaval kapjuk, hogy
=N N ="0 AN D2 A2 Ao ="b, 9.83a
Xm G oo Htt T A @ (9.838)
Ugyanigy mutathaté ki, hogy
X(2) ='by°. (9.83b)
A (9.82a,b), (9.83a,b) és (9.65) egybevetésébdl:
bt 0 X 0 -1/R 0
n B { 1 ][ (1) — 1) 9.84
[ [e% ] 0 /b22 0 X(Z) 0 _1/R(2) ( )
a gorbiileti tenzor vegyes indexes alakjanak szerkezete a gorbiileti vonalak KR-
ében.
Ha
K L1 _peso (9.85)
=XOX@ =% 5 =0 : :
(1)X(2) R(l) R(z)

azaz ha pozitiv a Gauss-féle gérbiilet, akkor a P pontban azonos a fégorbiiletek,
illetve a gorbiileti sugarak el§jele (mindkét f6gorbiilet negativ vagy pozitiv,
illetve mindkét gorbiileti sugar pozitiv vagy negativ).
A
K=0

esetben — egymastol eltérs fégorbiileteket tételezve fel — az egyik {6gorbiilet
zérus. A vonatkozo f6gorbiileti sugar pedig végtelen. A masik f6gorbiilet mind
pozitiv, mind pedig negativ elGjeld lehet.
A
K <0

esetben a f6gorbiiletek, illetve a f6gorbiileti sugarak kiilonbozé eljeltiek.
A fentiekbdl kovetkezik, hogy a zérus gorbiileti iranyokat megadd

K =bag AN =b,PA%N5 =0 (9.86)
egyenletnek az iranyt kijelols \* vektorra vonatkozdan
valosak és kiilonboz&ek K<O0,
valosak és egybeesnek a gyokei, ha K=0,
konjugalt komplexek K>0.

Masként fogalmazva a P pontban és a P elemi kérnyezetében a feliilet A* zérus
fégorbiileti iranya altal kijelolt {normélmetszetei }[norméalmetszete]

két egyenest alkotnak, K<O0.
gy ha
[ egy egyenes, K=0.
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9.5. abra. Elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontok a feliileten
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A K >0 esetben a P pont kdrnyezetében minden normélmetszetben azonos
elGjeld és zérustol kiillonbozs a gorbiilet, és igy nem létezik egyenes vonali
normalmetszet.

A (9.86)-bol adodo iranyokat aszimptotikus irdnyoknak szokéds nevezni.

Ismeretes a geometriabol, hogy az ellipszoid gorbiiletei azonos elGjeliiek.
Egy parabola esetén a parabola tengelyére és a parabola sikjara merdlegesen
torténd eltolasaval generalt hengerfeliilet alkotéi mentén zérus a gorbiilet. A
hiperbolikus paraboloid, ez az un. nyeregfeliilet, melynek gorbiiletei pedig kii-
16nbo6z6ek lehetnek eljeliikben.

A fentiek alapjan azt mondjuk, hogy a feliilet

elliptikus K > 0 (nincs aszimptotikus irany).
P pontja parabolikus pont, ha ¢ K =0 (egy aszimptotikus irany).
hiperbolikus K < 0 (két aszimptotikus irany).

A 9.5. abra az S feliilet egy-egy elliptikus, parabolikus és hiperbolikus pontjat
szemlélteti.

9.3. Kovarians derivalas a feliileten

9.3.1. Feliilet menti és feliileti kovarians derivalt. Legyen az
i = u(z!, 2%, 23) vektormezs az S feliiletre épitett térbeli gérbevonali KR-
ben értelmezett vektormezs. Az u vektormezd S feliileten torténd valtozasat
az ¢ feliileti valtozok szerint vett derivalt tiikrozi.

A kontravarians koordinatakkal (Gsszetevokkel) felirt
u=1u(z",0) = u"g, +u’gs = u a, +u’as (9.87)
felbontasbol kiindulva, a (8.27) dsszefliggésre vonatkozd gondolatmenet megis-
métlésével, tovabba a (9.42), (9.43) képletek felhasznalasaval az u vektormezd
x® szerinti parcidlis derivaltjanak szamitasara az
(27,0)00 = 1,0 =u",a, —|—u3|aa3 (9.88)
Osszefiiggést kapjuk, ahol
u"‘a =u” ,=u" ,+T 5 u" +F§3u3 =u” ,+Tgu"— ba“u3 (9.89)
és
ud, =? = +T3u" =u® | +basu” . (9.90)

A (9.89) és (9.90) képletek egy jelolésbeli megallapodast is titkkroznek. A rovid
fliggSleges vonal utan allo gorég index ui. azt kivanja hangsilyozni, hogy itt az
S feliileten és feliileti paraméterek szerint torténik a kovarians derivalas. Ezért
ezt a derivaltat feliilet menti kovaridns derivdltnak nevezziik.

Hasonlé modon, a (8.31), (8.32), (9.42) és (9.43) felhasznalasaval képez-
hetjiik az u vektormezd u, kovarians osszetevikkel felirt

a(2?,0) = uag® +usg® = uga® +uza’ (9.91)

alakjanak derivaltjat az S feliileten:

(27,0)00 =1, o0 = u, 2" +ug,a3 (9.92)
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ahol
Ugjo = Uy q = Uy o -y —F;’Nug = Uy o — Laglis —bartz (9.93)
és
Ugjq = Us; o :u3,a_F53“B =g, o+, uy (9.94)

ismét feliilet menti kovarians derivaltak.
A (9.89), (9.90), (9.93) és (9.94) derivaltak jobb oldalan allo utolso tag,
tekintettel a gorbiileti tenzor (9.45) alatti értelmezése alapjan irhato

bap = —8° o 8 =—a’ ,-ag (9.95a)
és

bau = _g3’ « ,gN = _a3’ a at (995b)
képletekre, a vonatkozo Osszetevek S feliiletre merdleges valtozasanak hatéasat
fejezi ki.

A (9.89), (9.90), (9.93) és (9.94) képletek fennmarad6 része a feliilet érin-
tésikjaban fekvs és arra merdleges Osszetevik feliilet menti valtozasat jeleniti
meg. Mivel a feliiletre meréleges u® és uz koordinitak, avagy dsszetevék esetén
ez az x“ szerinti parciélis derivalt, ugy is fogalmazhatunk, hogy a feliilet men-
ti valtozasok szempontjabol ezek a mennyiségek skalarként, azaz zérusrendi
tenzorként viselkednek.

A (9.89)-re és a (9.93)-re vezets gondolatmenet megismétlésével az u vek-
tor feliilet érintGsikjaban fekvs OsszetevGjének x@ szerinti derivaltjara, kihasz-
nalva azt, hogy igy az

u3 = Us
koordinéta Osszetevd zérusnak tekintett — az

[@"(27,0)8x(27,0)0a] = (unan),a = unl\ adr

illetve az
[us(27,0)8"(27,0)00] = (usa”) , = u, 42"
eredmény adodik, ahol
u o =u” o+ 5" (9.96)
és
Ul o = Uy, o — Lo ln (9.97)

rendre az 4" (z7,0) = u”(2") kontravarians és az . (z7,0) = u.(2z?) kovarians
altenzorok (vagy az el6zGek szerint értelmezett elsérendd feliileti tenzorok,
illetve feliileti vektorok) an. felileti kovaridns derivdltja.

Amint az fentebb jol lathato, a felileti kovaridns derivdltat két révid péar-
huzamos fligg6leges vonal utan allé6 gorég index jeloli.

Nyilvanval6, hogy a feliileti kovaridns derivalt nem tiikrozi a feliiletre me-
réleges irdnyban bekdvetkezd valtozasokat. Az S feliiletre merdleges véltozasok
hatasa — az a® és ag bazisvektorok megvaltozasanak van 23 irdnyt dsszetevéje
—a (9.90) és a (9.94) képletekben jelenik meg, ha ott az

u3ZU3=0
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helyettesitéssel éliink:
USI a = baﬂuﬁ ; U | = ba'uuu . (998)

Vegyiik észre, hogy az S feliilet (2!, 1?) kétméretii terében érvényes (9.96)
és (9.97) képletek a harommeéretii térben érvényes (8.27) és (8.32) képletek
analogonjai, mivel a

k— kK, =« és s—T

betticserékkel azonnal megkaphatok a (8.27) és (8.32) képletekbdl.
A (9.96) és (9.89), valamint a (9.97) és (9.93) egybevetésébol kovetkezik,

hogy
UK‘ 0= ul@” N 7banu3 ,
(9.99)

Up|a = Uk|la — bnau3 :

Az S feliiletre épitett (x!, 22 23) gérbevonali KR-ben az u(z!,2?, 23)
vektormezé az a3 koordinatavonal mentén is valtozik. Az S feliileten az

(1_1(93) |1:3:0 = ﬁ,3|:r3:0 (9100)

derivalt jellemzi a valtozast. A (9.89), (9.90) és (9.91), valamint a (9.92), (9.93)
és (9.94)-re vezets gondolatmenet megismétlésével az
ﬁ; 3|x3:0 = (’aﬁ; BEH + ﬁs; 3g3) |C63:0 = uﬁ; 3ax + us; 343,
u g =u" 3+ Tg5u’ (9.101)
u?’; 3= u37 3,
valamint az
ﬁ, 3 |13:0 = (an; dgh + ﬂS; 5@3) |I3:0 = un; San +u3; 3a3 )
Uy . 3 :um,S_Fkgaﬁ ) (9102)
Ug;3 = Uz 3
képleteket kapjuk a (9.100) alatti derivalt szamitasara.
A tovabbiakban magasabbrendti tenzorokra altalanositjuk az eddigi ered-
meényeket.
1,2

Legyen a szp(a: , 22, 23) differencialhaté harmadrendt tenzor. Az S felii-
leten tekintve a tenzor valtozésat a

(ikep(ff’y,o) = dklp
értekek viselkedését kell vizsgalni. A (8.38b) derivalasi képlet alapjan a
k _ gk _ gk k s s gk s gk
d tlp = A%y =A%+ T pd®, =T pd® ) =T J,d" (9.103)

egyenlettel értelmezziik a Jklp tenzor feliilet menti kovarians derivaltjat. Ha a
Jklp tenzor valodi tenzor a haromméreti euklideszi térben, akkor a

K 3 K 3
d)\ﬂ'7 d)\ﬂ'? d37r7"'7d33
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altenzorok rendre harmad-, masod-, els6-, illetve zérusrendii feliileti tenzorok,
hiszen valamennyien kovetik a (9.51a,b) transzformacios torvényt. A fenti al-
tenzorok feliilet menti kovarians derivaltjai, kihasznalva a (9.103), illetve a
gorbiileti tenzorral kapcsolatos (9.44) és (9.45) képleteket, a

dﬁ)\ﬂp = dn)\ﬂ';p
= dﬂ

+Fpﬁa da)\ﬂ'—i_rp% d3)\ﬂ' _Ffpdﬁaﬂ_rfpd’%?:ﬂ_F;pdﬁ)\a_l—‘:pdn)\?)
+Fpﬁad0)\7r_r)(\7pdﬁa7r_r7gpdn)\a

—bp’idgkﬂ._b)\pd’i?)ﬂ.—bﬂ.pdﬁkg 5 (910434)

AT, p

AT, p

3 3
d Awlp = d AT
3 3 3 43 3 3 43 3 3 53
=d )\7r,p+FpadU)\7r+Fp3d Aﬂir)(\rpd aﬂir)\pd Sﬂingpd )\Uirﬂ‘pd A3

= dg)\ﬂ', p_FAdeSUﬂ'_FTIerdg)\U_‘_prdﬂ)\ﬂ'_b)\pd337r_b7rpd3)\3 ) (9104b)

e — g
3mlp — % 3mp
3 3 3
= dn37r, p+]'—‘pﬁcrd037r+r:3d 371'_F.??pd’ﬁo’ﬂ_FdeHSW_FpO-ﬂdNSU_FpWdﬁ33

=d"y, AT d% s T2 d b, A 4, d" b, ,d s, (9.104c)

d333lp = d333;p
= d333, p+F§Ud033+rf‘;33d3337r30pd3037F3:3pd3337r3o;-)d33071—‘??pd333
=d s by, d7 354D, 7 d% o tb T d s, (9.1044)
moédon szamithatok. A d®*; kétszer kontravarians, egyszer kovarians altenzor
tekintetében a fentiekhez hasonléan mutathaté ki a (8.39) képlet alapjan, hogy
KA _IRA
d 3lp — d 3;p
— dlﬁ)\s’ ) + F:Uda)\s =+ Fggd?))\s + FpAo'dHU?) + Fp)})dnfyg _ Fgopdnka _ F??pdn)\g
=d™y ,+ D5 d7 g+ T 0 d™ s =, d* g — b, ™y +b,7d™,  (9.104e)
a felilet menti kovaridns derivdlt.

A dry, d3y, dR,, d3sy és A"y altenzorok feliileti kovarians derivaltjait
rendre a

d'{/\Tr”p = d“/\ﬂ7p+F:adU/\,r —Ffpd'{mr —F;’pd“/\a ,
By =P, p =T =T 2, A%,

Asrip = A"3n, p T p0d” 5 =T 7,d"s, (9.105)
d333|\p = d3337p ’

@y, = A"y ,+T 57 +T A d7,

egyenletek értelmezik. A (9.105) feliileti kovarians derivaltakat felhasznalva
a (9.104a, ... e) feliilet menti kovarians derivaltak az alabbi alakban irhatok
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fel:

dnkﬂlﬂ = dn/\ﬂlp - bpﬁdg/\fr =03y d 3 = brydys
Pty = PoanpF0pod3r = 03,5 = by d®ys
A3ty = A3 = 0, A3 40,7 d" = b d 53 (9.106)
&y, = d333,|p by, d7g3+b,7d% 5 +b,7d%, |
S S b," d3’\3 _ bp’\ dm33 +b,7 d’“g

3llp

3lp — 3llp

Vegytik észre, hogy a (9.106) felillet menti kovarians derivaltak, hasonléan
a (9.100) feliilet menti kovarians derivaltakhoz, két részbdl allnak. A jobb ol-
dalon all6 els6 tag, azaz a feliileti kovarians derivalt a feliilet érintésikjaban
fekvs tenzorkomponensek feliilet érintésikjaban végbemend valtozasat tiikrozi.
A jobb oldalon allé6 masodik, az Gn. jarulékos rész, tekintettel a (9.100) kép-
letekre, az S feliiletre mer6leges tenzorosszetevsk feliillet menti valtozasanak
hatasat fejezi ki.

A R (27)=tR (27,0, tF, (27) =t ,(27,0), és t,,(27) =1, (27 ,0) masodrendd
tenzorok feliileti és feliilet menti kovarians derivaltjaival kapcsolatos Gsszefiig-
gések a

(9.105)5, (9.105)3 és (9.105),
tovabba a

(9.106)5, (9.106)5 és (9.106)4
képletekbsl adédnak a

dkfg N tk[ ) dn)\a _ 0 7
dry, 1", dc, =0,
&Py, = ty,,  dfy, =0

cserékkel, illetve helyettesitésekkel.

A t,f (x7) = £,°(27,0) egyszer kovarians, egyszer kontravarians alakra vo-
natkozo képleteket minden magyarazat nélkiil kozoljik.
Feliileti kovaridns derivdlt mdsodrendd tenzorra:

KA _ 1 KA oA KO
t o = t —|—F ot +F ot
tNA”p:t )\p‘i’l—‘ 7F>\ptl{
N \ " (9.107)
te lp = Fﬁptff +Fpatn )
tri)\Hp R, p Fmpta)\ F)xp Ko *
Feliilet menti kovarians derivdlt mdsodrendi tenzorra:
KA __ 4 RXA 1 KA K3\ Ay k3
=t , =t Hp_bpt —b,7t™,
E g = p =t 5 = b, N = byt
:\\p )\A’p AHp AT P 33 (9.108)
tK, ‘p:t.‘ﬁ H ”p b t prtH 5
tf-f,)\\ p = t.‘i)\, p nAHp bnpt 3T b)xpt K3 *
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Vegyiik észre, hogy az S feliilet kétméret terében érvényes (9.107)1,. . 4 képle-
tek rendre a haromdimenzios térben érvényes (8.35), (8.36))1,... 3 képletek ana-
logonjai, hiszen a latin betiiket gorogre cserélve rendre megkaphatok a (8.35),
(8.36))1,...,3 képletekbdl.

Ami a (9.96), (9.97); a (9.105) és a (9.107) feliileti kovaridns derivaltak
feliilet menti kovarians derivaltakkal valo kapcsolatat megado és a jarulékos
tagokat tartalmazo (9.99); (9.106) és (9.108) Osszefliggéseket illeti, az alabbi
szabélyszertiség olvashat6 ki az utobbi képletekbdl:

Ami a széhasznalatot illeti,

— eredeti tenzornak nevezziik azt a felileti tenzort (ezalatt magéan az S fe-
lilleten értelmezett tenzort kell érteni) vagy azt az altenzort (az utébbi a
haromdimenzios térben értelmezett és az S feliiletre épitett KR-ben értel-
mezett tenzor vagy ennek egy altenzora az S feliiletre lokalizalva), melyet
derivalni akarunk,

— derivdldsi indexnek nevezziikk azt a gordg indexet, melyre vonatkozéan a
kovarians derivaltakat képezni akarjuk,

— tekintett indexnek nevezziik az eredeti tenzor azon indexét, amely a jarulékos
tag forrasat add bazisvektort azonositja.

A kovetkezs szabalyszertiségek figyelhetk meg:

— a jarulékos tag mindig az eredeti tenzor és a gorbiileti tenzor szorzata,

— a szorzat elGjele {negativ} [pozitiv], ha a tekintett index {gorog index} [a
harmas szdm| (a d*’y, derivalt esetén a (9.105)5 képletben 3 az utolso
tekintett index, mig a ¢, |, derivalt esetén a (9.108)4 képletben « az elsé és
A a masodik tekintett index),

— a gorbiileti tenzor egyik indexe, ez mindig alsé index, a derivalasi index,

— ha a tekintett index gorég beti, akkor a gorbiileti tenzor masik indexe min-
dig a tekintett index, amely megtartja az eredeti indexpoziciot, azaz {fels6}
[also], ha a tekintett index is {fels6} [alsd], a tekintett index helyére pedig
a harmas szam keriil,

— ha a tekintett szdm a harmas szam, akkor a gorbiileti tenzor mésik indexe
néma gordg index, melynek pozicidja {fels6} [als6], ha a tekintett harmas
index {also} [fels6], mig a parja a tekintett harmas index helyén jelenik meg,

— az eredeti tenzor t&bbi indexe nem valtozik.

Kimutathato a metrikus tenzor és az epszilon tenzor kovaridns derivaltja-
val kapcsolatos (8.40) és (8.42) képletek, valamint a (9.108), illetve a (9.106)
Osszefiiggések segitségével, kihasznalva a metrikus és az epszilon tenzorok szer-
kezetét, hogy

KA KA — —
9" =9"1,=0, 9exlp = Iurlp = 0> (0.100)
A s A _ :
0%, =07, =0,
és hogy
2 2
€ 3\p:‘€ 3Hp:07 5/{)\3|p:€nk3”p:0' (9110)
A (9.109)-re forditva mondjuk a figyelmet, a (8.40)1, (9.108)1, és (9.14) alapjan
a
RN _RA KA K3\ A K3 _ KA
0=9"%p=9", =9, =097 =0,"9™ =9™",
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eredmény, vagyis a bizonyitani kivant &llitas kovetkezik. A tobbi esetben a
fentiekhez hasonloan lehet eljarni.

9.3.2. Riemann—Christoffel-féle gorbiileti tenzor az S feliilet két-
méretii terében. A tovibbiakban, kihasznalva majd a 8.4.1. szakasz gondo-
latmenetét, arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy mi a feliileti kovarians
derivélasok sorrendjének hatasa. Legyen az w, legaldbb kétszer folytonosan
derivalhato feliileti vektormezd.

Elttinik a

Airp = Upgrp — Usg||px (9.111)
kiilonbség, ha a derivalasok sorrendje felcserélhets. A (9.107)4 derivélasi sza-
baly felhasznalasaval és a

tka)\ - U‘HH)\
cserével
Ung = (Uegn), 0 = TipUon =T ot
a (9.111) jobb oldalan 4llo elss tag. Felcserélve a A és p indexeket, majd a fenti
képlet és az eredmény (9.111)-be torténd helyettesitése utan

dn)\p = (un\|)\)7 P (UKHp)7 A 7rrgpua|\)\ +F/~?AUUHP (9112)

a kiilonbség. A feliileti kovarians derivaltakkal kapcsolatos (9.97) képlet alkal-
mas indexcserékkel torténd helyettesitésével, nem részletezve a nem til bonyo-
lult formalis atalakitasokat, innen az

Ufinp = Unellpr = B nptho (9.113)

eredmény kovetkezik, ahol

‘ R Vﬁ/\p = 8AFPVH - 8011)1\/& +F)l\/0'1_‘pgn - F,:G'F;n

(9.114)

a feliileti Riemann—Christoffel-féle gorbiileti tenzor.
Tekintsiik a ¢*, feliileti masodrendd tenzort. A fentiekhez hasonlé médon
mutathato ki a (9.105);, majd a (9.107), felhasznalasaval, els6 lépésben a

K K P K K
d ATrl\pﬁt Alxm s d ATrl\pﬁt Alxm

helyettesitésekkel, hogy

t")\HﬂX—t”A”XW:t“#R”AXW—t“AR“#Xﬂ (9.115)

a kétszeres feliileti kovarians derivaltak kiilonbsége.

Mivel a (9.114) a feliileti Christoffel-szimbolumokat és azok derivaltjait
tartalmazza a feliileti Riemann—Christoffel-tenzor fiiggetlen az u, vektorme-
zGt61.

Az

l—-v, m—=>K, q¢q—= A, p—p
betticserékkel a haromdimenzios esetre érvényes

R! =0

mgqp
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egyenletbdl — v.6.: (8.52) képlet — az S feliiletre torténd lokalizélassal, tovabba
a (8.50) , (9.114) és a gorbiileti tenzort értelmezs (9.45); o képletek felhaszna-
lasaval a

0= a)\r;;n - aﬂr)l\/n JFF)I\jaF,; - prorfn + F;\IBFSH - F/1)/3F/:\3ri )

vagy ami ugyanaz, a

’ R Vn)\p = b)\ubpka - bpyb)\n (9116)

osszefiiggés adodik. Ez az egyenlet a feliilet Gauss-féle egyenlete [11, 20]. Ha-
sonl6 moédon a

Il =3, m—=kKk, ¢gq—= X, p—p
betticserékkel kapjuk, ismét kihasznalva a (9.45); 2, valamint a (9.44) Osszefiig-
géseket, figyelembe véve tovabba a gorbiileti tenzor és a Christoffel-szimboélu-
mok szimmetridjat, hogy
R ’ = a)\rp?)n - apr)z\))n +F§UF;{ - FpBUF)L\Tn
= b,,il;’)\—b,ﬁ)\7p+bg>\rgﬁ—bgprfﬁ =0.

AP (9.117)

A v index lesiillyesztésével majd a Kronecker-szimbélum és a (9.29); képlet
felhasznalasaval a (9.116) alatti kifejezés atalakithato:

ngxp = bl/)\bpn - b]/pbAK; - 61/195;-190[)19)\();050 - (Suwéﬁﬂbptpbi”\
=(6,76,2—6,%06,"Yborbpy = €urac”?3byrbep = £’ Pborbyy, . (9.118)

Az utobbi képletben, amint az az e, .3 és €’¥% permutécios szimbolumok tu-
lajdonsagait kihasznalva — v.6.: a permutécios szimbo6lum 1.2.3. szakaszban
adott értelmezését — konnyen ellenérizhets

619g03 bﬁkbgop = €EXp3 IbTF’LZ)‘ . (9119)

A (9.119) képlet helyettesitése utan (9.118)-bol, felhasznalva a determinansok
szorzastételét, a Gauss-gorbiilettel kapcsolatos (9.70)2 3 képleteket, valamint
a (9.22)-t, az

Rl},‘{,)\p = 6UK36Ap3|bw7r| = 61/1-@36Ap3|b¢¢acp7r| = eun36Ap3Kao (9120)

eredmény adodik, ahol mind K, mind pedig a, kiilonbdzik zérustol. Ez egyben
azt is jelenti, figyelembe véve a (9.28)-at, hogy

REE)\p =R,.5»=0 (9-121)

(a nagy gorog index nem Osszegezd, hanem rogzitett index, amelynek értéke
vagy egy, vagy pedig kettd lehet) és hogy

Ry915 = Ry197 = —Roy19 = —Ry99, #0. (9.122)

Utobbi egyenlet kvetkezménye, hogy a feliileti kovarians derivalasok sorrendje,
ellentétben a térbeli esettel, dltalaban nem cserélhetd fel.
A (9.120)-bol, kifejtve a |bry| determinanst az

Ri315 = b11b22 —b12b12 (9.123)
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és a

K = oz (9.124)

Qo

képletek kévetkeznek.

A (9.43)3 és a (9.114) képletek szerint R4, megadhatd a gos=aqs metri-
kus tenzor és derivaltjai segitségével. Ennek a koriilménynek alapjan a (9.124)
egyenlet geometriai jelentése a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg:

A K Gauss-féle gorbiilet, ami az S feliilet hAromméretii térben valo visel-
kedésének egy mérdszama, meghatarozhato a feliileten végzett hosszmérések
segitségével. Visszaidézve a (9.85) képletet és pontositva az el6z6 mondatot,
azt mondhatjuk, hogy a két gorbiileti sugér szorzata mindig meghatarozhaté
az S feliilet kétdimenzios terében végzett mérésekkel, annak ellenére, hogy a
f6gorbiileti sugarak a felillet mint hdromdimenziés alakzat jellemzdi.

A (9.117) képlet kibovitésével és a feliileti kovarians derivaltakkal kapcso-
latos (9.107)4 egyenlet felhasznalasaval, pontosabban a

teale = bax 8 Taajp = brpja
cserékkel, a kibgvitett egyenletbdl a
0= bnp AT F,g,\bap - F;Abgﬁ - [b/@)\ P F,gpba)\ - F:\pron] P
vagy ami ugyanaz, a
ban)\ = bn)\Hp (9125)

eredmény kovetkezik. Utébbi egyenlet szerint a A és p indexek tekintetében
szimmetria all fenn. Kovetkezésképp

e, =0. (9.126)

Ez az Gsszefiiggés a differencidlgeometria Gauss—Codazzi-féle egyenletének ten-
zorialis alakja [11, 20, 16].

Az S feliileten tekintve a (8.4) és (8.10) Osszefiiggéseket, kihasznalva to-
vabba a gorbiileti tenzorral kapcsolatos (9.45) o képleteket, a

RN L 0127
g” g=a" g=Tg,a% +bs"a
és
8.5 =a3 p=—bs’a, (9.128)
eredmény adodik a bazisvektorok derivaltjainak szamitasara. A (9.127); 5 egyen-
letek Gauss formulai. A (9.128) egyenlet pedig Weingarten képlete. A (9.128)
egyenletet skalarisan szorozva 6nmagéval a

a3, 023,58 =0, aspb5" =0,7bsp (9.129)

oOsszefiiggés kovetkezik, ahonnan a dz®dz?-val térténd atszorzassal megkapjuk
az S felillet harmadik alapformdjdt:

dag-dag = b, b, p dz®da” . (9.130)
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Legyen
Cap = baabgg = bagagwlmﬁ . (9.131)

Vegyiik észre, hogy cqg szimmetrikus tenzor. A bevezetett jeloléssel

daz-daz = cup dz®da? = ey dztda! +2¢1 drtda® + con dz?dz? (9.132)

a harmadik alapforma alakja.
A (9.118), (9.120) és (9.25); egybevetése alapjan irhato

burbpr — bupbak = Vaoeura/aoerp3 K = epr3zerps K
egyenlet a”P-val torténd végigszorzasaval a
burbypa”” — b, bre —eprzerpsa”’ K =0 (9.133)
eredmény kovetkezik. Az
Eur3Erp30’’ = —apn (9.134)

Osszefiiggés — ennek igazolasat gyakorlatra hagyjuk —, valamint a (9.70)4, illetve
a (9.71)s felhasznalasaval (9.133) a

bKVbV)\—2Hb,$)\+aN,\K=0 (9.135)

alakban irhat6 fel. Felemelve a X\ indexet a (9.135)-bdl a gorbiileti tenzorra
vonatkozé Cayley-Hamilton-tételt kapjuk:

b."b,*—2Hb N +6 K =0. (9.136)
A (9.131), illetve (9.135)-ba torténd helyettesitésével kapott

| corn—2Hbyx+ Kagy =0 (9.137)

egyenlet a harom alapformaban &all6 g.x = axx, bxx és Cx) tenzorokat, vagy a
da"da?-val torténd atszorzas utin magat a harom alapformat kapcsolja ssze.

Gyakorlatok

1. A feliilet P pontjaban a feliileti normaélis és az x = alland6 koordiné-
tavonalak érintsi (az a™ vektorok) egy-egy sikot hataroznak meg. Ezek
a stkok egyben az r(z*,0,0) és r(0,22,0) koordinatavonalak érint sik-
jai is. Mekkora ebben a pontban az emlitett koordindtavonalaknak a
feliilet normalisa mentén mért gorbiileti sugara?

2. Tegyiik fel, hogy az (y',y?, y>) kartézizuszi koordinata-rendszerben a

r=y" (2!, 2?)ip

alakban adott egy feliilet egyenlete. Mutassa meg, hogy ekkor a

YY" o

_ s
baﬁ = EmnsY ,aB m n
‘emnsy 1Y 2

képlettel szamithatd a gorbiileti tenzor.
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3. Legyen

Loyt =at gt = fahe?), r=atitatia+ ot a?)i

a tekintett feliilet egyenlete az (y!,y?,vy3) kartéziuszi koordinata-
rendszerben. Mely egyenletek hatarozzak meg a f6gorbiiletek értékét
ezen a fellileten?

4. Igazolja, hogy fennall az alabbi Osszefiiggés:

R b3y

Qo

y'=x

K

5. Mutassa meg, hogy
a®Pes =4H? 2K .
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10. FEJEZET
Integralatalakitasi tételek és parcialis integralas

10.1. Integralatalakitasi tételek

10.1.1. Bevezets megjegyzések. A leggyakrabban eléforduld integralat-
alakitasi tételek targyaldsa soran a tételek

— szimbolikus alakban,
— az (x) gorbevonali KR-ben,

illetve ha az alkalmazasok szempontjabol sziikségesnek latszik, akkor
— a (&) feliileti gorbevonali KR-ben is

bemutatasra keriilnek.
A tételek szigoru igazolasara terjedelmi okokbol nem keriil sor. Vazlatos
bizonyitast csak a Stokes-tétel esetén adunk.

10.1. 4bra. Az infinitezimalis ABC' haromszog

10.1.2. Stokes-tétele. Tekintsiik az infinitezimalis ABC haromszoget,
és vezessiik be az

rap =dry és rac =dryy (10.1)

jeloléseket. A kovaridns bazisvektorok szamitasaval kapcsolatos kapcsolatos
(1.42) képlet, tovabba a
o "] (10.2a)

k_ .k k ko
dxj—x’B—x’A, dei;=2" ,—x

C A
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és
or . &

Osszefiiggések felhasznalasaval irhato, hogy
dry = gk dxlﬂA ) dryr = gk d'rIICI|A ) (103)

ahol a gérbevonala 2* koordinaték mellett jobbra lenn all6 romai szamok nem

a szokott értelemben vett indexként szerepelnek. Ez a jelolésbeli megallapodés

nem okoz félreértést, mert a kontravarians koordinataknak nincs als6 indexiik.
Az ABC haromszoghtz tartozd dA teriiletvektort a

1
dA = idrlxdrn (104)

vektorszorzat értelmezi. A (10.3) képletek helyettesitésével és a kovarians ba-
zisvektorok vektorialis szorzatat ado (1.29) egyenlet felhasznalaséval innen a

)

1 1
dA = Egk X gy dl"; dx?; = iskfm dJ?]; dl‘?} gm
A

A

vagy ami ugyanaz, a

1
dA,, = = €rem dxljc dml}j

5 (10.5)

A
eredmény kovetkezik.

Az ABC héaromszog altal kifeszitett sik n,, normalis egységvektorat akkor
tekintjiik pozitivnak, ha a normalis egységvektor felsl nézve — v.6. 10.1. abra —
az ABC koriiljarasi sorrend az 6éramutato jarasaval ellentétes. Ez a koriiljarasi
értelem a pozitiv koriiljaréasi irdny.

Nyilvanvalé, hogy

dA,, =n,,dA, (10.6)

ahol dA az ABC haromszog teriilete (a skalaris feliiletelem).

10.2. abra. A h gbrbével hatarolt nyitott S feliilet
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Legyen az S egyszeresen Osszefiiggs, szakaszonként sima nyitott feliilet.
Legyen tovabba h az S feliilet szakaszonként sima peremgorbéje. Az S feliilet
normalis egységvektorat n, a h peremgorbe érints egységvektorat pedig A jelo-
li. A v vektor a feliilet érintGsikjaban fekszik és merdleges a n és A vektorokra.
Feltételezziik, hogy v = A x n. Kovetkezdleg |v| =1 (a v is egységvektor). A v,
A, n harmas jobbsodratu egyenesvonala ortogonalis KR-t feszit ki (jobbsodra-
ta vektorharmas). A h peremgorbe mentén mért s ivkoordinata akkor pozitiv,
ha a pozitiv s iranyba haladva a h gorbe mentén a feliilet — feltéve, hogy a
pozitiv normalis fel6l tekintjiik — a bal oldalon fekszik.

A Stokes-tétel el6készitése érdekében elGszor az infiniteziméalis ABC ha-
romszogon tekintiink egy részproblémat. Ezt kovetGen az S feliilet esetén al-
kalmazzuk a kapott eredményt.

Legyen u=1uy; g* az infinitezimalis ABC haromszogon és annak kornyeze-
tében értelmezett, folyamatosan differencidlhaté vektormezs. Hatarozzuk meg

a
f u-dr (10.7)
ABCA
vonalintegrél értékét.

A haromszog egyes oldalélein vett integralokat az u vektormezd oldalfe-
lez6 pontokban vett értékei és a vonatkozd rap, rpc , illetve rga vektorok
szorzataiként szamitjuk. Az oldalfelezé pontokhoz tartozé u értékeket pedig
az A pontra tdmaszkodo linearis approximacioé adja.

Ezek a kozelitések az ABC haromszog infinitezimalis volta miatt engedhe-
t6k meg.

Fentiek alapjan

?{ u~drdr1~<u(A)+u®V|A-drl>
ABCA 2

+(dryy —dry)- {U(AH ueVv|, (M)]

2

+(—drp)- (U(A)+U®V|A _dr2H> |

Az utobbi képletbdl indexes jelolésre térve at és helyettesitve a (10.2b), (10.3)
és (8.31) Osszefiiggéseket a

1
f = () G
ABCA 2

1
+ [Uk(A)+ Uk

dxl}> dak
A
(anfray )| (ot —ach)

¢ k
dxn) dxy;
A

2

1
+ (Uk(A)+ 5 Ukse

1
= ZJUk;¢

7 (dx]fj dat —dat, dx]}) .

A
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eredmény kovetkezik. Az egyenlet jobb oldala a Kronecker-szimbélummal kap-
csolatos (1.22) képlet, tovabba az (1.31) Osszefiiggés értelemszerd alkalmaza-
saval, illetve a (10.5) egyenlet felhasznalasaval tovabb alakithato:

1

% ukdxk:fuk;g
ABCA 2
1

(6°m0%, — 6% ,,0%,) da daty
A

1

ks m n s m n

= -Uke| € Pemnsdr] dal; = s up. e e mns| day dal;
2 A 2 A

= (Edkuk;gHAdAs.

Ha még a (10.6), illetve a (8.74) alapjan irhato

Lk

dr = Ads = dz*g; (10.8)
Osszefiiggést is kihasznaljuk, akkor a
j{ up\F ds = (nsssw~C ’U,k;z)‘AdA7 (10.9a)
ABCA
illetve szimbolikus alakban irva, a
jq{ u-Ads= (nxV)-u| dA (10.9b)
ABCA A

eredményre jutunk, ahol az u felett allo és lefelé mutato nyil azt jelzi, hogy a V
operator az u-ra hat. Ezt a jel6lésbeli konvenciot, ha sziikséges, a tovabbiakban
is alkalmazzuk.

Visszatérve az S feliilethez tegytiik fel, hogy az S feliileten és az S feliilet
kornyezetében értelmezett u vektormezs folytonosan differencialhato. Célunk
a (10.7) vonalintegral szamitasa ezuttal a h zart peremgérbe mentén a (10.9a)
Osszefiiggés kihasznalasaval.

Elemi (infinitezimalis) haromszogekre osztva fel az S feliiletet majd Gssze-
adva az elemi haromszogeken tekintett (10.9a) tipusi integralokat megfigyel-
het6, hogy azokon az oldaléleken, melyek két szomszédos elemi haromszoghtz
tartoznak a koriiljarasi értelem kiilonb6z6sége miatt a vonatkozd vonalintegra-
lok torlik egymast. Alkalmas hatératmenet utan (azaz a haromszogek szamat a
végtelenhez, maximalis méretiiket pedig zérushoz kozelitve) a bal oldali 6sszeg
hatarértéke h-n vett vonalintegrél, a jobb oldali 6sszeg pedig az S-n vett felii-
leti integral:

%u-)\ds:/(nxV)wildA:/liL(nXV) da, (10.10a)
h S s

vagy

%uk)\kds:/nsedkuk;gd/l:/uk;gnsssgde. (10.10Db)
h s s

A (10.10a,b) egyenletek Stokes-tételének szimbolikus, illetve indexes jelolés-
moédban szedett alakjai.
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Ha feliileti KR-ben vagyunk, akkor a 9.1.1. alszakasz negyedik bekezdése
és a (9.10) osszefiiggés alapjan

n;=az=a’. (10.11)
Kovetkezdleg ha a feliileten vagyunk, akkor fennallnak az
nxV=d’xa*d; =c*"a,o, (10.12)
~—
v
és
Odou=1uy, ;a" (10.13)

egyenletek. A (10.11), (10.12), valamint (10.13) képletek felhasznalasaval kap-
juk a Stokes-tétel (10.10a) alatti alakjabol a Stokes-tétel feliileti KR-ben hasz-
nélatos alakjat:

y{upvds:/e“ﬂumgd/x. (10.14)
h S

A képletben u,|, az u, vektormezé feliileten vett kovarians derivaltja. Ennek
képzéséhez elegends az u, vektormezst magan az S feliileten ismerni.

Megjegyezziik, hogy a fenti eredmény kozvetleniil is megkaphato a Stokes-
tétel indexes jelolésmoddal irt (10.10b) alakjabol, ha figyelembe vessziik, hogy
feliileti KR-ben (a) A% =0 (a k helyére p irhato a bal oldalon), (b) n, =0,
ng =1 (a jobb oldalon elhagyhat6 az ng, az ¢ és k indexek helyére pedig o és
p irhato).

10.1.3. Green-tétele. A tételt feliileti KR-ben vezetjiik le Stokes-
tételébsl indulva ki. Legyen w az S feliileten értelmezett folytonosan diffe-
rencidlhat6 vektormezd. Legyen tovabba

u=az3xw. (10.15)
A (10.15) képlet Stokes-tételbe, pontosabban a (10.10a) bal oldalaba torténd
helyettesitésével — tekintettel a 10.2. abraval kapcsolatosan mar szerepld

r=Axn=Axas (10.16)
Osszefiiggésre — kapjuk, hogy

%u-)\ds:%)\-(agxw) ds:%l/-wdSZfl/“wads (10.17)
h h h h

hiszen a v vektor az S feliilet érintdsikjaban fekszik. A (10.10a) jobb oldala
a (10.15) képlet helyettesitésével és a (10.12) sszefiiggés felhasznalasaval ala-
kithato at. Az atalakitasok soran kihasznaljuk a a (9.45)s és a (9.99) képletek
alapjan irhato

8ga3 =0,a3 =83, =I'g5,a, = —b,"a, , (10.18a)
wﬂ;p:wﬂlp:wﬂ”p—bpﬂ’lf)g, (1018b)

tovabba a
Oy W = wt; oay, (10.18¢)
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illetve a (9.25) és (9.29) egybevetésébsl adodo
£3Pg g, =060 (10.184)

egyenleteket, és értelemszertien alkalmazzuk a (9.32); képletet. A f6bb lépése-
ket az alabbiak részletezik:

/(nxV)~udA:/sggpap~(8oa3><w) dA
s s

— / glop a,- [ngeﬂkt wkal + a5 x (wk;gak)] dA
s

:/53”53@ (7F37;w3+w;”0) dA
5 N——
5%

:/ (’wﬂ';ﬂ—‘rbwﬂ"wg) dAZ/wﬂHTrdA. (10.19)
S A

A (10.17) és (10.19) Osszefiiggések (10.10a)-val torténs egybevetésével, u™-t
gondolva w™ helyére, adodik Green-tétele:

%u”uﬂdSZ/u”HWdA. (10.20)
h 5

Figyeljiik meg, hogy a fenti egyenletben nem jelenik meg az u® vektorkoordi-
nata.

10.1.4. A Green- és Stokes-tételek altalanositasai. Legyen ® az S
feliileten — lasd 10.2. abra — és az S feliilet kdrnyezetében értelmezett tetszo-
leges tenzormez6. Legyen tovabbé a x két tenzor kozott értelmezhets barmi-
lyen szorzas miveleti jele. A szimbolikus irasmodban irt és igy koordinata-
rendszertdl fiiggetlen alaku

4
f@*)\ds:/@*(nxV) dA (10.21a)
h s

és

1
f)x*@d&z/(nxV)*CDdA (10.21b)
h S

egyenletek a (10.10a) Stokes-tétel altalanositasai. Valoban, ha a * miveleti jelet
a skalaris szorzas - miveleti jelére cseréljiik, és az u vektormez&t gondoljuk a
® tenzor helyére, akkor a (10.21b) egyenletbdl azonnal megkapjuk a Stokes-
tétel (10.10a) alatti alakjat.

A tovabbiakban a feliileti KR nytujtotta elényok is kihasznélasra keriilnek.
Ha a (10.21a) egyenletben

— a * helyére a vektoridlis szorzas x miiveleti jelét, majd
- a ® tenzor helyére © xas-t tesziink,
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akkor a Green-tétel egy altaldnositasat kapjuk.

A bal oldal atalakitasa soran az emlitett cserék végrehajtasa utan a (10.16)
képlet helyettesitése sziikséges.

A jobb oldal atalakitésa az emlitett cserék utan a (10.12), (10.18a, ... ,d) és
(9.32); képletek alkalmazasat, illetve helyettesitését igényli. Ezt az atalakitast
az alabbiak részletezik:

N8 N8
— —— 3
(Dxaz) x (nx V)= (D*ag)x (9, a,)
=3 [f (D0,)*e30ra° +®*I'y a, x aﬂ]
=T e, [(DO,)*a” + D b, a’]
=~ [(D9,)xa” + Db, a’] .

Fentiek alapjan a (10.21a) egyenletbdl a

?{:des:/ [(D9,)«a” +D*b, a’] dA (10.22)
h S

eredmény kovetkezik. Ez az Osszefiiggés a Green-tétel altalanositésa. Valoban,
ha a * helyére a skalaris szorzas - miveleti jelét és a ® helyére az u vektormez6t
gondoljuk, tovabba tekintettel vagyunk a (10.18c¢), illetve a (10.18b) képletekre,
akkor a (10.22) osszefliggésbol megkapjuk a Green-tétel (10.20) alatti alakjat.

Ha a ® masodrendi tenzor — legyen ez mondjuk az N*%-el jelslt tenzor —, a
x-al jelolt szorzas a skalaris szorzas, és N¥3 =0, akkor a (10.22) sszefiiggésbol,
szem elGtt tartva, hogy feliileti KR-ben vagyunk, a

}{ak Nk)\V)\ dSZ/ ay Nk)\‘)\dA (10.23)
h S

eredmény kovetkezik.

10.1.5. A Gauss—Osztrogradszkij-tétel. Legyen V egy a végesben
fekvé térfogati tartomany. Jeldlje S a V' tartomany hatarfeliiletét. Legyen to-
vabba u a V-n értelmezett egyszer folytonosan derivalhato vektormezd. Jelolje
n az S feliilet kiils6 normaélis egységvektorat. Az

/u~ndA:/ u-vdv (10.24)
s v

Gauss—Osztogradszkij-tétel a (10.20) Green-tétel altalanositasanak tekinthetd.

Legyen ® a V-n értelmezett folytonosan derivalhato, egyébként tetszéleges
tenzormezd. A Gauss-tétel altalanosabb alakja adodik a (10.24) alakbol, ha az
u helyére ©-t, tovabba a skaléris szorzéas - miiveleti jele helyett x-ot irunk.

/@*ndA:/ DxVdV. (10.25)
s v

Ismét hangsilyozzuk, hogy a x két tenzor kozott értelmezhets barmilyen szor-
zést jelolhet.
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10.2. Parcialis integralas

10.2.1. Parcialis integralasok feliileten. Legyen a d**, és ey az S
felilleten — v.6. 10.2. abra — és annak kornyezetében értelmezett folytonos és
differencialhat6 tenzormezs. Az u, vektormezét az

Kkl
up:d pekg

modon értelmezziik. A d* . és ers tenzormezsk differencialhatosaga miatt

fennall, hogy

s

_ _ ke _ ke kt
Upia =Upla= (A" ere) |a=d") o ere+d™ ere|a-

Ez az Osszefiiggést a Stokes-tétel (10.14) alatti alakjaba helyettesitve a feliileti
integrélokra vonatkozé egyik parcialis integralasi szabaly adodik:

/segapdwp o ke dA= 7{ N A e ds — /S e?7PdM  epey g dA. | (10.26)
h

A feliileti integralokkal kapcsolatos masodik parcialis integralasi szabély a fen-
tiekhez hasonl6 moédon az

P _ P Ap _qpP AL P Ap
ul\w_(d A € ) =d\uae A e

& =

Osszefliggés és a (10.20) Green-tétel egybevetésébdl kaphat6 meg:

A
/s APy, e dA = f; vpd?y, eMds— /S 75 RdA. (10.27)

10.2.2. Parcialis integralas térfogati tartomanyon. Legyen
uk: _ dkfm eZm ;

aholadF,  ése!™ tenzorok differencialhatok az S feliilettel hatarolt V térfogati
tartomanyon. Kovetkezésképp

uk;k — (dkfm efm) = dkém;ke£m+dkém eZm;k .
Utobbi egyenlet felhasznalasaval kaphato meg a (10.24) Gauss—Osztrogradszkij-
tételbdl a térfogati integralokkal kapcsolatos

/dkfm-keemdvz/nk d’“gme‘mdA—/ d*, ™ dv. (10.28)
Vv ’ S 1% ]

parcialis integralasi szabaly.
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A FUGGELEK

Térbeli feliiletre épitett koordinata-rendszerek

A.1. Hengerfeliiletre épitett koordinata-rendszer

Az A.1. dbra egy R sugaru hengerfeliiletre — ez héjak esetén a héj kozépfeliilete
lehet — épitett gérbevonalt KR-t szemléltet.

y?)

A.1. abra.
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Leolvashat6 az abréarol, hogy
at=¢, 2’=y’, 2’=r-R (A1)

a harom hengerkoordinata (zt €[—m, 7], 2% =y € (—00, 0), 2° > —R). A tetszGlege-
sen valasztott P pont helyvektora az (yl, y2,y3) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozo
egységvektorokat 6sszhangban az eddigiekkel rendre i1, iz és i3 jeloli — az

- (.1 .2 3 1. 2. 3. . . . 2.
r:r(x , LT, ):y 1LL+y lo+yl3=rcospli+rsinpls+a° 13

= (R+z*)cosz' i1+ (R+2%)sinz' ip+27 i3 (A.2)
alakban irhaté fel. Kovetkezdleg
g1 :% =—(R+2*)sinz' i1 + (R+2%) cosz' iz,
or or .
Tt Ty (A3
_ or o 1. . 1.
g3 —@ =Ccosx 11-+sinx 12
a harom béazisvektor, és
(z*+R)*> 0 0
[Gre] = [8r -8e] = 0 10 (A.4)
0 0 1
az als6indexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
Go=1"= (m3+R)2 (A.5)

a determinansa. A felsindexes metrikus tenzor matrixa az alsdéindexes metrikus ten-
zor méatrixanak inverze:

__ 1
. = R)z 0 0
[97] = 0 10 |- (A.6)
0 0 1
A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:
1
_1

g' =7"'gr=7"81= (- sinz' iy +cosz' iz) ,

R+a?
g2 :gzegg _ §22§2 —iy, (A7)
g’ =""8, = g"°8s =g = cosz' i1 +sinz' iy
A maésodfaju Christoffel-szimboélumok a
TYe=8re-8" (A.8)
Osszefliggés felhasznéalaséaval adodnak. Az alabbiakban csak a nem azonosan zérus
Christoffel-szimbolumokat koézoljiik:

= . _3_0g _3
. 53 _ 981
11 =81,1"8 9zt g
= [~ (R+2%) cosz' i1—(R+a”)sina' iz] - (cosz' irtsina’ ix) = —(R+a?),
(A.9a)
= _ _ 0gs _
1 1 1
F31=g3,1~g :%'
1
= (— sin z! i1 +cos x! i2) . Rea (— sin z! i1 +cos x! i2) = Ryas (A.9Db)
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Nem nehéz belatni az el6zéek alapjan, hogy az x® = 0 hengerfeliileten a

. 1. 1. .
glzalzR(—smx i1 +cosx 12)7 go =ag =is3,
1. 1.
g3 =az =CcosT 11 +sinx 1a,
1 1 1 . 1. 1. 2 2 . (Alo)
g =a :E(—smx i1 +cosz iz) , g’=a’=1i3,

3 3 1. L1,
g =a =cosz 11+sinx 12

Osszefliggések adjak a bézisvektorokat. A metrikus tenzorokat, illetve a nem zérus
Christoffel-szimbolumokat tekintve pedig az

R 0 0 4z 00
g =lam]=1| 0 1 0|, [¢"=["]=] 0 1 0 |, (A.11)
0 0 1 0 0 1
illetve a
1
Th=-R, Ta=s. (A.12)
képletek hasznalhatok. A Christoffel-szimbolumok birtokaban
_m31_| R O pi_ _reuq_ | “1/R 0
bl =I03] = | 50 0] wa=-wa=| TP 0] @

a két gorbiileti tenzor matrixa. A bazisvektorok P pontbol a P pontba térténd at-
helyezésének tenzora (a tenzor matrixa) a (9.48a) képlet alapjan (A.13)2 felhaszna-
lasaval szamithato:

v v v 1+$3 R O
Ennek a tenzornak
L
vy 14+x3/R
)= 5 1] (A15)

az inverze.

A.2. Gombfeliiletre épitett koordinata-rendszer

Az A.2. dbra egy az R sugaru gombfeliiletre — ez héjak esetén a héj kozépfelii-
lete lehet — épitett gorbevonala KR-t (ekvatorialis KR-t) szemléltet. Leolvashaté az
abrarol, hogy

t=¢p, =0, 2*=r—R (A.16)
a harom gdmbi koordinata (z' €[0,2n], 2* € [-7, 7], 3 > —R). A tetszdlegesen
vélasztott P pont helyvektora az (y',y?, y°) kartéziuszi KR-ben — a vonatkoz6 egy-
ségvektorokat rendre ij,iz és i3 jeloli — az

/1 2 3 1. 2. 3. . . . .
r:r(ac ,xo, T ):y i1 +y ia+y is =rcostcos it +7cosIsinp iz +rsind is

2 1. 2 . 1. . 2.
=rcosz cosx iy+rcosx’sinx iz+rsinz” iz (A.17)

moédon irhato fel.
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y?

rcosx? cosx!

rcosx? sinx!

yl
A.2. abra.
Kovetkezdleg
g1 *ﬁ = E =r (— cosz2sinz’ i1 —|—cosa:2 cosz! i2)
T ozl T o ’
or or . 2 1. .2 . 1. 2.
g2 ke % =r (f sinz“cosx i; —sinz”sinx i +cosx 13) , (A.18)
or or or

2 1. 2 . 1. . 2 .
g3 :ﬁ:a—ﬁ:cosw COST 11 +cosz sinx 1x+sSinz” 13
T r Ox

a harom bazisvektor, és

r2cos?2? 0 0 (x3 +R)2 cos? z2 0 0
[Gke] = [8r 8] = 0 ro|= 0 (z*+R)* 0|  (A19)
0 01 0 0 1

az als6indexes metrikus tenzor matrixa. Ennek

Go =r"cos’ z® = (ws + R)4 cos” z* (A.20)
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a determinansa. A felsindexes metrikus tenzor matrixa az alsdéindexes metrikus ten-
zor méatrixanak inverze:

S S
Tozzr 00 (¢3+R)" cos? 22 o0
~pa) _ 1 _ 1
[5"] = ’ & (1) 0 o 0. (A.21)
0 0 1

A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adodnak:

1 . . .
gl = g”‘g@ = gugl = 3 (— sinz' iy +cosz' 12)
T COS T
1 . . .
= (RT3 cosg? (—sine hiteosalia)
1
g2 = g“gz = g”gg =- (f sin 2 cosz' i1 —sinz? sinx! is + cos 22 i3) (A.22)
r
- (—sin z? cosz' iy —sinz? sinz' iz + cos 2 is) ,
R+x?
_3 _ _30_ _33_ _
g =9 8 =g 83—83-
A maésodfaju Christoffel-szimbélumok a
L =8re-g" (A.23)

Osszefliggés felhasznalasaval szamithatok. Az alabbiakban csak a nem azonosan zérus
Christoffel-szimboélumokat kézoljiik:

=3 .3 081 _3
Mi=gia1-g8=-7"
’ ozt
2 1. 2 . 1. 2 1. 2 . 1. . 2.
=7 (cosx cosz ij+cosz”sinx 12)4(cosx cosz ii+cosz”sinx ix+sinzx 13)
2 2 3 2 2
=—rcos” 2’ =— (R+a”) cos” z*, (A.24a)
=3 _ 3 082 _3 2 1. 2 . 1. . 2.
I =822-8 :a—gz-g =7 (cosx cosz ii+cosz”sinz” iz+sinz 13)
z
2 1. 2 . 1. . 9. 3
~(cosx cosx i1+cosx”sinz iz +sinx 13):—7":—(R+ac ), (A.24b)
=1 _ 1083 1 2 . 1. 2 1.
I3, =831-8 :Tgl-g :(fcosx sinx” iy +cosx” cosz 12)
T
1 .1, 1. 1 1
. —sinz i1 +cosz iz) = — = A.24c¢
7 cos 12 ( ) r R4z3’ ( )
—9 _ o 083 _o . 2 1. 2 . 1. 2 .
I3 =832-8 :a—gz-g :(—smac cosz i1 —sinz”sinz iz +cosz 13)
z
1 .2 1. o2 . 1. 2. 1 1
-f(—smx cosx i —sinz“sinz iz +coszx 13)27273, (A.244)
r r R4z
=2 o 081 o 2 1. 2 . 1.
I'ii=gi18 :a—gl- =—r (cosm cosT ij+cosz” sinx 12)
z
1 .2 1s . 2 . 1. 2. 2 . 2
= (—sina” cosz’ i1—sinz”sinz’ iz+cosz” i3) = cosz” sinz” , (A.24e)
r
=1 _ 1 0g1 1 .2 . 1. .2 1.
My=gi2'8 =528 :r(smx sinz” i; —sinz” cosw 12)
i
1 . 1. 1. SiIl-’Jt’2
. 5 (—sinz’ i1 +cosa iz) = — 5 - (A.24f)
7 COS T cos T
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Az 2% = 0 gombfeliileten az (A.18) és (A.22) képletek alapjan

2 . 1. 2 1.
g1 :alzR(—cosz sinz” i1 +cosz” cosx 12)7
. 2 1. . 2 . 1. 2 .
g2 =a2=R(—smx cosx i1 —sinz”sinz is+coszx 13)7 (A.25)

2 1. 2 . 1. .2,
g3 =a3z = CoST CosSx 11 +cCosx” sinx 1lp+SInx” 13

a harom bazisvektor, és

1

.1, 1.
m(—smx 11 +cosx 12),

1 1

g —a =
2 _ 2 1 . 2 1. . 2 - 1. 2.

g =a —E(—Slnx COSX 11 —SInx SInx 12+COSLK 13),
3 3

g =a :g3:a3

(A.26)

a harom reciprok bézisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti, az (A.19) és (A.21)
képletek alapjan irhatjuk, hogy

R%*cos’z? 0 0 m 00
[gre] = [ake] = 0 RO |, [¢"=[a"]= 0 7z 0 (A.27)
0 01 0 01
A gombfeliileten az (A.24) képletek alapjan
1
[y =-Rcos®2®, T3=-R, T =%
. (A.28)
2 1 2 2 . 2 1 sin
I'ss =—, I'fi =cosz”sinz”, I'jph=———
R cos 2

a nem azonosan zérus Christoffel-szimbolumok értéke. Ezek birtokdban azonnal adod-
nak a gorbiileti tenzorok matrixai:

31| R cos? 22 0
bosl = (0] = | RO S (A.292)
és
_1
[b)\n] = [g/\ubmc:| = |: R 01 :| . (A29b)
0 -z
Az (A.29a) Osszefliggés felhasznalasaval rogton szamithato a p,” athelyezs tenzor
matrixa:
vy v 3; v 1+$3/R 0
amivel
+ 0
"] = [ R } (A.30D)
1+23/R
az inverz.
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A.3. Kupfeliiletre épitett koordinata-rendszer

Az A.3. abra egy « félnyilasszogi kupfeliiletre - ez héjak esetén a héj kozépfelii-
lete lehet — épitett gérbevonali KR-t szemléltet.

0 x2sina cosx! y1

x2sina sinx®

A.3. abra.

Leolvashat6 az abrarol, hogy x' =, 22 az origé és a P pont kozotti tavolsag,
pedig a P és P pontok kozotti elGjeles tavolsag, pozitiv, ha a P pont a kupfelilleten
kiviil helyezkedik el, negativ, ha a kupfeliileten belil fekszik. A kup cstucspontja
szinguléaris pont. Nyilvanvalo, hogy z' € [—m, 7], 2 >0, és hogy 2 € (fo sin a, oo] LA
kupfeliilet P pontjanak helyvektora az (y*,y?,4®) kartéziuszi KR-ben — a vonatkozo6
egységvektorokat 6sszhangban az eddigiekkel rendre i1, iz és i3 jeloli — az

= 1 2 1. 2. 3. . . . . . .
r:r(m , T 70) =y i1+y’ia+y iz =hcosy sinaii +hsinp sina iz +hcosa iz
2 1. . 2 .1 . . 2 .
=z cosz sinaii+asinz” sinaiz+z” cosais (A.31)

modon irhato fel. Kévetkezdleg

Or 2 . 1. 1. .
gr=ay=——=2x (fsmm i1 +cosx 12) sina,
ozt
9 (A.32)
r 1. . 1. . .
go = as :W: (cosx 11 +sinx 12) sin o+ cos & 13
x
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a két bazisvektor a kupfeliileten. A harmadik bazisvektor a

i1 is i3
_ 2 a1 2 1
g1 Xge=| —x"sinx sina z“cosz sina 0
cosz!sina sinz! sin a cos &

2 1. . 1. . 2 .2 .
==z (cosx i1 +sinzx 12) sinacosa—x” sin” i3
vektorszorzat
g1 X g2| = z®sina
abszolat értékének felhasznalasaval szamithato:
X . . . ..
gs—as— 51782 _ (cosz' i +sinz' iz) cosa— izsina. (A.33)
lg1 X g2
A bazisvektorok birtokdban

0 0
[9re] = ake] = [ak-ac] = 0 10 (A.34)
0 1

az als6indexes metrikus tenzor matrixa. Ennek
2
go = (m2) sin® a (A.35)

a determinansa. A felsindexes metrikus tenzor matrixa az alsdéindexes metrikus ten-
zor méatrixanak inverze:

(IL'2)21511’)2 « O 0
[¢"] = [a™] = 0 1 0 |- (A.36)
0 0 1

A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel szamithatok:

gl = glege = gug1 = (f sin 2! i1 +cos 2t iz) ,

r2sin a
g2 = gﬂgg = 922g2 =go = (cos z' i) +sinz’ i2) sin a4cos a i3, (A.37)
g3 =a’= gs =asz = (cosac1 i1 +sina! i2) cosa—sina is.
A P pontnak
F=r+a’gs (A.38)
a helyvektora. Kévetkezésképp
_ 8f' 81‘ 38g3
BL=0u1 ~ art T at
3 . 3
=g+ %:cz (— sin z! i1 +cosx! i2) sin ac?ﬂ = (1 + %ctga) g1
T sin o T
g1
2 . 3 . 1. 2 1.
= (m sina+z° cos a) (— sinz” i1 4+x° coszx 12) , (A.39a)
or 1o} og: . . L .
g2 = 87::2 = 87;2 387%3 =g>=(cosz' i1 +sinz' iz) sina+cosaiz, (A.39b)
~~
=0
_ ot 3 3 1. L1, L

g3 = a3 = g’=a’=gz=az= (cosx i; +sinx 12) cos o —sin «v i3 (A.39¢)
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a harom alséindexes béazisvektor,

(x2 sina+z? cosa)2 0 0
[Gke] = [8r 8] = 0 10|, (A.40)
0 0 1
a kovarians metrikus tenzor matrixa, amelynek
1
(smaraiema)y O 0
[9"] = 0 10 (A.41)
0 0 1

az inverze. Ez egyben a kontravarians mértéktenzor matrixa. Az utébbit és az (A.39)
képleteket felhasznalva kapjuk meg a kontravarians bazisvektorokat:

~1 —11 1

€ =0 8= saa o (—sinz' i +cosz' iz) , (A.42a)
g’ =g"gy =82 = (cos z' i +sinz’ i2) sina+cosa iz, (A.42b)
gi’ = g3 =a’= gs =az = (cos 2t iy +sin 2? ig) cosa—sinais. (A.42c¢)
Az aldbbiakban a nem azonosan zérus Christoffel-szimbélumok szamitaséat te-
kintjiik t:
Mi=g.8= 981 g = {i (x2 sin o +a° cosa) (— sinzli, + 22 cosa’ i2) } g
ozt ox!
= — (¢”sina+a® cos @) (cosz' irtsina’ iz) - [(cosz' ir+sina’ iz) cos a—sin a is)
= - (1‘2 sina+z° cos a)cosa, (A.43a)
T3 =gs18" :%__1

a 1. . 1. . . 1. 1.
e P S —1(00536 11 +sinx 12)sma ~(fsmx 11 +cosx 12)
r?sina+x3cosa | Ox
sin « .1, 1. 1. 1.
=5———=—— (—sinz i1+cosz iz) - (—sinz i1+cosz ia)
x4 sin o+ x° cos «
sin
= 5 . (A.43b)
T sIn o+ T cos &

A kupfeliileten a gorbiileti tenzorok métrixai tekintetében a

— (x2 sin a4 z° cosa) Ccos & 0}

2 .
—3 —x“sinacosa 0
[bas] = Tas| s = { 0 0 [ }

0 0
(A.44a)

23=0

és

)= o]

(22 sina-s-lx3 cosa)? 07— (2% sina+2® cosa) cosa 0
0 1 0 0

z3=0

~sma 0
{ ' 0} (A.44b)

Osszefliggéseket kapjuk. B
A bazisvektorok P pontbol a P pontba torténd dthelyezésének tenzora az (A.44b)
képletek alapjan szamithato:

1,3
[1a"] = [6." —2°b,"] = { 1*?6“%0‘ ? . (A.45a)
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Ennek
au — z2fx3ctga A.45b
" [ S } (A.45D)
az inverze.

A.4. Toéruszfeliiletre épitett koordinata-rendszer

Az A.4. dbra az R, kozépkori és R sugara toruszfeliiletre - ez héjak esetén a héj
kozépfeliilete lehet — épitett gorbevonalu KR-t szemléltet.

y3

A 4. abra.

Leolvashat6 az abrarél, hogy

a=¢, a?=49, 2’=r-R (A.46)

a harom téruszi koordindta (z' € [0,27], 2* € [-m, 7], ® > —R). A tetszSlegesen
valasztott P pont helyvektora az (yl7 Y2, y3) kartéziuszi KR-ben — a vonatkoz6 egy-
ségvektorokat rendre ij,i2 és i3 jeloli — az

r=r (ml, z?, x3) = ylil +y2i2 +y3i3
Ro+7cos?) cospii+ (Ro+1rcosd)singis+rsind is
Ro—l—(R—i—acs) cos IQ] cosz! i1—|—[Ro—|—(R+:c3) cos acﬂ sin z! i
+ (R+m3) sinz” i3 (A.4T)

~(
=
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alakban irhat6 fel. A helyvektor ismeretében

g1 = % =— [Ro—&— (R+CL‘3) cos Iz} sinz! i+ [Ro—i— (R+x3) cos xz] cos ! iz,
g2 = % =— (R+x3) sinz? cos ' i] — (R+:U3) sin z° sin z* iz + (R—i—xS) cos 2 iz,
— 81‘ o 2 1. 2 . 1 . 2 .
g3 = 023 =cosz  cosx 11 +cosx sinx lag4sinx” 13
(A.48)
a harom béazisvektor és

[RoJr (R+x3) Cosx2]2 0 0
[Gri] = 8k &) = 0 (R+x3)2 0 (A.49)

0 0 1

az als6indexes metrikus tenzor matrixa. Ennek a méatrixnak
go = [Ro+ (R—i—xS) cos x2]2 (R+x3)2 (A.50)

a determinansa. A fels6indexes metrikus tenzor matrixa az alsdéindexes metrikus ten-
zor méatrixanak inverze:

Erer [Ro-+(Rr+a?) cos 22]” o0
579 = T% 0| = 0 L s~z 0 |. (A1)
0 0 1 (R+2%)
0 0 1
A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adodnak:
1
1 1= 11 .1 1.
g =9 81=9g9g 81— Ro+(R+m3)cosx2 {—smx 11 +cosx 12} ,
gQ :gmgl = g22g2 = % (f sinz? cosz’ i1 —sin 2’ sinz' iz + cos 2 i3) ,
(R+x?)
g:s :§3le _ §3333 — 8.
(A.52)
Az aldbbiak a nem azonosan zérus Christoffel-szimbolumok:
- _ 3 081 _: : . . .
F‘fl =g1,1 ~g“ = 8—51 ~g‘€ = — { [Ro+ (R+x3) cos 332] (cos x! i1 +sin z! 12)}
. (cos 22 cosz’ i1 +cos z2sinz! is> +sin 22 ig)
= — [Ro+(R+2°) cosz?] cos 2, (A.53a)
_ og
ng =822 -g3 = 8752 -g3 =— {(R+m3) (Cosx2 cos i1 +cosx2 sin z! io +sin552 ig)}
. (cos 22 cosz! i +cosz?sina! ip +sin 22 i3) = — (R—i—ms) , (A.53b)
[y =g3.-8 = %gl = (—cos z?sinz’ i1 +cos2” cosz' iz)
T
1 1. 1. cos x>
. - = , (A.53
Ro+ (R+x3) cos z2 {=sina” i1 +cosa” iz} Ro+ (R+x3) cos x? ( )
= g . . . . . .
F§2 =g3,2 -g2 = a—gg -g2 = (— sin z? cos z* 11 —sinz®sinz! 12 —‘,—cos.ac2 13)
T
1 1
m (— sin 22 cos 2 i1 —sinz?sinx! iz +cos x> i3) = Ryas’ (A.53d)
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Ii=gi1-8 = % g = [Ro+ (R+m3) cosx2] (cos:cl iy +sina’ iz)
. # (— sin 2 cos 2 i1 —sin 22 sinz?! is +cos x> i3)
R+a8
1 3 27 e 2
= Ei a7 [Ro+ (R+2”) cosaz?] sina?, (A.53e)
f%z =g1,2 ‘gl = % ~g1 = (R+ZB3) (Sin 2% sin 2! i} —sin 2% cosx! ig)
1 1. 1.
.Ro+(R+1’3)COS$2 {fsmx 11 +cosx 12}
R+a? .9
=_ . A.53f
R+ (R+x3) cos 22 Sme (A.53f)

Az x® = 0 toruszfeliileten az (A.48) és (A.52) képletek alapjan

g1 =a; = (Ro—i—Rcos x2) (— sin z! i1 +cosxt iz) ,
go=as=R (— sinz? cos z' iy —sinz? sin 2t is + cos z° ig) , (A.54)

2 1. 2 . 1. . 2.
g3 —=az =CoSxT COoSX 11 +COSZT sSInx 1l2+sSInx” 13

a harom béazisvektor, és

1 1 1 .1, 1.
g =a =————{—sinz ij+cosz i
Ro—l—Rcost{ }’
2 2 1 .2 1 R B U 2. .
g°=a :E(—smm cosz' i1 —sinz”sinz’ iz +cosz” is) , (A.55)
3 3
g = a :g3:a3

a harom reciprok bézisvektor. Ami a metrikus tenzorokat illeti, az (A.49) és (A.51)
képletek alapjan adodik, hogy

I (1-30—&—Rcos.:102)2 0

0
[gre] = [ake] = 0 R* 0 |,
i 0 0 1
- 1 0 0 (A.56)
pq pq (RD+RCOS 12)
[¢"] = [a™] = 0 L oo |-
L 0 0 1
A toruszfeliileten az (A.53) képletek alapjan
Ff’l =— (RO+RCOSLE2) cos x> , F23’2 =—R,
2
1
rl_ cos T rz_ 1
317 Ro+Rcosa?’ 27 R’ (A.57)
2 2\ . 2 1 R . 2
Pu:(Ro-i-Rcos:E )smm , Flgz—msmm
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a nem azonosan zérus Christoffel-szimb6lumok értéke. Ezek birtokdban az (A.57)
képletek alapjan azonnal adédnak a gorbiileti tenzorok métrixai:

2 2
bos] = [025] = { - (R0+Rc(§>sa: ) cosx 7OR ] (A58)
és

[bﬁ}—[g*vbm}—[wtmzf 0 H<Ro+Rcosm2>cosx2 0 ]

COoSs .’132 0
= |: _R0+Rcosz2 1 :| . (A58b)
0 — =
R
A fenti (A.58b) Osszefiiggés felhasznalasaval szamithato a p,” athelyezd tenzor méat-
rixa:
1 + (IJS Ccos CE2 0
=6 — ] = Ryt Roosa? , A.59a
amivel
——m— O
1= | " Retreoss® ) (A.59D)
0 1+z3/R

az inverz. Ha R, = 0, akkor a jelen szakasz képleteibdl visszakapjuk a gémbfeliiletre
épitett KR-el foglalkozod A.2. szakasz valamennyi képletét.

A.5. Forgasfeliiletre épitett koordinata-rendszer

Az A.5. abra az S forgasfeliiletre — ez héjak esetén a forgashéj kozépfeliilete lehet
— épitett gorbevonali KR-t szemléltet.

Legyen az y' =R (ys) az (y', 9%, v%) KR (y',%*) koordinatasikjaban fekvd sikgor-
be — ezt az abra nem tiinteti fel —, amelyre nézve feltételezziik, hogy (a) y' =R(y*) >0
tovabba, hogy (b) az R(y>) fiiggvény folytonosan differencialhaté az y® koordinata
szerint. A gérbe mentén mért ivkoordinatat s jeldli. Feltevés szerint, ha y® =0, akkor
s = s, = 0. Megjegyezziik, hogy az R(y3) gorbének meridiangorbe a neve.

Az S forgasfeliiletet gy hozzuk létre, hogy megforgatjuk az R(y*) gorbét az
(v, 9%, y*) KR y® tengelye koriil. Eszerint az R(y®) = R(s) a forgasfeliilet sugara az
y® helyen.

Leolvashat6 az abrarol, hogy o' =, 2% =s, az 2° pedig a szokott modon a feliilet
normélisa mentén mért elGjeles tavolsag a feliileten fekvé P és a normalison fekvs
P pontok kdzdtt. 2 pozitiv, ha a P pont felé haladva tavolodunk az y® tengelytsl,
ellenkezs esetben pedig negativ. A P ponthoz tartozé y* koordinatat az y® = f(2?)
fliggvény adja meg.

Az 3 koordinatatengelyt is tartalmazo sikok helyzetét az x' = ¢ polarszog haté-
rozza meg. Megjegyezziik, hogy az A.5. abra a ¢ polarszogh6z tartozo sikban szem-
lelteti az R(y®) meridiangtrbét.

www.interkonyv.hu © Kozak Imre, Szeidl Gyorgy



Open Access 2026-10-16 © Typotex Kiadd

176 A. Térbeli feliiletekre épitett koordinatarendszerek

A.5. abra.

Nyilvanvals, hogy o' €[—m, 7] és 2° € [—R(y?)/ sin®, oo]. (0<I < a forgasfeliilet
P pontbeli normalisa és az y* tengely kozotti szog.)

Vezessiik be a

dR(y*)
dy?

jelolést — az a sz0g geometriai jelentése leolvashat6 az dbrarol.

A forgasfeliilet P pontjanak helyvektora az (y*,y?,4®) kartéziuszi KR-ben — a
vonatkozo egységvektorokat 6sszhangban az eddigiekkel rendre i;, iz és iz jeloli — az

=R (=R =tga (A.60)

r=r (:1817 CEQ,O) = ylil +y2i2 +y3i3 = R(s) cos i1+ R(s) sin ¢ iz —i—yS i3

= R(z°) cosz" i1 + R(z°) sinz" ia + f(2?) i3 (A.61)
moédon irhaté fel. Nem nehéz ellendrizni, hogy az z? koordinatavonalon
ds=da” =\/1+(R)’dy®, A2 (y°) >1 (A.62)
—_——
Az (ya)
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177
az ivelem, ahol az A, (yg) fliggvényt a képlet megjelolt része értelmezi. Az A, (xQ)
fliggvény ismeretében

3

Yy
2= $2(y3) _ x2’y3:0+/ A, (773) d7737 3

n’ =y’ (A.63)
y3=0
az z? ivkoordinata szdmitasinak képlete. Az (A.62) és (A.63) képletek szerint fennll,
hogy
dz? 3 dy®> df 1 drR dRdy* R
dys 2 W) a4, 8 4 QP dr — 4, (A6Y
A fentiek alapjan a forgasfeliileten
g1 =ai :ﬁ =R (f sin i1 +cosz? iz) ,
ozt
(A.65)
=a :ﬁ = L (R/cosyc1 i1+ R sinz'i +ir)
22 2 922 Ay 1 2 3
a két bazisvektor. A harmadik bazisvektor a
i1 i2 i3
g1 X g2 = i —Rsinz! Rcosz' 0 |=
21 R cosz?

R'sinz' 1

1 . . . .
= (Rcos.;r1 i1+ Rsinz' iy — RR' is)
2
vektorszorzat

o 1 ) 2 1 2 _
\glxgg\—A—Q\/R2 (cos? x' +sin® z') + (RR’) —A—QR\/I-l—(R’) =R

abszolut értékének felhasznalasaval — fentebb kihasznaltuk az A (A.62) alatti értel-
mezését — szamithato:

g1 X g2 1. N /.

=ag=—""-=—(cosx i1+sinz i2—R'1i
g3 |g1 X g2| A, ( 1 2 3)
A bézisvektorok birtokaban irhato, hogy

(A.66)

N2
al.a1:R27 512.212:(}2)72—"_1:17 ;:13.;313:17
A

2
tehét

0 0
[gre] = [are) =[ar-aJ=| 0 1 0 go = R? (A.67)
0 0 1

az alsoindexes metrikus tenzor métrixa, illetve determinéansa. A felsindexes metrikus
tenzor matrixa az alséindexes metrikus tenzor méatrixanak inverze:

a4z 00
[¢"=["]=] 0 1 0 (A.68)
0 0 1
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A fels6indexes bazisvektorok indexemeléssel adodnak:

1 . . .
g =¢"gi=g"gi=% (—sinz' i1 +cosz' i) |

R
1 . . s s
g2 = g2zg£ = 922g2 =gy = A— (R/ CcOS a:l 11 +Rl sin $1 12+13) 5 (A69)
2
1
g3 = 8.3 = g3 =az = Af (COSQZ1 i1 —|—sina:1 iz —R/ i3) .
2
A késébbiek kedvéért osszefoglalas-szertien megadjuk az alabbi derivaltakat:
d , dR'dy® R’ dAy d 2 1 ,n RR'
—R = — = — =—\/14+(R)"=—==—RR =
W T g ar - Ay dp —apVIT@E) ~ A
1+ (R")
(A.70a)
d 1 d 1Y) dy 1 dA; R'R"
[l e s e S A.70b
dz? A, (dy3 A2> dz? A3 dy? Az (A.70D)
d R _[d R dy 1 d R
2 “Nard T S aee T Add LS
dz? A, dy 1+(R’)2 dz Ay dy 1—|—(R’)2
1/As

7 N2 pI 1" ’\ 2 "
LB 1 B R 1_<5) - R (A0
A2 (A2) Az (14(R)?)%? (A2) Az (A2)

A forgasfeliilet normalisan fekvs P pontnak
F=r+2°gs (A.71)

a helyvektora. Kovetkezésképp — kihasznalva az (A.70) alatti derivaltakat mindeniitt,
ahol ez sziikséges — kapjuk, hogy

_ 81" 8r 3%

8= 92t ~ 9zt ¥ Qal
z® . 1. z3
:g1+mR(—smx i1 +cosx 12): 1+A2R g1
g1
z* 1 2 1
= <1+A R)R(fsinx i1 +xz"cosz ig) , (A.72a)
2
_ 3f' 81‘ 33g3 . 3 d R/ . 3 R" N
=S =5t s 13=82—2T ——-—— Il3=g2—T 1:
g2 02 92 or2 3 g2 dz2 A, 3 = 82 (A2)4 3
(A.70c) alapjan
S Y4 Rsinagt i (1-a0 ) A.72b
=4 cosz' i1+ R sinz ia+(1—x ) iz ¢, (A.72Db)
_ 81_' 3 3 1 1. . 1. /.
&=55-8 —a :ggzang—z(cosx ir+sinz’ i — R i3) (A.72¢)
a harom alséindexes béazisvektor,
2 23 2
R (14 57) 0 0
_ o 2
— g, = 1 2 3 R A.73
[904] = [5&¢] 0 = [(R/) +(1-at ) } 0| (A3
0 0 1
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a kovarians metrikus tenzor matrixa, amelynek

1
—_—— 0 0
R2(1+A1233)2 2
. A
[7] = 0 L 0 (A.74)
(o )
0 0 1

az inverze. Ez egyben a kontravarians mértéktenzor méatrixa. Az utobbi és az (A.71)
képleteket felhasznéalva adédnak a kontravaridns bazisvektorok:

1
g'=g''gi = —— (— sinz' iy +cosz’ i2) , (A.75a)
R(1+55)
A /!
g’ =g = - 2 PR {R’ cosz! i1+R sinx! i2+<1—x3 (5 )4) ig} ,
(R + (123 2 ) 2
(A.75D)
. 1
g8=g’=a’=gs=as= o (cos z' i +sinz’ i,— R’ is) . (A.75¢)
2

Az alabbiakban az S feliileten vett nem azonosan zérus Christoffel-szimboélumok
szamitésat tekintjiik at:
og:
1 1 3 1
F31:g3’1-g :@.g

8 1 1. . 1. . 1 . 1. 1.
:{@A—Q(cosx i, +sinz 12—R'13)}-E(—s1nx i1 +cosz’ i)

1 1 1
= 1, (— sinz! iy +cosx! i2) & (— sinz! iy +cos ! i2) = RA,’ (A.76a)
0g2 1
i — Lol 982
21 = 82,1°8 Dl g
= ii(Rlcosar:li + R sinz'i +i) -l(fsinxli +cosm1i)
9z Ay ' PTRIR ! 2
R 1 1 1 1 1 !
:A—Q (—sinx i1 +coszx iQ).E (—sinw i1 +coszx i2) = RA, (A.76b)
0g1 o
r?, = g2 =251,
11 = 81,18 Ozl g
= iR(fsinxli +cosx1i) »L(R'cosxli +R sinz'i +if)
o7l 1 2 1 1 2+1i3
1
=R (—cosz' i —sinz' iz)- e (R cosa' i1+ R sinz' iz +is)
2
/
:—}ZR , (A.76¢)
2
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1
I =gso-g° = %.gg’: {%XQ (R'cosz' iy +R'sina’ i2+i3)}~g

- { (% Ai) (R cosz' i1+ R sina’ iz +1s)
X 2

3

4
—R’R”/A2

+Ai (%R’) ((:osav1 i;+sinz’ ig)}'gg
2

R/ JAg

R// I R/ 27] L N R/R//
= (A2)2 1—<A—2> (cos:p i1 +sinx 12)—T%13

Ai (cos:c1 i1 —&—si]rlav1 io— R’ i3)
2
R// I (R/ )2_ R// (R/ ) 2 R//
= 1—( — + — =—. A.76d
{<Az>3 &) T &) [T (4764
19}
I3 =gs2 g = Tig'gQ
= ii (cosmli +sinz'io—R'i ) i (R/cosxli + R sinz' ia+i )
92 A, 1 2 3 A, 1 2+13
_ d 1 1. . 1. /. 1 d / .
_{(dzﬁ Ag) (cos;c ii+sinz i — R 13) I (dx2R> 13}
[ ————
—R'R'/A} R /A3

/ 1. /. 1. .
R cosz i1+ R sinx 12+13)

()]}

1
C— (R' cos i1+ R sin 2t is +i3)

! I i i R//
=9 ——5 (cosz™ i1 +si i) ———
Ag ( r 11 1mn T 2) (A2)2

As
__(R/)2R//_ R// 1_<R/)2 o R// (R>2+1_<Rl>2
A3 (A2)? Az (A5)* \ \ 42 A,
R//
== (A2)3 ) (A.76e)
3 3_0g1 3 d R 1. 2
IMi=gi1-g :%-g = @R(fsmm i1 +coszx 12) g
. . . . . . /. R
=R (— cosz! i; —sinx! 12) . L (cosa:1 ip+sinzlis— R 13) = a4, (A.76f)
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0 o 1 . . s s
Il =goog’= %'g?): {@E (R cosz' iy +R'sina’ 12+13)}'g3

= {(%AL) (R' cosx! i1+ R sin z! is +i3)
2

,R/R///A%

1 d
+ Af (@Rl> (COS I‘l i1 +sinx1 ig) } 'gs
2

R /Ao

= Lﬂ -1— 5/ ] (COS.CUli +sinz'i )—ﬂi
= (A2)2 _ e 1 2 Al 3

1 1. . 1. /.
~A—(cosx ir+sinz’ iz — R i3)
2

:{(i 1_<j)+(;(fj)}:§ (A.76g)

A forgasfeliileten a gorbiileti tenzorok maétrixai tekintetében a

_ R 0
[bas] = Tas = 642 R (A.77a)
A7
és a
1 _R 0 1 0
A = >\U = ﬁ 0 A2 " = RA2 1"
[b “} [9 b’“] { 0 1 H 0 Ijg] 0o I ] (A.77b)

Osszefiiggéseket kapjuk. A bazisvektorok P pontbél a P pontba térténd athelyezésé-
nek tenzora az (A.77b) képlet felhasznalasaval szamithato:

14+ =i-a® 0
[ta”] = [(5&'/ _1;3ba'/] — %Az - R,B, 3 :| (A.78a)
A2
Ennek
RA, . 0
"] = { RAB“ a3 ] (A.78b)
A%*R”z3
az inverze.

Nyilvanvalo a (9.84) és az (A.78b) képletek egybevetése alapjan, hogy a P pont-
ban a g', g és g2, g* bazisvektorok altal kifeszitett sik gorbiileti f&sik, az els6 f6sik-
ban pedig

1 1 / R
bl - = = RAs = 1 n?— A.
! R RA, Ray = RAz = Ry/1+(R) cos a (A-792)

a f6gorbiilet sugara, a masodik fésikban pedig ugyanilyen médon adodik, hogy

1 _ R A3
%:Aig, azaz R(g):_ﬁ.

Az els§ esetben O, a masodikban pedig Oy jeldli a gorbiileti kézéppontot az dbran.

by = — (A.79D)
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B FUGGELEK
A gyakorlatok megoldasai

B.1. 1. Fejezet

1. Gyakorlat. Linearisan fliggetlenek az azonos ponthoz kotottnek tekintett (ko-
z0s alkalmazasi pontd) a;, as és as vektorok, ha zérustél kiilonbozs a ve-
gyesszorzatuk. Nem nehéz ellendrizni, hogy a gyakorlat egyik vektorharmasa
sem linearisan fiiggetlen, mivel

2 1 3 2 1 3
[313233] = 5 10 2 =0 és [alazag] = 6 7 5 =0
6 3 9 9 10 8

2. Gyakorlat. Ha bazist alkotnak a g1, g2 és gs vektorok, akkor zérustol kiilonbo6zé
a vegyesszorzatuk:

1 1 1
Yo =Ig1g28s]=| 1 1 2 |=-1.
1 2 3
A
17 i2 i3
gIZM:— 1 2 :il—|—i2—i3,
Yo 1 3
11 i2 i3
g2:7g3><g1:_ 3 | =i1—2i2+is,
e 11 1
17 i2 13
g3:w:— 1 1 :—i1+i2
o 11

reciprok vektorokkal
a' =a-g' = (6iy49iz+ 14i3) - (i +iz —iz) =6+9—-14=1,
a® =a-g® = (6i149iz+ 14i3) - (i, — 2ip +1i3) =6 — 18+ 14 =2,
a® =a-g® = (6iy 4 9iz 4 14i3) - (—i1 +i2) = —64+9=3

a keresett harom koordinata, azaz

a=a'gi+a’g+a’gs =g +2g2+3gs.
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3. Gyakorlat. Ha linearisan Osszefligg a b1 és bz a haromméretd térben, akkor
fennall az
Aa; +4as+2a3 =k (a1 + lao —ag)
egyenlet, amelyben a A és k ismeretlen. Szorozzuk at ezt az egyenletet ska-
larisan az a;, as és as vektorokhoz tartozo aj, a5 és a3 reciprok vektorokkal
— mivel bazist alkotnak az a;, as és as vektorok, létezik az aj, a5 és aj
reciprok vektorhérmas —, és hasznaljuk ki, hogy
1 =g,
a;-a; = { 0 i #] )
Harom skalaregyenletet kapunk:
A—k=0, 4-Xk=0 és 24+k=0.
A harmadik egyenletbdl k = —2, ezzel az els6 egyenletbdl A = —2. A kapott
megoldéspar teljesiti a masodik egyenletet is.
4. Gyakorlat. Bazist alkotnak a g1, g2 és g3 bézishoz tartozo és az (1.20) képle-
tekkel értelmezett gt, g2 és g® reciprok vektorok a haromméretd térben, ha
a
ag' +eg’ g’ =0
egyenletnek csak trividlis megoldasa van a ci, c2 és cs allanddkra nézve.
Atszorozva a fenti egyenletet gj-val, és kihasznalva a gy, -g' =0% Gsszefiiggést
azonnal kapjuk, hogy cr = 0. Ez egyben az allitas igazolasa.
5. Gyakorlat. Vegyiik észre, hogy Jy.. a A1, A2 és Asz-at add

g1+ A2ge+A2g3 =0
homogén linearis egyenletrendszer determinénsa — lasd az (1.41) osszefiig-

gést tartalmazo bekezdést. Mivel ez nem zérus, csak trividlis megoldas van
a A1, A2 és A3 skalarokra.

B.2. 2. Fejezet

1. Gyakorlat.
i. af=al+al+ad;
il. Gmnd™ = am1b' + am2b® + amsb®;
. ™amn = clain +cagn +Cagn;
iv. ¢ amm — ez a kifejezés hibas;
V. appb?? = (a11 +a22+as3) b
vi. b = an b + 120" +a130"2 + a1 b2 + - -+ 32032 + azzb™> ;
vil.  a”,,c™" =a" "+ a P a3
viii. 6ijkajk =el23 ((123 — a32) +e23t (a31 — CL13) +e312 (alz — a21)
= (a23 —as2)+ (as1 —a13) + (@12 —az21) .
2. Gyakorlat.
i.-ii. Tekintettel arra, hogy a néma indexek atnevezhetsk, a masodik kifeje-
zés esetén fennéll a d, a,” =a," d,, Osszefliggés. A kifejezés jobb oldala csak a
szabad indexben tér el az elsg kifejezéstsl. Mivel a szabad index tetszéleges
lehet, a két kifejezés ugyanazt a mennyiséget adja eredményiil.
iii.-iv. Mivel a néma indexek atnevezhetsk, a iv. alatti kifejezés tekinteté-
ben fennall, hogy a,sc®” = amnc™". Ez azt jelenti, hogy a iv. alatti kifejezés,
valamint a 4. alatti kifejezés értéke egyarant ugyanaz a skalar.
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3. Gyakorlat.
Az 6sszegek alkalmas kiirasa igazolja az allitast:
areb®b’ = a1 b'0" + az0 b7 + a3 b°b?
-~ —~ —~~
-0 =0 =0
+ (a12 +a21)b1b2 + (a2 +a23)b2b3 + (as1 —|—a13)b3b1 =0.
—_——— ~—_—
=0 =0 =0
4. Gyakorlat.
Jeldlje d a b X ¢ szorzatot:
d=d,g” =bxc=c¢p.bic"g".

Felhasznalva a fenti képlet jobb oldalat, valamint az (1.31) Osszefiiggést,
irhato, hogy
ax(bxc)=axd=¢e""
= (525: —5?52) asblc"gn = (arc"b" —ash’c") gn -
Ha ezt az eredményt megszorozzuk skalarisan gi-val és atnevezzik az s
néma indexeket r-re, akkor az igazolni kivint eredményt kapjuk:

p __ _nsp q r _ ¢ns q.r
asdpn =€ Pepgrasb’c gn =04, asbc gn

[ax (bxc)]-gr = (arc"b" —asb’c") gnk = arc by —arb ¢k .
Szimbolikus irasmoédban:
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

Ez az eredmény az (1.3a) alatti kifejtési tétel igazolasa.
A 4. Gyakorlat mésodik egyenletének helyessége — a kifejtési tétel (1.3b)
alatti alakja — hasonl6 médon igazolhato.
5. Gyakorlat.
A vektorialis szorzasok, majd pedig a skalaris szorzas végrehajtéasa utan
hasznaljuk ki az (1.31) Osszefiiggést, illetve a Kronecker-delta indexatneve-
zési funkciojat. Kapjuk, hogy:

(axb)-(cxd) = arbre™ " d" emns = arbrc™d e e s

= a,brc"d" (5;62 —5;6&) = a,c"brd® —a,d brc” .
Ugyanez az eredmény a vegyes szorzat atalakitasaval szimbolikus irdsmod-
ban is megkaphato, ha kihasznaljuk az (1.3b) alatti kifejtési tételt is:

(axb)-(exd)=[(axb)xc]-d=(a-c) (b-d)—(b-c) (a-d) .
6. Gyakorlat. Az
axb=¢prald’ gl cxd=eypc’d’g"
és
g’ xg" =¢""g,

szorzatok, tovabba az (1.31) osszefiiggés, illetve a Kronecker-delta indexat-

nevezési funkciojanak felhasznéalasaval adodik a bizonyitand6 Gsszefiiggés:

(axb)x(exd) = epgre™?® a®d" yvwc’d”gs
—_——
Suss—5uss

= cuvwa”c’d” b°gs —erpuwb c’d” b°gs = [acd] b—[bed] a.
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7. Gyakorlat. Az (1.3b) kifejtési tétel szerint
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c
és
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a.
Mivel a gyakorlat egyik feltétele elgirja, hogy
ax(bxc)=(axb)xc
kovetkezik, hogy
(a-b)c=(b-c)a,
ahonnan
c= Ea és a= ﬂc
~a'b ~ b-c
Eszerint kollinearis az a és a c, ha teljesiil a gyakorlat masik két feltétele is,
azaz haa-b#0és b-c#0.
8. Gyakorlat. Nem nehéz ellendrizni az (1.3a) kifejtési tétel értelemszerti felhasz-
nalaséaval, hogy valoban fennall a Jacobi-féle azonossag:
ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=
=(a-c)b—(a-b)c+(b-a)c—(b-c)a+(c-b)a—(c-a)b=0.

B.3. 3. Fejezet

1. Gyakorlat. Jeldlje GP" a gpr adjungaltjat. Nyilvanvalo a (3.10)1 képlet alapjan
— az a betiik helyére megfelels betiinagysagban g-t, |a,;| helyére go-at kell
gondolni —, hogy

go = gprG”" (B.1)
Kovetkezésképp
99 ogr" r Ogpr
= T + gp 9 B.2
0gpq I dgpq 0gpq (B-2)
S—~— S—~—
=0 =53

ahol a P rogzitettnek tekintett index. A képlet jobb oldalan megadott érté-

kek magyarazatat az alabbiakban ismertetjiik.

(a) A jobb oldalon &ll6 utolsé derivaltnak csak p = P-re kiilonbozhet az
értéke a zérustol. Ennek alapjan nyilvanvald a

9gpr — 54
0gpq "
Osszefiiggés helyessége.
(b) Ha azt is figyelembe vessziik tovabba, hogy az GP" adjungalt p = P
esetén nem tartalmazza gpqs-t akkor azonnal kévetkezik, hogy
ogrr
gr _ 0
99pq
Fentiek alapjan atirhat6 a (B.2) Osszefliggés:

d9go

=gPol =gPa. B.3
0Gpq ( )
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Ha még a
GP9 = gog™?

Osszefiliggést is felhasznéljuk — ez az adjungalt és az eredeti tenzor kozotti
kapcsolat, melynek felirdsa soran kihasznaltuk azt a koriilményt is, hogy
szimmetrikus a metrikus tenzor —, akkor azonnal megkapjuk a (B.3)-bdl az
igazolni kivant
d9go
OGpq

= gog™? (B.4)
egyenletet.

2. Gyakorlat. Az igazolni kivant képlet azonnal adodik az 1. Gyakorlat eredményé-
nek, azaz a (B.4) Osszefliggésnek felhasznalasaval:

Olngo 1 dgo _ 1
99pq 9o OGpg  go

rq _ P49

gog =9

B.4. 4. Fejezet

1. Gyakorlat. Legyen v = v,g’ = v"g, tetszéleges vektor. A gyakorlat allitasainak
helyessége azonnal kévetkezik a

5 gr@g’ (V') =gig’ g =v'ge=v
N—— S~—~—
v 57{
és
kL r _ ke r__ kel r__ T _
9 8 @8 (V'g)=9" 8rk8e &V =g GV =0 gr=V
S—— S—— N——
v 9er 5k
atalakitasokbol.
2. Gyakorlat. Az allitas igazolasa a (4.32) képlet alkalmas atalakitasat igényli:
‘die=1t,Pap 650%t,° =t,FPapt, 7, b%t,°
——
5
=t apet, T bt =k b
—— —
/a ko /b ’l,'(

Ezt kellett igazolni.

B.5. 5. Fejezet

1. Gyakorlat. Ahhoz, hogy az a” és by sokasagok ugyanazt a vektort jelentsék az
() gorbevonala KR-ben a

a’gp = beg’ = beg"gp
vagy ami ezzel egyenértékd, a
beg? = a’gp = a’ gpeg?

osszefiiggésnek kell fennallnia. Ha az els6 egyenletet g"-rel, a masodikat pe-
dig gs-sel skalarisan atszorozzuk, akkor kihasznalva a jol ismert g,-g" =0, és
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188 B. A gyakorlatok megoldasai

g?-gs =07 Osszefliggéseket, tovabba indexatnevezs operatorként miikbdtetve
a Kronecker-deltat kapjuk, hogy

a" =bgg? és bs=algps.
Ez az eredmény az indexemelés, illetve -siillyesztés szabalya — ez a szabaly
kapcsolja tehat Gssze az af és by sokasadgokat, ha azok ugyanazt a valodi
vektort jelentik.

2. Gyakorlat. Ahhoz, hogy az a,, és b,? sokasdgok ugyanazt a méasodrendi tenzort
jelentsék az (z) gorbevonalu KR-ben, az

apqu ®g!= bprgp Q8r
Osszefiiggésnek kell fennéllnia. Ha ezt az egyenletet balrol gi-val, jobbrol
pedig ge-el skalarisan megszorozzuk, és kihasznaljuk a jol ismert gy -g? =047,

g?-ge=107, gr e =gre Osszefiggéseket, valamint indexatnevezd operatorként
miikédtetjiik a Kronecker-deltat, akkor kapjuk, hogy

are =b.9gr¢ .
Hasonlé gondolatmenettel mutathaté meg, hogy a
ake = grpc?,
és
ake = grpd” gpe
Osszefiiggéseknek is fenn kell allniuk. A fenti képletek az indexemelés és
-siillyesztés szabalyai — ezek kotik tehat Gssze a apq, by, Py és a dP? soka-
sdgokat, ha azok ugyanazt a masodrendii tenzort reprezentaljak.
3. Gyakorlat. A
romn It om n o _ D
g =8 OzP Oxd
atalakitasbol azonnal kovetkezik, hogy valodi tenzor a gP? metrikus ten-
zor. A fenti képlet a kovarians metrikus tenzorokkal kapcsolatos (5.5) alatti
Osszefliggés parja.
4. Gyakorlat. Az

q _ m_mn pq
‘8 =Tp Tq g

g™ 0€” o0&
lguvw — (/gu X /gv) A Igw — 8§p aiq 8’2;:7‘ (gP X gQ) _gT — TpuTqurw c
atalakitasbol azonnal kovetkezik, hogy valodi tenzor a kontravarians eP?"
tenzor. Ez az Gsszefiiggés egyébként a kovaridns permutacios tenzorral kap-
csolatos (5.6) alatti egyenlet parja.

5. Gyakorlat. Az el6z6, azaz a 4. Gyakorlat megoldésa szerint

gt = OO (or gy g
OxP Jx9 Oz™

prqr

T

,'YO — 18123 — (/gl x /g2)

_1_2_3 pgr _ _1_2_3 pgr_o _ |_Lt| _o
=T TqTr € =TpTqTr € ’y—’kay.

Kovetkezésképp v° # 7°, ami azt jelenti, hogy nem valédi skalar a v°. Ezen
eredmény atirhato a

/'Vo:tM’YO; szl
alakba —t=1/7r=1/ ‘7‘,f|. Az utobbi képlet az (5.7b) alatti képlet parja.
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6. Gyakorlat. A 4. Gyakorlat megoldasa alapjan irhato, hogy

! _uvw /1ol _uvw !/ _u 1 v ! _w
£ :’}/6 :(g X )g

8€u 6£U a£U7
_ P q . T u v w par __ o u v w prqr
_axpaxqacﬂ(g xgh)-g" =7, 1, 1.0 e’ =7, 1, T, P
Kovetkezésképp
° M
uvw __ ,fyo TpuTqUTrw quT =t TpuTquTTw ePQT , M =1.

Mivel v° # ~°, azonnal kovetkezik a fenti képletbdl, hogy pszeudotenzor
a fels6indexes permutaciés szimbolum. A fenti eredmény egyben az (5.8)
alatti Osszefliggés parja.

7. Gyakorlat. A

o 1 2 3 1k 2¢ 3m
Y=g g egl=9"9 9"k gm]

1k 20 3m 1k 26 3m g°
=9 g9 g Ekem =9 g g €ktmYo = —
—

o

o

g9

atalakitas szerint
2
() =g".
Kovetkezésképp — tekintettel a v° # +° egyenlStlenségre — fennall, hogy
'9° # ¢°. Ez azt jelenti, hogy nem valodi skalar a g°. Mivel go =1/g° azonnal
adddik, hogy a go sem valddi skalér.

8. Gyakorlat. Legyen az a és b két tetsz6leges vektor. A gyakorlat allitasanak he-
lyessége azonnal kovetkezik az

a-b=apb® = arpdfb’ = antFr,°0" = aptFr 0t ='a. 'b°
~—~—— A~

6? lag ps

atalakitasbol.

9. Gyakorlat. Az igazolast csak mésodrendi tenzorokra véazoljuk, ugyanis a gon-
dolatmenet minden mas esetben valtozatlan. Legyen af és bf két valodi
masodrendd tenzor. Ez esetben nyilvanvalo, hogy

‘o) = a,lt,) T,” és b0 = bt T,
Legyen tovabba a és 8 a két suly. A gyakorlat allitisanak helyessége az
el6zéek alapjan irhato

o/apq + 6/bpq = aa,ftpkrlq —|—6b;ftpk7'lq = (aa;f + ,Bb,f) tpk‘réq

Osszefliggés kovetkezménye, hiszen ez vildgosan mutatja, hogy a vonatkozo

transzformacié szabalyai a stlyozott Osszegre is érvényesek maradnak. Ve-

gylik észre, hogy a kapott eredmény 6sszhangban van az (5.3) osszefiiggéssel.
10. Gyakorlat. Legyen a;" és by, két valodi tenzor. Ez esetben fennallnak a

! vw bry k_v_w . / S, q
Ay, =ag tu T¢ Tr es bmn :bsqtm,tn
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Osszefiiggések. Tekintsiik elséként az ‘a,’” 'bwn = 'c,’, skaldris szorzatot.
Nyilvanval6, hogy

/ vw/b

/v o bryk_v_w s, q
Cyn= Qy wn = A tu Te Tr bsth tn

=al"trr, TS bsgt,l = al” brq trr,v 9= ckeqtukn b A
N——r _—
5,8 o
k q
Kiolvashat6 innen, hogy a tekintett skalaris szorzat — lasd az aldhuzott kép-
letrészeket — eleget tesz a vonatkozd transzformécios szabalyoknak. A gon-
dolatmenet a két tenzor mas skalaris szorzataira (mas indexdsszeejtésekre)
is valtozatlanul alkalmazhato.
Ugyanilyen médon mutathaté meg, hogy a ‘a,’” 'bmn = 'd,}*%,,, szorzat
esetén fennall a

/I ovw ! Lr k_v_wys,q
Ay b =ay bsgty T T by by
N——
4y n drr

k sq

egyenlet. Ez azt jelenti, hogy két valédi tenzor tenzoridlis szorzata is valoédi
tenzor.
11. Gyakorlat. Az alabbi atalakitasok igazoljak az (5.15¢) képletek helyes voltat:

g" D gi=g"d""gn®gn g

=d™"(g" gm)(gn-g0) = 0" d ™" gne =d",,
gk~D-gz :gk-dm"gm(@gn-gz

=d""(gk 8m)(8n &) = gemd "5, = di”,
gk-D-ge :gk-dm"gm®gn-gl

=d™(g" gm)(gn-g°) =0",d""5,  =d* .

12. Gyakorlat. Ha a ¢, = akgbe szorzatba helyettesitjiik a ci és b-hez tartozd cx =
=cers/\VgEE és b¥ =b~F>/, /g, fizikai koordinatakat, akkor kapjuk,

hogy
3 <L> 3 KK
C<cK b
<K>K :ZaKL , azaz hogy c<K>:ZaKL g—b<L>.
vV g =1 VIrLL L=1 gLL
~—————
A< KL>

Innen azonnal adédik az igazolni kivant

KK

G<KL> = QKL (B.5a)

JLL

Osszefiiggés. Ami a bal oldali fizikai koordinatékat illeti, a fenti gondolatme-
nettel kapjuk a d, = bkake szorzatbol a

3 K> 3
d<r b< LL
<L>L = E akr, — d<p>= E d<K>aKL 9 )
vy k=1 VIKK K=1 IKK
N————’
A< KL>
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vagyis az
gLL

(B.5b)

AG<KL> = QKL
IxkK

eredményt.
13. Gyakorlat. Az el6z6 gyakorlat megoldasanak gondolatmenete alapjan indulva
ki a c? = aP%b, szorzatbol irhatjuk, hogy

c<F> 2 PQ b<o> <P> 23: PQ [9pPP
= a ¥ ——=, azaz hogy ¢ = a —=bcg> .
Vorr 5= NI & \/ g@@
—_————
W<PQ>

Innen azonnal kévetkezik a jobb oldali fizikai koordinatédkat ad6 képlet:

a~Fe> = a9, /ZIQ'% . (B.6a)

Ami a bal oldali fizikai koordinatakat illeti, nem nehéz a fentiek és a d? =
= bpaP? szorzat felhasznalasaval ellendrizni, hogy helyes a

a~Fe> =aPe, /—Zig (B.6b)

B.6. 6. Fejezet

Osszefliggés.

1. Gyakorlat. Az igazolast csak a (6.2a); esetre ismertetjiik. A (6.1) képlet alap-
jan zérus értékd kell legyen a (6.3) kiilonbség. Az idézett kiilonbségben a
kivonandénak

v'gp- (akegk ®g£) wigy = Upépkakecseqwq
\—,_/
A

¢ k
=vPapqw? = wPagpv? =w” 6, awe 6, vV*
~~ ~~~

gp-gt ghegg

=| w’gp- (akl ge®gk) wigy,

a kisebbitendének pedig

i () o) | () o ()

s

az értéke. Mivel zérus az idézett kiilonbség, teljesiilnie kell egyrészrél a ke-
retezett képletrészek alapjan irhato

w- [ATfakg g£®gk] -v=0 (B.7)
Osszefliggésnek, masrészrdl pedig az aldhuzott képletrészek alapjan adodo
wp (aT) v!—wP agp vy =0 (B.8)
prq

egyenletnek. A (B.7) egyenlet csak akkor teljesiilhet tetszSleges v és w ese-
tén, ha
AT = app gé ®g’C . (B.9)
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Vegyiik észre, hogy a fenti képletben az A tenzor elgallitasahoz képest —
lasd az els6 kapcsos zéardjellel megjelolt képletrészt a jelen megoldés elsd
képletében — forditott a bazisvektorok sorrendje a (B.9) jobb oldalan (a ba-
zistenzort alkot6 diddban). Kovetkezésképp azt a szabélyt olvashatjuk ki
a (B.9) képletbsl, hogy az A = areg® @ g’ alakban irt masodrendd tenzor
transzponaltja is ugy kaphat6é meg, hogy felcseréljiik a bazistenzort alkoto
diadban a bazisvektorok szorzasi sorrendjét. Tomoren: a transzpondlds mi-
velete a bazistenzort alkoté diddok szorzdsi sorrendjének cseréje.

A masik két esetben részint a 6.1.1. szakasz gondolatmenetének (lasd a ten-
zor (6.2a)3 alatti alakjat) alapjan, részint pedig fentiek alapjan (lasd a ten-
zor (6.2a)4 alatti alakjat) lathato be, hogy a transzponalas miivelete ezekben
az eseteken is a bazistenzort alkot6 diddok szorzasi sorrendjének cseréje.

2. Gyakorlat. A transzponaltat értelmezs (6.1) egyenletet bal oldalat tekintve a

_ ok Pooay Lo _ ok 0k ¢
V-AWwW=v"gr (apg 8" Rg") w g =0v" agew =w" ayv
—_——
A

a jobb oldalt tekintve pedig a
w‘AT~v:w’“gk'<(“T) g”®gq>'vlge = (“T)W/
rq -~ 7 @

AT

Osszefiigges all fenn. Az aldhizott részek egyenl6ségébdl tekintettel w” és v°

tetsz6leges voltara adodik, hogy

T
(CL )kz:az.ik-

A masik két esetben a fenti lépések értelemszerd alkalmazéasaval kaphato
meg a kivant eredmény.
3. Gyakorlat. Valodi vektor a kérdéses

d@s — _% S,
vektorinvarians, ha (§) KR-beli
@ w _ _% pwvw g
értelmezése megegyezik a d®® vektor
A Z (@ sy w

transzformaltjaval. A vonatkozé transzformacios képletek alapjan az elérni
kivant eredmény adodik:

Id(a) wo_ _1 /Euvw Id

u_v_ w_qrs, my, mn
9 uu:_iTq Tr Ts Eq ty Ty dmn
_ 1 Uy om vy M QTS g w lqrsd w_d(a)s w
= 757'(1 m Tr lo g mnTs — 755 qrTs = Ts .
sm 5:}
q

Ez egyben a gyakorlat allitasanak igazolasa.
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4. Gyakorlat. Ha a (6.23) képletben az eleve ferdeszimmetrikus sp, tenzort gon-
doljuk a d;,) helyére, illetve az sp, tenzor s(7 vektorinvariansat a d(®"
helyére, akkor értelemszerti betticserékkel irhatjuk, hogy

Spq = —Epqr ROLS
Nyilvanvalé az eppr =0 (P = 1,2,3) egyenlet alapjan az

811 = S22 = 833 =0

képletek helyessége. Kihasznélva a tovabbiakban az epqr = \/go€pqr Ossze-
fliggést, valamint a permutéciés szimbolum tulajdonsagait, irhatjuk, hogy

512 = —\/go€1235'? = —/gos'V? | So1 = —S21,
513 = —y/goe1328' V% = \/gosV? | 531 = —s13,
$23 = —v/goe2315' = —/gos S32 = —S23 .
Kovetkezésképp
0 _gla)3 gla)2
[spa] = V90 53 0 —s@1] (B.10)
_g@2 gt 0

Ezt kellett megmutatni.
5. Gyakorlat. A gyakorlat allitasanak helyessége azonnal kivetkezik az

A 17 sc¢ 118 L,k 017 s,k k
de” ="d’0s ='de’ ity =73 do’ ty =dg
——

652

atalakitasbol.
6. Gyakorlat. A (6.29a) Osszefliggés helyessége azonnal kovetkezik az értelmezés
alapjan irhato

trD=I--D=4d,'
képlet és az ugyancsak az értelmezés alapjan irhato
trDT =1.-DT = dkk = gklZ do® gsk = gske QMZ d,® = d/
—
5.t

képlet egybevetésébsl. A (6.29b) Osszefliggés helyessége pedig azonnal ko-
vetkezik a

tr (D+S)=1I--(D+8S)=I--D+I--S=trD+trS

atalakitasbol.
7. Gyakorlat. A (6.29¢) képlet bal oldaldnak atalakitasaval kapjuk az igazolni ki-
vant eredményt:

tr (D-8)=1I--(D-8)=dis"*=5"dpy=1I--(S-D)=tr (D-S) .
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A (6.29d) képlet esetén az alabbi atalakitasok igazoljak az egyes képletrészek
helyességét :

5 (08 (7)< = ()" (),
S--D —

sST.. pT
= ské (dT)ek = (dT)Ek SM = (8T>Zk dkg .
tr (5-DT) tr (DT-S) tr (ST-D)

8. Gyakorlat. Ertelmezése szerint
a-b=|al-|b|cosp
a skalaris szorzat értéke, ahol ¢ € [0, 7] a két vektor altal bezart szog. Mivel
|cos | < 1, nyilvanval6 a fenti értelmezés alapjan a bizonyitani kivant
la-b| < |a|b]|
Schwartz-féle egyenlGtlenség.
9. Gyakorlat. Nyilvanval6, hogy az
f(z)=(D-28)-- (D—zS)=D--D-2D--S+2°S-- 8
fliggvény értéke porzitiv, illetve specidlis esetben zérus. Kovetkezésképp az
f(x) =0 masodfoku egyenletnek vagy két komplex, vagy specialis esetben

egy kettSs valos gyoke van. Ez csak akkor lehetséges, ha az egyenlet d diszk-
riminansa vagy negativ vagy pedig zérus:

d=4(D--8)’~4(D--D)(S--8)<0.
Innen azonnal adédik a bizonyitani kivant
|D-- S| <|DJ S|

egyenlGtlenség.
10. Gyakorlat. A (3.9) alapjan indexcserékkel felirhato

1 .
m mst _j k
A" = S eujke as” Qg

2
Osszefliggés, valamint a (3.10)3 alapjan ugyancsak indexcserékkel felirhato
14 Aém _ m
e =

képletek egybevetése alapjan adodik, hogy

P
¢ |a$j| 2 ‘au,u‘ Lik s Wt -

Ezt kellett igazolni.
11. Gyakorlat. Nyilvanval6 az el6z6 képlet alapjan, hogy

@)= e o
o 2! ‘a’uu‘ Tk s v

12. Gyakorlat. Azt kell megmutatni a fétengelyek altal alkotott KR-ben, hogy
fennall az
A~ A A+ A A—AiI=0
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egyenlet. Jeldlje rendre \; és n; az A tenzor i-edik sajatértékét és sajatvek-
torat. Nyilvanvalo, hogy
3

3
A:ZAini®ni7 A2:Z)\?ni®ni, (Bll)
i=1 i=1
3 3
A?’:Z)\?ni@ni ) I:Zni@)ni, (Bl?)
i=1 i=1

és hogy
Ar =X i+Xde+ A3, A =Mda+X A3+ A3,  Arrr =Aid2)s.
A fenti egyenletek helyettesitésével kapjuk, hogy
3
A3 —Ar 142 + AT A—Arrl = Z [)\? — ()\1)\2 + AoA3 +)\3)\1) )\3

i=1

+ (A A2+ A2A3+A3A1) A — )\1/\2)\3} n;,¥n; .
Ha ¢ =1, akkor azonnal adodik, hogy az n; ® n; tag egyilitthatdja zérus:
AT = (A1 A2+ A3) AT+ (A Az + A3 A1+ A2d3) A1 — Aide Az = 0.

Ha =2 vagy ¢=3, akkor ugyanilyen médon adédik a vonatkozé egyiitthatok
elttinése. Ezzel igazoltuk a Caley—Hamilton-tétel fennallasat a f6tengelyek
KR-ében.

13. Gyakorlat. A

B ni;=(aA+p1) ng=aA -n;+p1l-n,= (axe+p5) ng, ¥,
N—~— M~ S———
Xenye ng parallel to ngp
atalakitasbol azonnal kdvetkezik, hogy axe+ 3, és ng a B tenzor sajatértéke

és sajatvektora. Vagyis koaxialis a B és A. A ¥, szimbolum mutatja, hogy
nem érvényes az Osszegezési konvencié az £ index tekintetében.

14. Gyakorlat. Legyen a B és a C két masodrendi tenzor. Ezek skalaris szorzatara
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nézve fennall, hogy
(B-o)"=c"-B".

A tovabbi gondolatmenetben tugy alkalmazzuk majd ezt a szabalyt, hogy
arra kiilon nem hivjuk fel a figyelmet. Ki fogjuk azt is hasznalni, hogy a
szimmetrikus A tenzor transzponaltja énmaga: A = A”.

Az A tenzor méasodik hatvanyat tekintve irhatjuk, hogy

(A" =(4-4)T=AaT.AT=4. A= A",

Ezek szerint szimmetrikus tenzor a szimmetrikus tenzor mésodik hatvanya.
Tegytiik fel a tovabbiakban, hogy szimmetrikus az A°® tenzor (s > 2). Meg-
mutatjuk, hogy ez esetben szimmetrikus az A tenzor s+ 1-edik hatvanya.
Elemi atalakitasokkal adodik, hogy

(AS+1)T:(AS'A)T:AT~(AS)T:A'AS:AS+1.

Ezt kellett igazolni.
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15. Gyakorlat. A megoldast a feltett kérdések szerint tagolva kozoljiik.

www.interkonyv.hu

koordinatakat (Gsszetevoket):

104 30 0 10 0
[B™]=[B", 9" =| 120 40 0 0 4 0
0 0 48]0 0 1

104 120 0

=] 120 160 ©

0 0 48

1. A tenzor szimmetridjanak ellenérzésére szamitsuk ki a kontravarians

Mivel B™" = B"™, a tenzor szimmetrikus. Megjegyezziik, hogy ugyanez

az eredmény azonnal kovetkezik a
T
B" = (F-F") =F-F' =B

atalakitasbol is.

. A B tenzorral kapcsolatos karakterisztikus egyenlet a

104—X 30 0
—|BP =A% =—] 120 40-X 0
0 0  48-)
104—X 30
SO a0 402

= (A—48) (\* — 144X +560) = 0
alakban irhat6 le, ahonnan

A1:140, )\2248 és )\324

a harom sajatérték. Kovetkezsleg pozitiv definit a tenzor, és igy van

négyzetgyoke.

hogy a g3 irdny a méasodik f&irany :

n—=—gs.
(2) &
Az els6 f6iranyt ado
k
n=mn gk

1 @
vektor a
[qu f)\ldpq] (?)q =0
egyenlet alapjan felirhaté

(104—X1) n ' +30n°=—-36n"+30n>=0,
1) (1) ) o
vagy

120 "4+ (40— A1) n?=120n"—100n ">
(€ 1) 1) (1)

egyenletekbdl szamithato. Az eredmény
1_5 2

n o=-n".
(1) 6

. Nyilvanvalé [B™"] szerkezetébdl, figyelembevéve a gyokok sorrendjét,
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A fsiranyok kolesonos merdlegessége miatt az is nyilvanvalo, hogy

n®=0.
(1)

A fsiranyokat kijelols iranyvektorokkal kapcsolatos normalési feltétel
szerint

25 1
nkgklnl:nlg +n gg(l)zz(——&—i) n?n?=1

(1) (1) (1) (1) (1) 36 1) (1)
ahonnan
n?= 6 és = o
o V34 ® V34
Végeredményben

1 1 1,6 2)
n =——(bg1+6g2) = — (5g +— .
o= e (b +6g2) = —= ( g +,8
A harmadik f6irany abbol a feltételbsl adodik, hogy jobbsodrata kar-
téziuszi KR-t alkotnak a féiranyok egységvektorai:

1 1 2 1
= =—— (5g1+6 =—(5 6
B=Rx B = g e 08 xe = U (Seueg +Geang)
VYo 1 2
= 6g —5 — (6g” =5
a1 08 —5e) = m(g &)
1 1
= —— (6g1 —20g2) , o= = .
Vg 08T 0e) 6=y

4. A f6tengelyek KR-ében

B=Xinon+Xanon+A3non
1 @ (2) @ 3) (3

=140non+48non+4non
1 @ 2 @ 3 3
a B tenzor diadikus szorzatokkal torténd elGallitasa és
V=v14d0non++vV48non+2non
1) (@ 2 @ 6 3

a tenzor négyzetgyoke, hiszen
V:=B.
5. Az (x) gorbevonalt KR-re térve at irhatjuk, hogy

V140

V:3

(5g1+6g2)0 (5g + = g)+v 8gzog’

L (6g1 —20g2)0 (6g1—5g2)

T
{ (25g1 4 30g2) + @ (36g1 — 120g2)} og!
{ 5g1 +6g2) —

s O (6g —20g2)} og’+V/48gsog®,
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azaz hogy
50140+ 36 60140 —120 1
V= g1 g2,08
68 68
154/140—30 184/140+ 100
+ g1+ g2 pog’ +V48gzog®.
68 68
Kovetkezésképp
50v/140+36 15+/140—30 0
m \/146187120 18\/1%“00
[V ‘1] =] = 68 68 0 ’
0 0 V48
és amint az némi szamolassal ellenérzésként adodik:
[ 50140436 15+/140—30 0 50140436 15+/140—30 0
68 68 68 68
[V"b \Va! ] — | 60v/140—120 18/1404100 0 601//140—120 18+/140+100 0
- n 68 68 68 68
i 0 0 ++/48 0 0 +v/48
(104 30 0
= 112040 0 | = [an] .
L 0 0 48

B.7. 7. Fejezet

1. Gyakorlat. Nem nehéz ellenérizni — mindkét tenzor szimmetrikus —, hogy

2/3 2/3-1/3 100
Q'=Q=Q,=| 2/3-1/3 2/3|, Q Q[=Q,=|010],
-1/3 2/3 2/3 001
2/3 2/3-1/3
det (Q,) =| 2/3-1/3 2/3|=-1
- -1/3 2/3 2/3
és
/2 1/2 V2/2 100
Q,'=Q,=Q,=| 1/2 1/2-v2/2|, Q,Q,=Q=|010],
V2/2 —\/2/2 0 001

/2 1/2 2/2
det (92) =| 1/2  1/2-v2/2|=-1.
V2/2 —\/2/2 0

Mivel negativ a két determinéns, egyik tenzor sem forgat6 tenzor.
2. Gyakorlat. Nem tul nehéz ellendrizni, hogy

et )_\/§<2\/§ 2\@) \/5(2\/§+2ﬂ)
1 1 1 1
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FennAll tovabba, hogy

B 1 1 1
e A
T _ _1 1
QQ =] 1 & 3 7z v 0
. L 11
Lz Y % .
r 1 1 1 1 1 1 1 1
2tati i—3ti 353 100
_ 1 1 1 1 1 1 1 1 _
= i—5t1 its+2 ez vz | T 01 0],
1 1 1 1 1 1
L 2v2  2v2 2v32 2v32 2t3 001
azaz hogy
QT:Q—I

Kovetkezésképp forgaté tenzor a Q tenzor. A tovabbiakban sziikség lesz
a @ tenzor ferdeszimmetrikus részére. Jelolje ezt S. Egyszerd szamitassal

kapjuk, hogy
1 1 1 1
N B GO RO
P e L 1 1 1
s=5(Q-Q")=5| 4+ 0 2
1 1 1
3t 3 0
0 _14v2 14V2
4 4
— 1+v2 1
=| 5 0 i
1+4\/§ 1 0

Figyelembe véve: (a) hogy kartéziuszi az (y',y?,v%) KR (egységnyi tehat
a metrikus tenzor determinansa), (b) és kihasznalva a (B.10) képleteket
kapjuk, hogy

@3, 1. 142, 142
12 = —11 12
4 4 4

a Q tenzor vektorinvariansa. Vegyiik észre, hogy az egységnyi abszolut ér-
tékd
V2. V2,
ATty

vektor mer6leges q'¥-re, azaz benne fekszik a forgatas sikjaban. Kévetke-
zésképp a forgatas ¢ szoge a

q® = 5@ = @1, 4 @25 4 i3

cosp=a-Q-a
~—~—
b

képletbdl szamithatéd. Fentiek szerint az elforgatott b vektor:

1 1 1 142
: Tz T2 0 2
_ V2 101 1 _ V2 -3
b= Y4 L
D 2 2 V2 2 2 2 ’
1 1 1
73 0 5 1 7z
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és ezen részeredmény felhasznalasaval azonnal adodik a keresett szog koszi-
nusza és maga a szog is:

cosp=a-b=

[0 1 1] -2

N | =

1/ 1-v2 1
=—|- — ) =0,457106 78
2 ( 2 V2 ) ’
= 1,096 056 817 radidn = 62,79° .
3. Gyakorlat. Legyen ortogonalis a Q, és Q, tenzor. Ha a két tenzor Osszege is
ortogonalis akkor fenn kell allnia a

(@+Q:) (Q+@Q)" =1
Osszefiiggésnek. A képlet baloldalat atalakitva irhatjuk, hogy
Qi Qi +Q,Q +Q,Q;+Q,-Q; =1,
——  ——
I I

vagy ami ugyanaz, hogy
I+Q,-Q;+Q,Q; =0.
—_————
-1
Az utobbi egyenlet csak akkor allhat fenn, ha a megjelolt képletrész a met-
rikus tenzor (az egységtenzor) ellentettje. Mivel ez a feltétel csak specialis
esetben allhat fenn, adodik a kovetkeztetés, hogy két ortogonélis tenzor

Osszege nem sziikségképpen ortogonélis tenzor.
4. Gyakorlat. A
POR-(PORY"=P.O- RR' . (P-OT
(P-Q-R)-(P-Q-R) Q (P-Q)
I
=P-Q-Q" - P'=pP.P"=1
——
I

atalakitasbol azonnal kovetkezik a gyakorlat allitdsanak helyessége.

Jelolje W a P-Q- R szorzatot. Nyilvanval6 a (6.6a) képlet alapjan, hogy
Ws'r — Psu qu er — (WT)T

s

Kovetkezésképp
Pli’ QéqRqr (WT)T = Pké qu Rqr er qu Psu
s ——
59,
:PkZszqu Psu:PkZPszz(sks-
—_——

s,

Ez az atalakitas indexes jelolésmodban igazolja a gyakorlat allitésat.

5. Gyakorlat. A szamitasokat az (y',y?,vy%) kartéziuszi KR-ben végezziik. Kovet-
kezik a P = P,*i* ® i, tenzor értelmezésebsl, hogy alkalmas sor- (illetve
oszlopcserékkel) diagonalissa tehets a tenzor P matrixa. Mivel a f6atloban
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ekkor mindeniitt az egyes szdm all, azonnal adédik, hogy egységnyi a ten-
zor determinansa: det(P) = 1. Legyen tovabba M = M,.°i" ®1i, tetsz6leges
masodrendii tenzor. Tegyiik fel, hogy Pl =1 (PqL =0,q # K). Tekint-
stk a T),° = P,"M,.® szorzatot. Nyilvanvalé a P értelmezésébdl, hogy az
M;?® sor (az L-edik sor) a szorzat Ty’ sora (a szorzat K-adik sora) lesz.

Kovetkezésképp (Pfl) ,f meg kell hogy egyezzen (PT) ‘= Pék-val, mert
csak ekkor torténik meg visszafelé a sorcsere, azaz csak ekkor all fenn, hogy
(P Ty = M,
6. Gyakorlat. Mivel szimmetrikus a
Q=I-2a®a
tenzor, fennall, hogy
Q Q"' =Q*=(I-2a®a) (I-2a®a)
=I—2aRa—2aRa+4(aa)aka=1.
——
=1

Ez azt jelenti, hogy valéban ortogonalis a @ tenzor.
Indexes jelolésmodban

le =6 —2d*aq
a kérdéses tenzor alakja, és a tenzor szimmetriajat is kihasznalva fennall,
hogy

ngst = ((5k —2akag) ((SZS —2aeas)
=6* —2a"a, —2a"as +4 a'ar a"as = 6", .
=1

Ez az atalakitas ugyancsak a gyakorlat allitasanak igazoléasa.
7. Gyakorlat. Legyen ortogonélis a @ tenzor. Nyilvanval6,hogy

Q@) =2QQQ"=QQ"=1.
I

Ez azt jelenti, hogy ortogondlis tenzor az ortogonalis tenzor masodik hat-
vanya. Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy ortogonalis a Q° tenzor — s > 2.
Megmutatjuk, hogy ez esetben ortogonalis a Q tenzor s-+ 1-edik hatvanya.
Elemi atalakitasokkal adodik, hogy

@™ (@™ =(@-Q)-(@-Q)F
=Q°Q Q" () =@ (@) =1I.
I

Ezt kellett igazolni.
8. Gyakorlat. Tekintsiik a QT -Q = Q- QT = I szorzat determinansat. A determi-
nansok szorzéstételét kihasznalva irhaté, hogy

det (QT : Q) = det (QT) det (Q) = [det (Q)]> = det (I) = 1,
ahonnan
det (Q) ==+1.
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A tovabbiakban vizsgaljuk meg — Osszhangban a Gyakorlat célkitiizésével—,
hogy ismeretlennek tekintve az a vektort, van-e a

Q-a=+a
feladatnak megoldésa. Ha van, akkor fennall a
Q"a=Q" (:Qa)=+Q"-Q-a=a
——
I

egyenlet is. Vonjuk ki az utobbi egyenletet az azt megeléz6 egyenletbdl,
majd osszuk el az eredményt kettével. Tekintettel a méasodrendi tenzorok
ferdeszimmetrikus részét értelmezs (6.18) képletre kapjuk, hogy

s (@-Q")-a=q., a=0.

Jeldlje qq a Q tenzor vektorinvariansat. A vektorinvarians birtokaban atir-
hato a (6.25) Osszefliggés szerint a fenti képlet:

Qasz'a:qaxazo‘

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a gyakorlatban felvetett feladat a megol-
dasa parhuzamos a @Q tenzor q, vektorinvaridnsaval.
Tekintsiik a tovabbiakban a @ ortogonélis tenzorral kapcsolatos

Q-a=)a, laj]=1
[Aa det (Q—AI)=0 polinom gyoke]

sajatérték-feladatot, amely A = 1 esetén megegyezik formailag a Gyakor-
latban felvetett feladattal. Ha az a sajatvektor és a A sajatérték, akkor

M=XNa.a=lala=(Q -a)(Q-a)=a-Q"-Q-a=a-a=1,
——
I

ahonnan valéban A\ = +1.

Vizsgaljuk meg a tovabbiakban az elGjelek szerepét.

Tételezziik elészor fel, hogy det (Q)=1. Az alabbi és a viszonyok tisztéa-
zasat célzo atalakitasban (a) felhasznaljuk, hogy a tenzor determinansa meg-
egyezik a transzponaltja determinansaval, (b) helyettesitjiik, ahol sziikséges
a QT - Q = I képletet, és (d) alkalmazzuk a determinansok szorzastételét:

det (Q —I) = det [(Q — I)T] — det (QT - I) — det (QT Q7. Q)
= det [QT~(I—Q)] — det (QT) det (I—Q) = —det (Q—1).
N

det (Q)=1
Mivel egy valos szam akkor egyezik meg az ellentettjével, ha a szam zérus,
fennall a

det (Q—AI)|,_; =det (Q—-1I)=0
egyenlet.
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Tételezziik fel masodszorra, hogy det (Q) = —1. A fenti gondolatmenet is-
métlésével kapjuk, hogy

det (Q+1) = det [(Q+D)T] = det (Q"+1) =det (Q"+Q" Q)

= det [QT-(I+Q)] = det (QT) det (I+Q)=—det(Q+1I),
det (Q)=1

azaz hogy
det (Q—AI)|,__; =det (Q+1I)=0.
A kapott eredmények a kovetkez6 moédon foglalhatok Ossze:

Q- 9o= 9qa, ha det(Q)= 1 [ekkor ugyanis A =1] és
Q- 4o =—qa, ha det(Q) = —1 [ekkor ugyanis A= —1].

Vegyiik észre, hogy fennall a
QT ‘o = *£Qqa

egyenlet is.

9. Gyakorlat. A megoldast tagoltan, a gondolatmenet 1épéseit egymastol elkiilo-
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nitve kozoljlik:
1. Els6 lépésben a C = C*,grog? = FT - F tenzort szamitjuk ki:

0 05 0 0 —0.8 -1.2
[CH]=[(F")*F5]=| -32 0 24 2 0 0
—1.2 0 34 0 0.6 3.4
1 0 0
=10 4 12
0 3 13
2. A karakterisztikus egyenlet mostmér a
1—-A 0 0
—lcr =aCh|==| 0 4-A 12
0 3 13—\
_ 4-x 12 | )
=(A-1) 3 13- '—(/\—1) (A*—17A+16)

alakban irhato fel, ahonnan
)\1216 és )\2=>\3:1
a harom sajatérték. Kovetkezbleg pozitiv definit a tenzor, és van négy-
zetgyoke.
3. Nyilvanvalo a [C¥,] matrix szerkezetébsl, hogy a g irany fGirany. Le-
gyen ez, 6sszhangban a tovabbiakkal, a masodik f6irany:

n—g.
(2)

Az els6 fsiranyt ado

vektor a
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egyenlet felhasznélasaval adodoan a

(4=X1) n°+12n°=-12n°4+12n%=0,
1) 1) 1) 1)

vagy pedig a
3n+(13-M)n’=3n%-3n°
(1) (1) (1) (1)
egyenletekbdl szamithatd. Az eredmény pedig:
2 3
n

n .
(1) (1)

A fsiranyok merd6legessége miatt az is nyilvanvalo, hogy

nt=0.
(1)

A normélasi feltétel szerint

n*gen’=n’gn’+n3gn®=(ga+gss) n’n?
(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
= <1+1) n2n2:1,
4 (1) (1)
ahonnan
2_ 3_ 2
M @O B
Végeredményben

n_l( + )—l(l 2_|_ 5)

8T 82183 75 28 T8 ) -

A harmadik f6irany kihasznalva az (1.29); képletet abbol a feltételbsl
adodik, hogy jobbsodratu kartéziuszi KR-t alkotnak a fSiranyok egy-

ségvektorai:
D= X0 = o (gotgs) X 81 = —= (258" +es1087)
A=8*5° % 2183 1 NG 213 312
2V/90 ; 2 3 1 2 3 1
e le-g)=—sle-g) = =i

4. A f6tengelyek KR-ében

C=)Minon+Xnon-+l3non =
1 @ (2) (2 3) 3

—l6non+non+non
nH O @ @ 6 B
a C tenzor diadikus alakja és

U=4non+non-+non

1) (1)+(2) (2)+<3> (3)
a tenzor négyzetgyoke, hiszen
Ul=cC.
5. Az is nyilvanvalo, hogy

-1
=-non+non-+non

40 O @ @ ) )
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6. Az (x) gorbevonalt KR-re térve at irhatjuk, hogy

16 1 1
U=~ (g:+8s)0 (Zg%rgg) +giog' + 2 (g2 —gs)o (e’ —g")

4 1
:g10g1+{5 (g2+83)+ ¢ (4g2—g3)}0g2

16 1
+ {* (g2+83) — = (4g2 —gs)} og’,

5 5
azaz hogy
_ 1 8 3 2 12 17 3
U=giog +{5g2+5g3}og +{ 5 &2t gs}Og .
Kovetkezésképp
1 0 0
[Umq} =10 % ﬁ )
0 5 3
és amint az némi szamolassal ellenérzésként adodik:
1 0 0 1 0 0
ur.ul =10 8 12 o & 12
SR e e
0 0
5 5 5 5
1 0 O
=0 4 12 |=[Cc"].
0 3 13

Az is adodik behelyettesitések utan, hogy

1 1 1
U= = (g2+83)0 (Zg2+g3> +g10g1+5 (4g2—gs)o (g°—&°)

1 1
=glogl+{% (g2+83)+ ¢ (4g2fgs)}og2

+{l (gz+g3)—l (4gz—g3)}°g37

5 5
azaz hogy
_ 17 3 3 2
U= 1 e 9 2 _9° z 3
gi0g +{20g2 5g3}0g + 5g2+5g3 og
és
1 0 0
[(U‘l)mq]: 0 % -3
0 -5 %
Valoban,
10 0 1 0 100
v @)= o 220 g -3 |=l010
0: ¥ 0 -3 2 001
20 5
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7. A forgatd tenzor kiilonbozs alakjai pedig az alabbiak szerint szamitha-
tok:

r . . 1 0
-2 0 ]

o
-
15
|
ulv g O

100 0 —05 0 0 —05 0
[an]z[gnkR’“m]: 0oltoll2 o o|=]05 0 of,
001 0 0 1 0 0 1
[0 —050 100 0 —-20
[R,™] =[Rnsg™™]= |05 0 0 040|=1|05 0 0],
L0 0 1 001 0 0 1
(100 0 -20 0 -20
[R"™]=[¢""R,"]=|040 0.5 0 =12 0 0
(001 0 0 1 00 1
Ellenérzésként szamitsuk ki az R- RY szorzatot:
[er(RT)rp} _ [erRpr]
0 —-05 0 0 05 0 1 00
=2 0 o0 -2 0 0|=|0 10
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Az (y) KR-ben
[R,.]=[t," Rnmt,"]
100 0 —050 100 0 -10
=|lo02o0 05 0 0 020f=|[1 00
001 0 0 1 001 0 0 1
a forgato tenzor.
8. Végezetiil a V = F- RT képlet alapjan kapjuk, hogy
V4] = [y = [ ]
0 -08 —127[ 0 050 1.6 0 —1.2
0 06 34 [0 01 -12 0 34
amivel
16 0 —127[ 1.6 0 —1.2 4 0 —6
[V’}Vﬁ]:Olo o1 0 |=]o010].
-1.20 34 | [-120 34 -6 0 13
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Masrészrdl, mivel V2 = F-FT, méd van az ellenérzésre is:

[FY (7)) = [P R
0 —-0.8 —1.2 0 05 0 4 0 —6
=12 0 0 -32 0 24| = 01 0
0 0.6 34 —-1.2 0 34 -6 0 13

Ezzel a feladatot megoldottuk.

B.8. 8. Fejezet

1. Gyakorlat. Megmutattuk az 5. Fejezet 10. Gyakorlatanak megoldéasa soran — a
részleteket illetGen lasd a 189 o.-t — hogy valddi tenzor két tenzor tenzorialis
szorzata. Mivel valodi vektor az u”, és mivel a kérdéses u” ., kovarians
derivalt az u és nabla vektorok tenzorialis szorzata, akkor teljesiil a jelen
gyakorlat allitdsa, ha valédi vektor a V vektor. Ennek igazolasét illetGen
visszautalunk a (8.20) képletet kovets bekezdésre.

2. Gyakorlat. Azt is megmutattuk az 5. Fejezet 10. Gyakorlatanak megoldasa so-
ran — a részleteket illetGen ismét lasd a 189 o.-t — hogy valddi tenzor két
tenzor skalaris szorzata. Az el6z6 megoldas gondolatmenete alapjan azonnal
adodik, hogy valodi skalar az u* . divergencia (azaz az u és nabla vektorok
skalaris szorzata).

3. Gyakorlat. Els6 esetben a (8.36)1 képlet értelemszert felhasznalasaval, ezt kove-
t&en pedig a parcialis derivalasok végrehajtasaval — alkalmazni kell ekdzben
a (8.4) és (8.10) osszefiiggéseket is — jutunk eredményre:

~ =
(g’“g/z),m

=Tt g g+, g g +T0, T4 =0.

5% &%
——— — - ——
_Tk k
F@m FZm

Masodik esetben a (8.36)3 és a (8.10) képletek felhasznalasaval kaphato meg
a kivant eredmény:

(8Kk°80) ,m
A s s
Getsm = Greom  — GstLlkem — GrsLom
=T%m 85 8e+Tim 8k 8s —Timgse —Timgrs =0
S—— N——
9st Iks

4. Gyakorlat. A (8.41) egyenlet kapcsan részletezett lépésekkel — alkalmazni kell
ekézben a harmadrendd kovaridns tenzorok kovarians derivaltjat ado
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Osszefiiggést (ez a (8.39) képlet értelemszert felhasznalasaval adodik), a szor-
zatderivalas szabalyat és a (8.10) képleteket — kapjuk, hogy

[e”g"]

pgr pgr sqr psTr
e = el L +T5,e" T+ e 4T, e

__]:‘spm,[g‘5 4 7] Psqm[gp ° 7]_Fsm[g g gé]
—_——— —_—— ——

csar epsT epas

+02 T+ T L P+, e =0.

5. Gyakorlat. Els§ esetben szinte sz6 szerint kovetjiik a (8.42)1 Osszefiiggés igazola-
sanak gondolatmenetét. Nyilvanvalo, hogy zérus a tetszdéleges, de egyébként
allandé a = aPg, és b =bg, (J]a| #0, |b| #0 és ¢ =ax b # 0) vektorok
kovarians derivaltja:

a’, =0, b, =0.

Képezziik, kihasznalva a szorzatderivalas szabalyat a két vektor c,=¢ ,q, a? b?
vektorialis szorzatanak kovaridns derivaltjat. Mivel alland6 a c vektor, tel-
jesiilnie kell a

_ P14
Cr;m_(qur a b );1"
=Cpgrim b e pgr @ b € g aP V% =€ e aP DT =0
~—~—~ v —
=0 =0

egyenletnek. Az alahtzott tag csak akkor tiinik el tetszsleges a? és b? esetén,
ha

Epgr;m =0.
Ezt kellett igazolni.

Masodik esetben a (8.41) egyenlet kapcsan részletezett lépésekkel — al-
kalmazni kell ek6zben a harmadrendd kovarians tenzorok kovaridns derivalt-
jat ado Osszefliggést (ez a (8.39) képlet értelemszert alkalmazasaval irhato
fel), a szorzatderivalas szabalyat és a (8.10) képleteket — kapjuk, hogy

lexgegr] m
—~ = s s s
Ektrim = Eklrym _kassir _Pémsksr _Frmekés
=D [8s8e8r] +Tim [gr8sgr] + 1 [8r8egs]
—— —— ———
Eser Eksr €kes
- stmgsfr - Féé;qqgksr - P:mEst =0.
Vegyiik észre, hogy ez az igazolas szinte sz6 szerint megegyezik az el6z6
gyakorlatban kozolt igazolassal.
6. Gyakorlat. Definici6 szerint:

—vov= (g2 ) (g8 ) g O e (08 O
A—VV—(g 8xk)< 8:10")_9 8xk8x‘f+g (8:5’“6‘# '

A tovabbiakban vegyiik figyelembe, hogy ¢** =0, ha k # ¢. Kapjuk, hogy:

? 92 ? ogt o
A=l 22 33 k g
g Oxloxt +g 02022 +g Ox30x3 dx* ozt
9? 8? 9? 0
o1 22 33 ok spt 9
=9 grioa 79 52022 7Y gwoes B BTk gt

gks
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ahol a dg’ /82" = —g° %, Gsszefiiggést is figyelembe vettiik. Innen azonnal
adodik a kivant végeredmény:

& A 53 0

A=g" B.1
g Oxlox! tg 0x2012 +9 Ox30x3 (B.13)
114 0 22 ¢ 0 33 ¢ o}
-9 Fufaﬂ -9 F227&5[ -9 F3378# . (B.14)

7. Gyakorlat. A probléma megoldasa elSkésziileteket igényel. Az A.1 szakaszban
attekintettiik a hengerfeliiletre épitett gorbevonali KR-ek sajatossagait.
Tekintettel az esetleges héjelméleti alkalmazésokra, a harmadik kovaridns
bazisvektor iranyat a henger feliiletre merélegesen vélasztottuk meg az idé-
zett szakaszban. A rugalmassagtani alkalmazasokban azonban a harmadik
kovarians béazisvektort a korhengerfeliilet tengelyével parhuzamosan szokas

3 ng:yB:Z
g;
— 5]
P
ilf gl
x!=R
r=~Rip+zi,
iy
1,=13 A
2
) & g
1
! X2=0 Rcosg
Rsing

A.1. 4bra. HKR

felvenni. Emiatt els6 lépésben réviden attekintjiik az utobbi valasztés kovet-
kezményeit. A gondolatmenet lépései az A.1. abran alapulnak. Leolvashato
az abrarél, hogy

=R, z°=¢, 2=z, (B.15)
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és az is hogy
r=z' cos x> i1 +a¢1 sin x> io +:v3 i3
= Rcospii + Rsingis+z°is = Rig + zi. (B.16)

P pont helyvektora. Ennek ismeretében

2. . 2. . . . .
glzﬁ:cos:r 11 +sInx” 12 =Ccosply +sinpls =1R,
x
g2 = or _ a'sinz® i +a' cosz i
2= 55 =— 1 2
dx? (B.17)
= —Rsinpii+Rcospis = Ri,,

o . _.
g3 = @ =13=1z
a harom kovariadns bazisvektor. Kénnyen ellenérizhet6 most mér, hogy
1 0 O 1 0 0
gl =] 0 R 0| e [M]=]0 1R 0 (B.18)
0 0 1 0 0 1

az als6 és fels§ indexes mérték tenzorok matrixa. A kontravarians bazisvek-

torok pedig a g" = ¢"* gy szorzatbol adodnak:
. 1 1, .
g =m=in, g=pm=xi, g=g=i. (B.19)
A zérustol kiilonboz6 Christoffel-szimboélumok a (8.11) képletekkel szamit-

hatok:

1 1
I21,2=T12,2= 5922,1 =R, 2 =12 = Flg,ggm =& (B.20a)
_ 1 _ 1 11 _
oz 1= —5922,1 =-R, I'5o=T2,19g =—R. (B.20b)
Konnyen ellenérizhets az el6zéek alapjan, hogy
0 0 . 1 0 1o}
Vzigkzi Rt — (B.21)

9+8 TR T R T a2
Az el6z6 gyakorlat (B.13) képletébdl, kihasznalva a (B.18) és (B.20) képle-
teket, megkaphaté a HKR-beli Laplace-operéator is:

2 1 2 2 1

— - . B.22
OR?  R20¢%? 022 ROR ( )

Attérve most mar a probléma konkrét kérdéseire, az u vektor HKR-beli
[uk]T:[ ut u? W], [uk]T:[ ur uz  us |
koordinatai, valamint az ezen vektor
[u<k>]T: [ <> <>y,

<3>]:[uR Uy, uz]

fizikai koordinatai kozt fennallé kapcsolat azonnal adédik az (5.29) képletek
felhasznalasaval — pl. u? = u~<?>/,/gaa:

UR URr
[uk] =| fue |, [ue]=| Ruy |. (B.23)

Uz Uz
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Ami a o tenzor

ORR TRy TRz
<k> _ <k>| _
|:O' <€>] - |:0-<Z> :| - TeR Tpp Tez (B24)

TzR Tzp Ozz

fizikai koordinatait illeti, az alabbi Osszefiiggések allnak fenn:

1
ORR R|TRe TRz orr RTrRy, TR:
kel _ | 1 1 1 _ 2
[U ]— ETeR F20¢e RTez | lopg] = | RTpor R?*0pp Ry, |, (B.25a)
1
TzR RJTzp Ozz T:r Rt.p 02
R 1
ORR TRy TRz ORR TJ|RTRe TRz
T — 1 1 wy] _
[US] - ETA‘DR O'goap ETgpz I [U'u ] - RTA,;R G¢¢ RTApZ . (B25b)
1
TzR Rnga Ozz TzR ETzap Ozz

Ezeket a megoldasokat az (5.30a), (5.31a), (B.5) és (B.6) képletek felhasz-
nalasaval kaptuk meg. Felhasznalva a (B.6a) képletet,

22 22 g* 1/R? 1
o =0° >“g;:‘79w\/ Rz R2lv¢

az egyik részeredmeény, az (5.30a) képletbdl pedig tobbek kozott a

2 _<2> gu _ 1
01=0 <1> g2 RﬁpR
formula adédik. Etc.
8. Gyakorlat. A harom egyensulyi egyenlet tetsz&leges gorbevonalt KR-ben az
alabbi alakban irhato fel:

1€ 11 12 13 1 st ¢ _1s | g1
o e=0 140 " 2t+0 " 3+l 40 "+ 40+ f =0,

24 21 22 23 2 7] 3 2 3
0 e=0" 1+0" 2+t0 ,3+Fséas +Fsla S+f =0,

3¢ 31 32 33 3 st ¢ _3s 3
0 =07 1407 2+07 3+ 0"+, +f =0.

Ha figyelembe vessziik, hogy HKR-ben a (B.20) képletek adjak meg a nem
zérus Christoffel-szimboélumok értéket, akkor innen a

oM 4012 4o 4T o 24T 20 4 f1 =0,
o 40" 40P a4 T30 P 4T o + T30 + 17 =0,
oM 40P 40P 4T 20 4P =0

képleteket kapjuk. Helyettesitsiik most mar a fenti egyensilyi egyenletekbe

(a) a fesziiltségtenzor o ** koordinatait a (B.25a)1 képletbdl a fizikai ko-

ordinatakkal kifejezve, (b) a tehervektort a fizikai koordinatakkal kifejezve

a (B.23): képlet alapjan, (c) a nem zérus Christoffel-szimbélumok értéke-

it, és (d) jeloljiik ki, valamint ahol kell, végezziik is el az ' = R, z = ¢,
valamint #® = z szerinti parcialis derivalasokat. Ha a masodik egyenletet
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megszorozzuk emellett R-el, megkapjuk a kivant végeredményt:

80'RR 1 87’}@; 87’1@; Opp —ORR

— — =0
oR "R 0y | OR r /r=0
OToR laaw, OTp: . TorR+TRe _
et et e T e =0, (B.26)
OT-R la'rz«p +8022 +TZR+fz —0.

OR R Oy 0z R

9. Gyakorlat. Ha zérus a térgorbe r(s) gorbiilete, akkor fennall a (8.81); képlet
szerint, hogy

SN

i

=—=0.
e ds

Ez azt jelenti, hogy alland6 a gérbe A érintéje, azaz
r(s)—ro=As

alaki szimbolikus irdsmoédban a gorbe egyenlete — r, a gorbe s=0 pontjahoz
tartozo helyvektor. Ez egyenes egyenlete paraméteres alakban, a paraméter
pedig az s ivkoordinéata.

10. Gyakorlat. Megmutatjuk, hogy a kérdéses zérus torzioju (7 = 0) térgorbe az

r(€h,€%) =ro+E&' X (s0) +E2 1 (s0)

egyenletii sikban fekszik — &' és €2 a sik egyenletének két paramétere, ro
a térgorbe s, fvkoordinatahoz tartozo pontja, A (so) és v (so) ugyanitt az
érinté és a fénormalis. Nyilvanvalo, hogy az s ivkoordinatahoz tartozo gor-
bepont helyvektora az

r(s)zro-f—/sj)\(s)ds

képlettel szamithato. Tekintsiik az s, ponthoz kétottnek gondolt és az ottani
kisérd triéder altal kifeszitett KR-t: a
g1=A(s0), g=p(s), g=v(s0)

vektorok ortogonalis egységbazist feszitenek ki. Jelolje o az erre a bézisra
vonatkoztatott koordinatakat. Ebben a KR-ben

X(s) =a'(s) g

a gorbe érint6 egységvektora. Vegyiik észre, hogy a harmadik Frenet-féle
képlet szerint — lasd a (8.92) Gsszefiiggést —

dv (s)
ds
Kovetkezésképp A (s)-v (so) = A (s)-gs =0, vagyis
A(s)=a'(s)g1+a’(s)g2=a' () A(so) +a”(s) p (s0) ,

amivel

=—7u(s) =0, azaz v(s)=v(so).

r(s)=ro+A (so)/S: a'(s) ds—f—,u(so)/S: a'(s)ds.

—— ———
gl(s) £L(s)

Az utobbi Gsszefiiggésbdl azonnal kovetkezik a gyakorlat allitésa.
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11. Gyakorlat. A kérdéses csavarvonalat az A.2. dbra szemlélteti. Az abra m >0
esetén szemlélteti a viszonyokat.

)/3

/<
p—

A.2. abra.

A (8.93) képlet alapjan frhato, hogy

j—; = —Rsinpi; + Rcos pis+mis, ’j—;’ =/ R?2+m? =4allando .
Figyelembe véve mésrészrél, hogy
dr
ds=|—|d
5=1q o P

kapjuk, hogy

ds = v/ R%24+m2de, p(s) = ds 5

so=0 VRZ+m?2 - VRZ+m?2'

Az utobbi Osszefliggések szerint

r(s) = Rcos — % §,+Rsin i iy 0y
VR2+m?2 VRZ+m? VRZ+m?2
amivel
L <7Rsin i+ Rcos————iytm i3)
ds  VR24+m2 VR2+m? R2+m?
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az érintSiranyt egységvektor. A (8.81);1 képlet alapjan irhato, hogy
dA R s s .
K= — = — cos i2 ),
& Brm \“ Ve VRt m?
ahonnan azonnal addédik a x gorbiilet és a p gorbiileti sugar
R m
“wrm PR R
m = 0-ra megegyezik a p a korhenger R sugaraval. Végezetiil a (8.88) és
(8.92) képletek alapjan

i1 +sin

K

i1 iZ i3

1 —Rsin —— Rcos ——=—
Ve VEE R
— COS —F——= — SN —F————

/R2+m2 /R2+m2

. S . S . .
=msin ———— i1 —mcos ———— >+ Ri3

VErmE S R rme

a binormalis, és fennall, hogy

V=AXUu=

o

dv m

s
ds \/R2+m2—“< VR2+m?
——

T

i1 +cos =

S .
VRETm2 ‘2) TR

miszerint
m

VRErm?

a torzio értéke.

B.9. 9. Fejezet
1. Gyakorlat. A (9.64) képlet szerint
Kn) = brpA" N,
ahol most az els6 esetben
ai

Al :)\1&1 = |a7‘
1

Kovetkezésképp

[y
—_

A= — = , A2=0,
ai

B

amivel — ebben az esetben m =1 és p =1 — kapjuk, hogy

oo b1
W= o
A maésodik esetben ugyanigy jutunk a

_ bao
k(2) = P

eredményre.
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2. Gyakorlat. Az r =y (2", z?)i; feliileten

a. — or —J* koo 3yk
a_axa_y,aka y’“_aza
és
m . n M m n
a; Xaz Yo1lm XY 2ln Y 1Y 2 .s
3= = T,m s n oz ] Cmnsy— !
lai x as| |y 11m X Y7 oln |emnsy 1Y 2

a bazisvektorok értéke. Az
k.
Aq,p = y,aﬁlk
derivalttal azonnal adédik az igazolni kivant képlet :
ym,l yn,z

m n
’emnsy 1Y ,2’

m n
Y 1Y 2

s
=€mnsly af
’ m ,n
lemnsy™ 1y 5

k . .S
baB:aaﬁ'aC’):y aB lk 1l Emns
) )
5

3. Gyakorlat. A tekintett feliileten

or . . of
211:ﬁ:l1+f,1137 f,1:@7
or . . of
azzﬁ:m-ﬁ-ﬁzls, f,2:w7
_agxay _ —faili—fola+is
as = las x as|
e T+ (fa)?+(f2)?
a bazisvektorok értéke. Ezeket kihasznélva a
Oag
bap =Top =aq5-as, 20, =7 5
képletek alapjan addédnak a gorbiileti tenzor elemei:
bi1 = f1iiz-as = fu ,
V14 (f1)?+(f2)?
bio = f12i3-a3 = Ja2 = ba1,
+(f1)2+(f2)?
baz = f22iz-a3 = f22 .
L+ (f1)? +(f2)?
Kovetkezsleg
+
X(1)+X@) = Br =bii+ba = fartfon :
1+ (f1)2+(f2)?
1
XX = Brr = [bas]| = e
I+ (f1)2+(f2)? ' & ’
_ Faifaz—(f12)?
L+ (fa)?+(f2)?

a keresett két egyenlet.
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4. Gyakorlat. A (9.120) képlet felhasznalasaval irhato, hogy:
Riz1a = e123€123|byr| = br1baz —biy = by?apr| = by |lagr| = Kao,

ahonnan azonnal kovetkezik az igazolni kivant Osszefliggés.
5. Gyakorlat. Az alabbi atalakitasok adjak a kérdéses képlet igazolasat:
a®Peap= 1 =ab"bos= by bes a*’ =2Hb," —Ké,* =4H*> —2K .
——

(9.131)
2Hb,s—Kang
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